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MODELOWANIE PRET(')W'OSLABIONYCH UKLADEM
PERIODYCZNYCH NACIEC POWIERZCHNIOWYCH

Marek Chalecki, Wiestaw Nagorko

Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszezenie. W pracy rozwazane sg prety sprezyste o przekroju prostokatnym, w kto-
rych w warstwie brzegowej, gornej i dolnej rozmieszczone sg periodycznie pionowe na-
cigcia (pgknigcia). Znane rownanie. opisujace drgania wzdluzne preta jednorodnego
o statym przekroju, nie moze tu by¢ zastosowane, bo pret z peknigciami ma zmienng wy-
sokos$¢ przekroju i zmiana ta zalezy od czasu. Wykorzystujac technike¢ usredniania tole-
rancyjnego, skonstruowano model usredniony nieasymptotycznie, opisujacy drgania
wzdtuzne pretow z periodycznym ukladem peknigé. Jako przyktad rozpatrzono drgania
preta jednostronnie utwierdzonego.

Stowa kluczowe: drgania. drgania wzdluzne pretow, modelowanie pretow. technika
usredniania tolerancyjnego

WSTEP

Drganiom pretow po$wigcono obszerng literature, ktorej przeglad mozna znalez¢ np.
w monografii Kaliskiego i in. [1966] i ktorej nie bedziemy tutaj omawiac.

Rozwaza¢ bedziemy drgania pretow sprezystych o przekroju prostokatnym, w kto-
rych w warstwie brzegowej, gornej i dolnej, rozmieszczone sa periodycznie pionowe
nacigcia o glebokosci &. Naciecia te powtarzaja sie w okresie / (rys. 1). Jezeli
xe (I/2, L-1/2), gdzie L jest dlugoscia preta, to czgs¢ preta wyznaczong przez prze-
dziat (x—1/2, x+1/2) nazwiemy komdrka periodycznosci.

Drgania wzdtuzne preta jednorodnego i o statym przekroju opisuje znane rownanie:

Ww—C?w, =0 (1)
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gdzie: w — druga pochodna po czasie,
W, . — druga pochodna po x,

C= \/E, gdzie E jest modutem Youngai p — ggstosciag masy.
p

Réwnanie (1) nie jest przydatne, gdy pret ma powierzchniowe nacigcia, zmienia sig
bowiem wtedy wysokos¢ przekroju preta; przy Sciskaniu pret taki zachowa sig jak pret
bez peknigé, a wiec jak pret o stalej grubosci 4 (o statym przekroju); przy rozciaganiu
grubos¢ bedzie opisana funkcyjnie: & = h(x,t) .
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Rys. 1. Pret sprezysty z poprzecznymi szezelinami powierzchniowymi
Fig. 1. A spring bar with crosswise near-boundary cracks

Z zatozenia o periodycznym rozmieszczeniu defektéw wynika, ze funkcja A(x,1)
jest funkcja periodyczna o okresie /. Ponadto dla odksztalcen e(x, t)=w,, (x, )

oraz obszarow  zdefiniowanych W  postaci: L, ={(x, t), e(x, t)>0},
L ={(x, 1), e(x, <0}, Ly ={(x, 1), &(x, )=0} mamy:

h xeL_UL,
h(x, )=

W (x, 1) xe Iy

Model uproszczony drgan preta skonstruujemy, stosujac jedna z metod homogeniza-
cji nieasymptotycznej, mianowicie technike usredniania tolerancyjnego [Wozniak
1 Wierzbicki, 2000].

TECHNIKA USREDNIANIA TOLERANCYJNEGO

W technice u$redniania tolerancyjnego przyjmuje si¢, ze poszukiwane pole prze-
mieszczen w=w(x,t) moze by¢ aproksymowane w nastepujacy sposob:

wix, 1) = u(x,t) + g(x)v(x,1) (2)
gdzie funkcja wu(x, #) jest poszukiwanym przemieszczeniem usrednionym, funkcja

v=yv(x, 1) poszukiwana fluktuacja opisujaca wplyw ukiadu periodycznych peknigé na
przemieszczenie, a g = g(x) postulowana funkcja ksztaltu.

Acta Sci. Pol.



Modelowanie pretow ostabionych uktadem periodycznych nacie¢ powierzchniowych 19

O funkcjach u i v wystepujacych w réwnaniu (2) zaklada si¢, ze sa wolno zmienne,
tzn. spemiajace warunek dla dwu dowolnych argumentéw z tej samej komorki perio-
dycznosci, wartosci funkcji oraz pochodnych (do odpowiedniego rzgdu) od tych argu-
mentow s nierozréznialne w pewnej ustalonej tolerancji.

Funkcja ksztattu (g) powinna by¢ periodyczna i oscylujaca.

Roéwnania uzyskane po zastosowaniu techniki usredniania tolerancyjnego maja postac:

<Eh>u, +<Ehg, >v, —<ph>ii=0

< Ehg,2>v+<Ehg, >u, ~<ph>V=0 (3)

x+1/2
gdzie dla dowolnej funkcji f 0znaczono <f>(x)= E) j'f(_v)d_v dla xe (//2,L-1/2).

[ x=1/2
W szczegdlnym przypadku, gdy wymiar / dazy do zera, czton < ph > w réwnaniach
(3) mozna pominaé¢. W tej sytuacji z uktadu (3) mozna wyrugowac fluktuacje i otrzy-
mac rownanie na przemieszczenie usrednione:

ii— Clot, . =0 4)

gdzie

<hg. . > &

(lz><hg,_7;>

Cop=C71-

PRZYKLAD

Rozpatrzymy pret stalowy dlugosci L = 1 m, utwierdzony, scharakteryzowany przez
€ =— " 52002, ktory rozciagnigto poczatkowo o warto$¢ u, 1 zwolniono (rys. 2).
p s
Dla takiego preta powinny wigc by¢ spetnione nastgpujace warunki poczatkowe:
u(x, 0)=ex, u,, (x, 0)=0, oraz warunki brzegowe: u(0, t)=0, u(/, t) =u,.
Funkcja u(0,¢) =0, opisujaca zalezno$¢ grubosci preta od wspolrzednej x, musi
uwzglednia¢ zmienng w czasie szerokos$¢ szczeliny powierzchniowej, funkcja ksztattu
g(x)natomiast — przewidywany wzrost odksztalcenia w miejscach wystepowania
szczelin. Ponadto funkcja /(x, ¢) dla tych przedziatéw jednego cyklu drgan, w ktorych

pret jest Sciskany, powinna by¢ stata i rowna /4. Obie funkcje przedstawiono na rysunku 3.

L, )

I* A

Rys. 2. Pret rozwazany w przykladzie obliczeniowym
Fig. 2. The bar calculating in the computational example
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Funkcje ksztattu przyjmiemy w postaci:

clcos(in j
€
gx)=

- c[cos[

Ca

dlaxe (0,01)

x‘“n} dlaxe (c;,!)

gdzie d, ¢, sa liczbami ustalonymi: ¢, </, d </ oraz ¢, =/ —c¢.

A

g(x), h(x)

C3 —pf | |[4—C3

d
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c2 l=ci1+c2

Rys. 3. Przyjeta funkcja ksztaltu i funkcja okreslajaca grubosc preta (wysokosé /)

1 L4

Fig. 3. The assumed shape function and the function describing the bar thickness (height /)

Zmienna wysokosc¢ opiszemy funkcja /A(x, ) tak, ze dla r e [O,%) jest:

h dla

B

€3

2 [.\'—cl —%2—] dlaxe [c, +£§——c3,cl +c—2]

G c
XE (O,c,)u(cl,cl +—22——c3 ]U[Cl +72+03,C]

2

L

(6)
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1 ar
gdzie T jest okresem oraz ¢y = %c{l—%]. Z koleidla te (Z, Ej funkcja /A(x, 1)

jest stata i rowna /. Z kolei dla t€ (g, T ] drgania preta przebiegaja analogicznie jak

T . 2 el he :
dla te|0, 5 dlatego poprzestaniemy na rozpatrzeniu pierwszej potowy okresu

drgan.
Po zdefiniowaniu /4 i g fatwo wyznaczy¢ wielkosci usrednione wystgpujace w row-
naniu (4). I tak:

<h>=h—8ﬂ; <Izg,\.>=zczd8 [cosc—3n—lj
I § C}TE C2

2c
2c3cyhm? +c,c228(cos -1 |-2c38r2 +2c,c hn
&

<hgl>=d?
: 7
4lc ey ey

Zgodnie z réwnaniem (3) i zalozeniem o pominigciu < ph > fluktuacja okreslona
jest przez przemieszczenie w postaci:

4¢
d 1-—
<hg,. > clcz( T]
= u

4dh/-2d5c,(1—¥]

s R s =
<hg,>

Rozwiazaniem rownania (4) jest funkcja:

8 1) 2
uy =y D G I o 2EC (7)
TR TSN 7 2]

8
gdzie przyjeto: Lf) =0,001 m (czyli up= 0,0012 m); 6 = 0,25h; ¢, = 0,9/; ¢, = 0,1/;
e
d =1/3;1 =0,1L. Dla tych danych wspétczynnik C ;- zmienia si¢ od 0,992£ dlat=0
5 p

do — dla ¢ = 774. Wykres przemieszczenia usrednionego, okreslonego réwnaniem (7),

dla réznych x dla réznych chwil czasowych przedstawia rysunku 4.
Odksztatcenie usrednione, czyli pochodng funkcji (7) po x, oraz fluktuacje¢ v(x, ¢)
przedstawiono na rysunku 5. Na rysunku tym fluktuacja jest powigkszona 20-krotnie.
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Rys. 4. Zalezno$¢ przemieszczenia usrednionego preta od wspoétrzednej x w réznych chwilach
czasowych

Fig. 4. The correlation between an averaged displacement of the bar and the coordinate x for
various time instants
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Rys. 5. Zalezno$¢ odksztalcenia usrednionego preta od wspoétrzednej x w roznych chwilach cza-
sowych

Fig. 5. The correlation between an averaged deformation of the bar and the coordinate x for vari-
ous time instants
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Poszukiwane przemieszczenie (w) przedstawia rysunek 6. Wykres tego przemiesz-
czenia jest bardzo podobny do wykresu przemieszczenia usrednionego z rysunku 4, ale
jego analiza w przedziatach odcietych, odpowiadajacych wzrastajacemu odcinkowi
funkcji g(x), wykazuje wzrost nachylenia wykresu, a wigc wigksze odksztalcenie, niz
w pozostatych czesciach preta. Widaé to wyraznie na rysunkach 7a, b, ktore pokazuja
przebieg odksztatcenia catkowitego od potozenia: wzrastajacym odcinkom funkcji g(x)
odpowiada skokowy wzrost wartosci w,,, co $wiadczy o wigkszym odksztalceniu preta
w okolicach szczeliny. W miare uptywu czasu, a wigc wraz z odprgzaniem kolejnych
elementow preta i zmniejszaniem si¢ odksztafcenia, szczeliny zamykaja sig, co przeja-
wia si¢ tym, ze dla wigkszych wartosci x (blizej swobodnego konca preta) skoki warto-
$ci w,, zanikaja.
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Rys. 6. Zalezno$¢ przemieszczenia catkowitego preta od wspolrzednej x w réznych chwilach
czasowych

Fig. 6. The correlation between a total displacement of the bar and the coordinate x for various
time instants
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Rys. 7. Zalezno$¢ odksztatcenia catkowitego preta od wspétrzednej x: a — dla chwili ¢ = 0,
b—dlachwilitr=02T

Fig. 7. The correlation between a total deformation of the bar and the coordinate x: a — for the
instant 7= 0, b — for the instant t= 0,2 T
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PODSUMOWANIE

Przedstawiony model drgan wzdtuznych preta z periodycznymi pgknigciami zostat
przeanalizowany w przypadku, w ktérym z uktadu réwnan na przemieszczenie Srednie
i fluktuacje wyrugowano fluktuacje, uzyskujac jedno réwnanie na przemieszczenie
usrednione ze stalg efektywna. Stala ta zawiera czlon zalezny od struktury periodycz-
nych peknieé i zmiennej wysokosci preta rozcigganego. Rozpatrzony przyklad potwier-
dza wplyw struktury periodycznej na uzyskane rozwigzanie.
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ON THE MODELLING OF BEAM WEAKNED BY A SYSTEM
OF PERIODIC NEAR-BOUNDARY CRACKS

Abstract. We consider spring bars which have periodically distributed cracks in the upper
and lower boundary layer. orthogonal to the bar axis. with the depth of 8. If compressed.
that beam behaves as a beam without cracks, i.e. a beam with a constant thickness (area)
and mass distribution. If tensioned, both the thickness and mass distribution are different
and are described by functions. This paper presents the model of such bars, obtained with
use of the tolerance technique of averaging, as well as the analysis of equations describing
the dynamics of these bars.

Key words: vibrations, longitudinal vibrations of bars, modeling of bars, tolerance aver-
aging technique
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