
98 Joanna KisieliñskaSTOWARZYSZENIE EKONOMISTÓW ROLNICTWA I AGROBIZNESU
Roczniki Naukowe l  tom  XI  l  zeszyt  2

Joanna Kisieliñska
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Synopsis. Dokonano przegl¹du modeli regresyjnych opracowanych dla problemów z zakresu ekonomiki rolnic-
twa. Okaza³o siê, ¿e autorzy stosuj¹ jedynie modele liniowe i linearyzowalne. Zwrócono uwagê  na mo¿liwo�æ
zastosowania nowoczesnych narzêdzi jakimi s¹ sieci neuronowe.

Wstêp
Prawid³owo opracowane modele przyczynowo-skutkowe pozwalaj¹ opisaæ z³o¿one zjawiska

ekonomiczne. Daje to mo¿liwo�æ nie tylko lepszego zrozumienia badanego problemu, ale równie¿
przewidywania jego dalszego rozwoju. Uzyskane informacje mog¹ stanowiæ wskazówki do ewen-
tualnego ingerowania w proces ekonomiczny w celu uzyskania po¿¹danych rezultatów.

Modele przyczynowo-skutkowe tworzone s¹ g³ównie przy za³o¿onej z góry funkcyjnej postaci
zwi¹zku (najczê�ciej liniowej albo linearyzowalnej). Jest to ograniczenie istotne, poniewa¿ zwykle
nie wiadomo jak kszta³tuj¹ siê zwi¹zki miêdzy zmiennymi.

Problem poszukiwania modelu w ogólnym przypadku polega na znalezieniu funkcji najlepiej1

odwzorowuj¹cej zale¿no�ci zachodz¹ce miêdzy zmiennymi. Za³o¿enie okre�lonej postaci funkcji
sprowadza zadanie do wyznaczenia jej wspó³czynników. Je¿eli dodatkowo przyjêta zostanie po-
staæ liniowa (lub nieliniowa, ale linearyzowalna) mo¿na w tym celu wykorzystaæ znane wzory
macierzowe2 . Nale¿y jednak pamiêtaæ, ¿e jest to istotne uproszczenie sformu³owanego zadania.
Za³o¿enie niew³a�ciwej postaci analitycznej mo¿e prowadziæ do istotnych b³êdów. Z drugiej stro-
ny, brak jest uniwersalnej procedury pozwalaj¹c na wyznaczanie funkcji najlepszej z punktu widze-
nia przyjêtego kryterium. Problem mo¿na obej�æ stosuj¹c sieci neuronowe, które umo¿liwiaj¹ mo-
delowanie dowolnych zale¿no�ci.

Poniewa¿ w wiêkszo�ci ksi¹¿ek po�wiêconych ekonometrii  problem poszukiwania zale¿no�ci
miêdzy zmiennymi sprowadzany jest do wyznaczania wspó³czynników z góry za³o¿onej funkcji,
autorka chcia³a zwróciæ uwagê na ograniczenia wprowadzane przez tak¹ procedur¹. Przedstawiony
w artykule przegl¹d literatury potwierdza potrzebê precyzyjnego sformu³owania problemu poszu-
kiwania modeli zwi¹zków miêdzy zmiennymi i popularyzacji najbardziej uniwersalnego narzêdzia do
jego realizacji jakim jest sieæ neuronowa.

Podstawy teoretyczne analizy regresji
Analiza regresji wielorakiej nale¿y do metod wielowymiarowej analizy danych, która zajmuje siê

badaniem obiektów opisanych wieloma cechami. Informacje o obiektach umieszczane s¹ w macie-
rzy zwanej macierz¹ obserwacji, o liczbie wierszy równej liczbie obiektów i liczbie kolumn równej
liczbie cech. W analizie regresji przyjmuje siê, ¿e zmienno�æ jednej z cech (zwanej zmienn¹ zale¿n¹)
mo¿e byæ wyja�niona przez cechy inne (zwane zmiennymi niezale¿nymi).

Najbardziej ogólnym modelem regresji jest zwi¹zek funkcyjny miêdzy zmienn¹ zale¿n¹ y i wek-
torem zmiennych niezale¿nych x. Poniewa¿ przewidywanie warto�ci zmiennej y na podstawie zna-

1 Je¿eli stosowana jest metoda najmniejszych kwadratów chcemy zminimalizowaæ sumê kwadratów odchyleñ.
2 Wzór (4) w dalszej czê�ci artyku³u.
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jomo�ci x obarczone jest zwykle pewnym b³êdem, do równania wprowadza siê sk³adnik losowy e.
Model ma wiêc postaæ:

 y = g(x) + e (1)

gdzie: g(x) jest funkcj¹ o nieznanej postaci.

Zwykle poszukiwania w³a�ciwego modelu zale¿no�ci ogranicza siê do konkretnej postaci funk-
cji, która mo¿e byæ w szczególno�ci funkcj¹ nieliniow¹. Mówimy wówczas o zadaniu regresji nieli-
niowej o nastêpuj¹cej postaci.

y = f (x, b) + e (2)

gdzie: b jest wektorem parametrów, za� f (x, b) jest wielowymiarow¹ funkcj¹ o za³o¿onej postaci.

Zadanie polega na w³a�ciwym doborze wektora parametrów b. Problem ten zasadniczo ró¿ni siê
od zadania okre�lonego regu³¹ (1), gdzie postaæ funkcyjna zale¿no�ci nie by³a znana.

Je¿eli w formule (2) za³o¿ymy, ¿e funkcja f jest liniowa, problem nazywamy regresj¹ liniow¹.
Zmienna zale¿na jest wówczas okre�lona jako kombinacja liniowa zmiennych niezale¿nych z do-
k³adno�ci¹ do sk³adnika losowego e. Model jest wówczas nastêpuj¹cy:

y = bT · x + e (3)

Pod wzglêdem obliczeniowym, jak i teoretycznym (weryfikacji statystycznej) najlepiej rozpra-
cowany jest problem liniowy. Wektor parametrów b w literaturze ekonometrycznej wyznaczany jest
metod¹ najmniejszych kwadratów (MNK). W algebrze natomiast stosowana jest metoda pseudo-
inwersji umo¿liwiaj¹ca rozwi¹zanie nadokre�lonych uk³adów równañ3. Obydwie metody daj¹ tê
sam¹ formu³ê macierzow¹:

b = (XT · X)-1 · XT · y (4)

gdzie: wektor b � warto�æ jest oszacowañ wektora poszukiwanych parametrów b, wektor y �  zaobserwowane
warto�ci zmiennej y, natomiast w macierzy X umieszczone s¹ obserwacje zmiennych niezale¿nych. Je¿eli w
formule (3) wprowadzany jest wyraz wolny, macierz X nale¿y uzupe³niæ o kolumnê zawieraj¹c¹ same jedynki.

Zadania regresji nieliniowej (2) dzieli siê na dwie grupy. Pierwsz¹ stanowi¹ zadania, które mo¿na
sprowadziæ do problemu liniowego, przez transformacje zmiennych. Grupa druga obejmuje zadania
�ci�le nieliniowe, czyli niesprowadzalne do postaci liniowej. Zadanie w tym przypadku  polega na
oszacowaniu wektora parametrów b, aby zminimalizowaæ sumê kwadratów b³êdów (MNK). Tak
sformu³owany problem jest typowym zadaniem optymalizacji nieliniowej bez ograniczeñ, który da
siê rozwi¹zaæ przy pomocy odpowiednich algorytmów najszerzej opisanych w pracy Findeisen i in.
[1977]. W Excelu mo¿na u¿yæ narzêdzia nazwanego przez autorów opracowania Solverem4 . Nieste-
ty, przy problemach o du¿ych wymiarach algorytmy optymalizacji nieliniowej staj¹ siê czêsto za-
wodne.

Zadanie regresji sformu³owane w sposób najbardziej ogólny polega na dobraniu funkcji, która
zminimalizuje sumê kwadratów b³êdów (MNK). Niestety dotychczas nie opracowano metod, które
pozwoli³yby tak sformu³owany problem rozwi¹zaæ. Do zadania mo¿na natomiast podej�æ w sposób
nieco odmienny. Zamiast poszukiwaæ funkcji o nieznanej postaci mo¿na opracowaæ model repre-
zentuj¹cy dowoln¹ zale¿no�æ. Zadanie takie pozwala zrealizowaæ sieæ neuronowa, w postaci per-
ceptronu, czy sieci o radialnej funkcji bazowej. Udowodniono bowiem, ¿e sieci te s¹ aproksymato-
rami uniwersalnymi � umo¿liwiaj¹cymi odwzorowanie dowolnej funkcji5 .

W przypadku sieci perceptronowej zale¿no�æ miêdzy wektorem zmiennych niezale¿nych x i
zmienn¹ y jest nastêpuj¹ca:

(5)

gdzie: wi
T, w0i oraz sj s¹ wagami po³¹czeñ, za� j funkcj¹ aktywacji (najczê�ciej tangens hiperboliczny).

3 Opis metody znale�æ mo¿na np. w pracy Fortuny i in. [1998]
4 Opis Solvera zawiera np. praca Kisieliñska, Skórnik-Pokarowska [2005]
5 Opis sieci neuronowych i wykaz literatury im po�wiêcony zawiera praca Kisieliñskiej [2008].
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Dzia³anie sieci o radialnej funkcji bazowej natomiast okre�la formu³a:

(6)

gdzie: cj s¹ wektorami centrów, sj wagami po³¹czeñ, za� j funkcj¹ aktywacji (najczê�ciej funkcja Gaussa).

Zalet¹ sieci neuronowych, poza uniwersalno�ci¹, jest umiejêtno�æ doboru zmiennych niezale¿-
nych nawet gdy zwi¹zki s¹ nieliniowe, co pokaza³a w pracy Kisieliñska [2003a]. Je¿eli potrzebna
jest postaæ funkcyjna, zastosowanie sieci pozwala zidentyfikowaæ nie tylko czynniki istotne, ale
równie¿ przybli¿yæ postaæ zale¿no�ci (co znakomicie u³atwia dobór w³a�ciwej funkcji).

Niestety, narzêdzie to rzadko stosowane jest w badaniach z zakresu ekonomiki rolnictwa (co
omówiono dalej) mimo, ¿e wiêkszo�æ pakietów statystycznych zawiera sieci neuronowe. Oprogra-
mowanie jest przyjazne dla u¿ytkownika i nie wymaga znajomo�ci skomplikowanych byæ mo¿e
zasad konstrukcji i trenowania sieci.

Wybrane przyk³ady zastosowañ analizy regresji
Przyk³ady zastosowania analizy regresji w zagadnieniach z zakresu ekonomiki rolnictwa przed-

stawiono w tabeli 1. Przegl¹du dokonano bior¹c pod uwagê lata ostatnie i najbardziej popularne
czasopisma i wydawnictwa zwi¹zane z rozwa¿an¹ tematyk¹. By³y to pozycje nastêpuj¹ce: Roczniki
Naukowe Stowarzyszenia Ekonomistów Rolnictwa i Agrobiznesu, Roczniki Nauk Rolniczych
PAN, Zagadnienia Ekonomiki Rolnej, Wie� i Rolnictwo, Przegl¹d Statystyczny oraz Zeszyty Na-
ukowe SGGW. Okaza³o siê, ¿e jedynie trzy pierwsze zawiera³y publikacje opisuj¹ce badania wyko-
rzystuj¹ce regresjê w ekonomice rolnictwa.

Opracowane modele cechowa³y w wiêkszo�ci przypadków wysokie warto�ci wspó³czynników
determinacji, wskazuj¹ce na dobr¹ jako�æ modeli. W kilku przypadkach otrzymano warto�æ nawet
ponad 0,90 (w jednym przypadku nawet 1), co oznacza, ¿e model wyja�nia zmienno�æ cechy w
ponad 90%. Jedynie w nielicznych modelach wspó³czynnik determinacji by³ poni¿ej 0,50. Rezultat
taki oznacza, ¿e ponad 50% zmienno�ci zjawiska kszta³tuj¹ czynniki nieuwzglêdnione. Wskazania
modelu nale¿y wówczas traktowaæ jedynie orientacyjnie, natomiast w celu pe³niejszego obrazu
problemu konieczne jest podniesienie jego jako�ci. Je¿eli wykluczona zostanie mo¿liwo�æ niew³a-
�ciwego doboru postaci analitycznej, nale¿y rozszerzyæ listê zmiennych niezale¿nych.

W wiêkszo�ci badañ modele wykorzystywano do okre�lania czynników kszta³tuj¹cych badane
zjawisko. Analiza regresji, zw³aszcza w wersji krokowej, pozwala dokonaæ eliminacji cech s³abo
przyczyniaj¹cych siê do okre�lania poziomu zmiennej zale¿nej. Warto w takich przypadkach roz-
szerzyæ listê zmiennych o czynniki dodatkowe, przeprowadzaj¹c ewentualne redukcje cech na
etapie opracowywania modelu.

W pracach przedstawionych w tabeli 1 liczba cech uwzglêdniona w modelach wynosi³a �rednio
6,5. Piêæ i mniej cech wykorzystano w 10 spo�ród nich. Warto w tym miejscu zwróciæ uwagê, ¿e
zjawiska ekonomiczne s¹ procesami z³o¿onymi. Kszta³tuje je zwykle wiele, czêsto ró¿norodnych
czynników. Wziêcie pod uwagê niewielkiej ich liczby jest w³a�ciwe, je�li badacz ma pewno�æ, ¿e
inne elementy nie maj¹ znaczenia. Budowa modelu na podstawie okre�lonego zestawu zmiennych
niezale¿nych oznacza bowiem za³o¿enie, ¿e to ich warto�ci determinuj¹ poziomy zmiennej zale¿nej.
Warto wobec tego dokonaæ wstêpnej merytorycznej analizy, uzasadniaj¹c pominiêcie czynników,
które przynajmniej potencjalnie mog¹ mieæ pewne znaczenie.

Je¿eli przyjrzymy siê rodzajom zmiennych zale¿nych w modelach, stwierdzimy, ¿e analiza regre-
sji pozwala wyja�niaæ ró¿norodne zjawiska z zakresu ekonomiki rolnictwa. Najwiêcej modeli doty-
czy³o kszta³towania siê kosztów oraz nak³adów w produkcji rolniczej (4 publikacje w tabeli 1) i
dochodu rolniczego (3), a nastêpnie warto�ci dodanej w rolnictwie (2), wielko�ci produkcji (2) i
wska�ników finansowych (2). W pojedynczych pracach zmienn¹ zale¿n¹ by³y: warto�æ u¿ytków
rolnych, wydatki na spo¿ycie ¿ywno�ci w gospodarstwach domowych i warto�æ u¿ytków rolnych.

Bior¹c pod uwagê rodzaj produkcji, najwiêcej prac zwi¹zanych by³o z produkcj¹ rolnicz¹ ³¹cznie
(5) oraz mleczarstwem (3). Po jednej publikacji po�wiêcono produkcji drobiu, pszenicy, produkcji
¿ywca wieprzowego i uprawom szklarniowym.

Modele opracowywano przede wszystkim dla gospodarstw rolniczych (7), a nastêpnie dla
województw (2), spó³dzielni (2) i przedsiêbiorstw spo¿ywczych (2). Dla gmin i gospodarstw domo-
wych zbudowano po jednym modelu.
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Najczê�ciej stosowana jest regresja liniowa (13 modeli), ale znale�æ
mo¿na te¿ kilka przyk³adów wykorzystania regresji nieliniowej. Mode-
le potêgowe i potêgowo wyk³adnicze u¿yto w 5 pracach, za� wielomia-
ny w dwóch. Sieci neuronowe stosowano bardzo rzadko � jedynie w
jednym przypadku. Wprawdzie wad¹ sieci jest brak funkcyjnej postaci
zale¿no�ci, jednak¿e jej uniwersalno�æ w pe³ni mankament ten rekom-
pensuje. Warto tu nadmieniæ, ¿e sieci neuronowe s¹ idealnym narzê-
dziem przynajmniej wstêpnego szacowania modelu (np. w zakresie
doboru cech), co pokazano w pracy Kisieliñska [2003a]. Informacje
tam uzyskane dostarczaj¹ cennych wskazówek co do rodzaju zale¿no-
�ci miêdzy zmiennymi u³atwiaj¹c dobór w³a�ciwej funkcji.

Podsumowanie
Modele regresyjne staj¹ siê docenianym przez ekonomistów zaj-

muj¹cych siê problemami rolnictwa narzêdziem analizy. Przegl¹d publi-
kacji dokonany w niniejszym artykule potwierdza mo¿liwo�æ ich sto-
sowania do wyja�niania ró¿norodnych zjawisk w tej dziedzinie. Wydaje
siê jednak, ¿e zbyt ma³¹ uwagê po�wiêca siê w³a�ciwemu doborowi
cech uwzglêdnianych w modelach oraz ich postaci funkcyjnej. Artyku³
niniejszy stanowi próbê zachêcenia badaczy do ogólniejszego spoj-
rzenia na formu³owane problemy i stosowania do ich rozwi¹zywania
bardziej uniwersalnych narzêdzi w postaci sieci neuronowych.
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Summary
This paper reviews the regression models developed for issues of the economics of agriculture. It turned out

that the authors use only the linear models and linearysing. Attention was drawn to the possibility of using
modern tools to which neural networks are.
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