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MALE UGIĘCIE ELEMENTÓW ELASTYCZNYCH 
POD WPŁYWEM PARCIA DYNAMICZNEGO WODY 

Elżbieta Kubrak, Katarzyna Marciszewska, Marek Dohojda 
Szkoła Główna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie 

Streszczenie. Przedstawiono metodykę obliczania małego ugięcia elementów elastycz
nych pod wpływem parcia dynamicznego wody wykorzystywaną do prognozowania roz
kładu prędkości przepływu wody nad słabo odkształcalnymi elementami. Algorytm obli
czeń zilustrowano przykładem obliczeń. Wyniki obliczeI1 prędkości przepływu porówna
no z wynikami pomiarów laboratoryjnych. 

Słowa kluczowe: małe ugięcie elementów elastycznych, rozkład prędkości przepływu 

nad elementami odkształcalnymi 

WSTĘP 

Woda przepływająca nad elementami elastycznymi powoduje ich ugięcie w kierun
ku przepływu . Opływany element elastyczny zmniejsza przekrój strumienia i powoduje 
podniesienie zwierciadła wody w stosunku do przepływu bez elementów elastycznych. 
Badania hydrauliczne przepływu nad elementami elastycznymi wykorzystuje s i ę do 
laboratoryjnego modelowania warunków przepływu nad ulegającą odksztalceniu roś lin
nością. Poprawny opis przepływu w warunkach równomiernie rozmieszczonych ele
mentów podlegających ugięciu stanowi przyczynek do doskonalenia metod opisu prze
pływu wody nad niską roślinnością elastyczną. Opis przepływu wody nad elementami 
elastycznymi w założeniu niewielkiego ich ugięcia, wykorzystywany do analizy warun
ków przepływu nad roślinnością elastyczną, można znaleźć m.in . w pracach: Klopstra 
i in. [1997], Erduran i Kutia [2003], Khublaryan i in. [2004] . Warunki przepływu wody 
w obszarze z elementami elastycznymi i nad nimi opisuje się w założeniu j ednostajne
go, ustalonego przepływu wody. 
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OPIS PRZEPŁYWU WODY 

Różniczkowe równania ustalonego, jednostajnego przepływu z równomiernie roz
mieszczonymi elementami elastycznymi o przekroju walcowym (rys. 1) wyprowadza 
się z bilansu sił w obszarze z elementami elastycznymi i nad nimi [Hydrauliczne pod
stawy ... 2002]: 

!!_(z2 dv( z ) ldv(z)IJ- Cw (z)mv 2 
(z)d +~=O, 

dz dz dz 2k 2 k 2 
dla O :5. z :5. he 

!!_(_72 dv(z) ldv(z)IJ+~ =O, 
dz dz dz k 2 

dla he< z :5. H 

gdzie: m - liczba elastycznych elementów na powierzchni 1,0 m2
, 

p - gęstość wody, 

C,..(z)- współczynnik oporu opływanego elementu, 
d - średnica kołowego przekroju elementu, 
v(z ) - prędkość przepływu wody zmienna na głębokości z E <O; H > , 
k - współczynnik proporcjonalności , 

i - spadek podłużny dna koryta, 
H - głębokość wody, 
he- wysokość elementu elastycznego. 

l 
X 

( 1 a) 

(lb) 

Rys . I. Szkic prze pływu wody nad elementami elastycznymi: F0 - s iła oporu na jednostkę objęto
śc i wody. Fe - sila c i ężkośc i . Fr- sila tarcia 
Fig. I. The scheme of the fl ow in a channel with the tlexible steaillS: F0 - the drag force of ele
mcnts per volume of wa ter, F c - gravity force, Fr- friction force 
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Równania (I a, b) traktować można jako równania zachowania pędu dla strumienia 
wody. Rozwiązanie równań wymaga określenia warunków brzegowych, tzn . podania 
waitości prędkości na dnie i swobodnej powierzchni zwierciadła wody oraz za leżnośc i 

dla współczynnika oporu opływanego pojedynczego elementu elastycznego. Powstala 
przy opływie elementów siła oporu charakteryzowana jest współczynnikiem oporu 
C",(z) i dla n elementów elastycznych na wysokości z wyrażana jest zależnością: 

1 ? 
F 0 =-npCw(z)v-(z)d& 

2 
(2) 

gdzie &- wysokość fragmentu elementu elastycznego opływanego wodą z prędkością v(z). 

OBLICZANIE MAŁEGO UGIĘCIA ELEMENTÓW ELASTYCZNYCH 

Niewielkie odkształcenie elastycznych elementów pod wpływem parcia dynamicz
nego wody jest obliczane na podstawie teorii belki wspornikowej i sprowadza s i ę do 
scałkowania przybliżonego równania różniczkowego osi odkształconej belki (rys. 2): 

d 2 f(z) _ Mu(z) 

dz 2 EJ 
(3) 

gdzie: f(z) - przemieszczenie osi elementu elastycznego/belki w kierunku prostopa

dłym do osi z, 
Mu (z) - moment zginający w przekroju z wywołany obciążeniem ciągłym q( z ) , 

powstałym wskutek parcia dynamicznego wody na odcinku & , 
E - moduł sprężystości elementu elastycznego, 
J - centralny moment bezwładności przekroju elementu elastycznego. 

n 
~--_-__ -__ -__ -__ -__ -__ -__ -__ -__ -__ -_-__ -__ -_-__ -_-__ -_-__ -_--'~j_:·_~l~-~~~ -~--------------- L~~~------ - -

'---""~8-0;;;--=-=--=--=--=-=--=-=_=_=_=_=_=--=-=--~~1~~1:::: 

,.__ ___ _.. i+1 he 

\-------·-:----.... & f(z) L ____ y ____ c__ -· ~ 

t-=-====~:: [:_L_ _ _i_~i:L ___ f~ 
"' .c 

Rys. 2. Schemat obci ążenia elementu elastycznego parciem dynami cznym wody 
Fig. 2. The scheme of the flcxible steams loaded due to dynamie wa ter pressurc 
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Obciążenie ciągłe, jednostkowe pojedynczego elementu/belki wywołane jest par
ciem dynamicznym wody o gęstości p, napływającej z prędkością v(z) na elastyczny 

element walcowy o średnicy di obliczane jest z zależności (2): 

q(z) = pCw (z)v
2 

(z)d 
2 

(4) 

Współczynnik oporu elementu Cw (z) nie jest stały i zależy od kształtu przekroju 

opływanego elementu i prędkości przepływu wody v(z). 

Powstałą reakcję T i moment zginający M w przekroju utwierdzenia dla obciążo

nego elementu elastycznego podzielonego na odcinki &i , pokazanego na rysunku 2, 

wyrażono za leżnościami: 

(5) 

(6) 

Wprowadzając zależności (5) i (6) do (3), otrzymano: 

(7) 

Po scalkowaniu równania (7) otrzymano: 

df( z ) z
2 

I z
3 

( )' (z-&1Y 
-EJ--=C+Mz-T-+q1 --+ ą2 -q1 + 

dz 2 2 3 2 3 

( )
I (z -&1 -&2Y ( )' (z -&1 - „.&11-1Y + q 3 - q 2 - + .. . + q li - q 11-l - --'----'-----"-''-'---
2 3 2 3 

(8) 

a po scałkowaniu równania (8) uzyskano równanie w postaci: 

z 2 I z3 I z 4 I (z -&1)4 
-EJf(z )=D+Cz +M--T--+q1 --+(q2 -ą 1 ) + 

2 23 64 6 4 

( )
I (z -&1 - &2)

4 
( )' (z -&1 -„.&11-1)

4 
+ ą3 -ą2 - + „. + ql/-qll-1 

. 6 4 6 4 

(9) 
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W przekroju mocowania elementu elastycznego, tzn. dla z = O, przyjęto warunki 
brzegowe równań (8) i (9) w postaci : 

przemieszczenie utwierdzenia jest równe zeru, /(O)= O, skąd D =O, 

kąt obrotu w utwierdzeniu jest równy zeru, f' (O) = O , skąd C = O . 

Po wprowadzeniu warunków brzegowych do równania (9) v,ryznaczono ug ięcie 

elementu w postaci: 

1 [ z
2 

1 ł 1 4 1 4 / (z)=-- M--T- z· +q1- z +(ą2 -ą 1 )-(z - &1 ) + 
EJ 2 6 24 24 

+(ą3 -ą2 )-1 (z -&, -&1)
4 + ... +(ą" -q"_,)-

1 
(z - & , - ... & 11-1)

4] 
24 - 24 

(10) 

Pod wpływem parcia dynamicznego wody następuje ug i ęcie opływanego elementu 
elastycznego. Wyrażając długość elementu (h e) w funkcji ugięci a zależności ą: 

he =I~&~, +(/(z;)- f (zi-1 Y 
2 

obliczono wysokość (h; ) przekroju zajętego przez ugięte elementy elastyczne: 
l 

h" = """'&. e .L-J 1-l 
2 

gdzie f(z;), f(z;_1) - ugięcia elementu w punktach na wysokości z; i Z;_1. 

(11) 

( 12) 

Dla tak określonej wysokości przekroju zaj ętego przez ugi ęte elementy elastyczne 

(h; ) ponownie obliczano rozkład prędkości z równań (I a, b) i ug i ęcie elementu pod 

wpływem parcia dynamicznego wody. Obliczenia ko1'lczono, gdy nie zmi eni ała s i ę 

wysokość przekroju zajętego przez ugięte elementy elastyczne. 

WYNIKI ODLICZEŃ 

Opisaną metodykę obliczania prędkości i ugięcia elementów elastycznych wykorzy
stano dla warunków przepływu wody o głębokości H = 0,2111 m w prostokątnym kory
cie nad elastycznymi elementami z polichlorku winylu wysokośc i he= O, 1650 m i elip
tycznym przekroju poprzecznym pokazanym na rysunku 3. Elementy elastyczne roz
mieszczono na dnie koryta w regul arn~ch odl egłościach 0,02 x 0,02 m, co daje gęs tość 

m = 2500 sztuk na powierzchni 1,0 m . Koryto miało stały spadek dna 8,7%0. Pomiary 
prędkości w przekroju strumienia prowadzono sondą e l ektrnaku styczną PEMS. Ś rednią 
wartość modułu sprężystośc i elementu elastycznego wyznaczono na podstaw ie pomia
rów przeprowadzonych maszyną wytrzymałoś ciową INSTRON 5582 (rys . 4) i przyj ę to 

jako równą E = 3630 MPa. W obliczeniach rozkładu prędkośc i przyj ęto krok ob licze-

niowy&; =0,002 m. Obliczony z równań ( la, b) rozkład prędkości pokazano na ry

sunku 5. 
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500 urn 

Rys. 3. Mikroskopowy obraz przekroju poprzecznego elementu elastycznego 
Fig. 3. The microscopic picture of the cross section of elastic steam element 

Rys. 4. Pomi ar modułu sprężystości elementu elastycznego w aparacie IN STRON 5582 
Fig. 4. The lNSTRON 5582 apparatus for investigation of the el asticity module of the tlexible 
team arca 

Parci e dynamiczne wody spowodowało ugięcie elementów elastycznych. Obliczony 
rozkład parcia dynamicznego I obciąże11 na jednostkę wysokości elementu e lastycznego 
przedstawiono na rysunku 6. Po obliczeniu wysokości przekroju zajętego przez ugięte 

elementy elastyczne Vi~ ) ponownie obliczono rozkład prędkości. Obliczanie kolejnych 

rozkladów prędkości (rys . 5) oraz ug ięcia elementów prowadzono do chwi li , gdy obli
czane wysokości przekroju zaj ętego przez ugięte elementy elastyczne nie zmieniały się 
bardziej ni ż o 0,00 I m. Zwykle wys tarczały w tym celu 3-4 iteracje. 
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Rys. 5. Prędkości wody obliczane w przekroju z opływanymi elementami elastycznymi: vi, 112, 113 

- profile obliczane w kolejnych iteracjach uwzględniąjących ugięcie elem entu elastycznego 
Fig. 5. Calculated flow velocity profile based on deflection of the submerged flexible steaillS : vi, 
v2, v3 - calculated flow profile during iteration 
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Rys. 6 . Zmiana obciążenia elementu elastycznego wskutek parcia dynami cznego w kolejnych 
iteracjach 
Fig. 6. Changes of drag forces on submerged flexible steaillS during successive itcra ti ons 

Obliczone profile ugiętych elementów elastycznych pokazano na rysunku 7. 
Rozkład prędkości przepływu obliczony z uwzg l ędnieniem ugięc i a elementów porów

nano z wynikami pomiarów prędkości i przedstawiono na rys un ku 8. Śred ni wzg l ędny 
błąd związku wartości obliczonych w stosunku do pomierzonych wynosi 6,9%. 
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Rys. 7. Ugi ęc i a elementu elastycznego obliczane w trakcie kolejnych iteracji 
Fig. 7. The deflection of the submerged flexible steams calculated during successive iterations 
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Rys. 8. Obliczone i pomierzone prędkości przepływu wody w obszarze z elementami elastycznymi 
Fig. 8. Calculatecl and measured velocity distributions for the channel with the submerged and 
cleflectecl flexible steams 

PODSUMOWANIE 

Metodykę obliczania małego ug ięc ia elementów elastycznych pod wpływem parcia 
dynamicznego wody można wykorzystać do prognozowania rozkładu prędkości w róż
nych obszarach przepływu wody. Opisany model nie był weryfikowany dla przepływu 
wody nad e lastyczną roś linn ością, lecz przypuszczać n a leży, że umożliwi on prognozę 
rozkładu prędkości w obszarze przepływu nad mało odkształcalną roślinnością. 
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W przypadku dużych ugięć elementów elastycznych opisana metoda obliczeń pro
wadzić może do błędnego oszacowania wysokości przekroju zajętego przez ugięte ele
menty. Znaczne ugięcia elementów elastycznych wystąpić mogą przy wzroście prędko
ści przepływu , np. wskutek wzrostu spadku dna koryta. Ugięcie wtedy należy obliczać 
z równania różniczkowego przemieszczenia prostopadłego do osi elastycznego ele
mentu w postaci: 

d 2 /(z) 

dz 2 
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THE INFINITESIMAL DEFLECTION OF THE FLEXIBLE STEAMS LOADED 
DUE TO DYNAMIC WATER PRESSURE 

Abstract. The calculation method for the infinitesimal detlection of tlexiblc slea ms 
loaded due to dynamie water pressure was given. The calculation algorithm was illus
trated for selected example. Calculated velocity distributions for the channel with the 
submerged flexible elements have been compared with the laboratory mcasurements. The 
presented method is applicable in practice for calculation of open channel flow over flexi
ble vegetation. 

Key words: the infinitesimal deflection of the flexible steaillS, distribution fl ow vclocity 
in a channel with the flex i ble steaillS 
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