
Architectura 4 (1) 2005, 3 7-52 

WPŁYW FAZY WŁÓKNISTEJ NA SZTYWNOŚĆ DŹWIGARÓW 
WŁÓKNO KOMPOZYTOWYCH NA PRZYKŁADZIE TAR CZY 
ŻELBETOWEJ 

Ewa Piątek-Sierek 
Akademia Techniczno-Rolnicza w Bydgoszczy 

Streszczenie. Beton zbrojony to jeden z najczęśc i ej stosowanych w budownictwie mate
ri ałów włóknokompozytowych . W tradycyjnym in żyn i e rskim podejściu (na etapie ob li
czeń statycznych) traktujemy go jako materiał jednorod ny. izotropowy. co nic odpowiada 
rzeczywistej dwuskładnikowej strukturze (matryca + włókna) żelbetu. Dość oczywistym 
stwierdzeni em jest to. że ilo ść włókien i ich rozmieszczenie w konstrukcjach wlókno
kompozytowych wpływają na sztywność tych konstrukcji. W li cznych pracach nauk o
wyc h o kompozytach anali zuj e s i ę jednak przede wszystk im warunki wyti,;żc ni a i na tym 
tle poszukuje s i ę optymalnych materiałów kompozytowych. Rzadziej anali zuj e sii;: sztyw
ność konstrukcji kompozytowych. stąd ostateczn ie nie ma pełn ej j asnośc i co cło faktycz
nej i stotnośc i wpływu fazy włóknistej na wartość prze micszczc1i. Na przyk ł adz i e tarczy 
żelbetowej , obci ążonej dynamiczni e, zbrojonej dwiema rodzinami włókien (s iatek pri;:to
wych), przedstaw iono w pracy, i ż uwzgl ęd ni en i e w obli czen iach statycznych i l ośc i zbro
jenia i jego rozmieszczenia ma istotny wpływ na sztywność tych konstru kcj i. Do rozw i ą

zania zagadnienia początkowo-brzegowego uży to metody elementów czasoprzestrzen
nych . 

Słowa kluczowe: sztywność tarczy że lbetowej. w łóknokompozyt. rozmi eszczeni e zbroje
nia, metoda elementów czasoprzestrzennych 

WSTĘP 

Beton zbrojony to jeden z n ajczęśc i ej stosowanych materiałów konstrukcyjnych. 
Pod względem budowy beton zaliczamy do mater i ałów kompozytowych . Kompozyty 
betonowe różnią s i ę zasadniczo od kompozytów o dużej wytrzymałośc i , gdyż matryce 
betonowe są kruche, zawartość włókien stanowi niewielki procent objętośc i kompozytu , 
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a przyczepność spoiwa cementowego do włókien jest niedoskonała. Z tych powodów 
mechanika tych kompozytów w niewielkim stopniu oparta jest na klasycznej mechanice 
kompozytów. Kompozyty betonowe obejmują materiały zbudowane główni e ze spoiw 
cementowych, z wypeh1iaczy przeważnie w postaci kruszyw (mineralnych , naturalnych 
lub sztucznych) oraz z uzbrojenia włóknami różnych rodzajów lub siatkami [Brandt 
2003]. W zw i ązku z tym wyróżniamy kompozyty betonowe z tworzywami sztucznymi 
(np. PIC - polymer impregnated concrete, PCC - polymer cement concrete, PC - poly
mer concrete) , betony uzbrojone włóknami ciągłymi (np. siatkobeton), betony uzbrojo
ne krótkimi włóknami (np. fibrobeton) . 

W analizie materiałów kompozytowych stosuje się dwa podejścia oparte na zasa
dach makromechaniki i mikromechaniki. W podejściu makroskopowym kompozyt 
traktuje si ę jako ośrodek jednorodny (homogen iczny), a le jednocześnie an izotropowy, 
co oznacza, iż wieloskładnikowa budowa kompozytu nie ma znaczenia przy wyznacza
niu np. charakterystyk materiałowych. W podejściu mikroskopowym dla kompozytu 
zbudowanego z tych samych składników uwzględnia się różnice w wartościach charak
terystyk materiałowych. Wynika to z mikroskopowej budowy kompozytu, charaktery
zującej s ię wieloma parametrami dotyczącymi własności fizycznych, chemicznych, 
mechanicznych i geometrycznych. Z tych rozważań wynika, że kompozyt w istocie jest 
ośrodki em niejednorodnym. Wszystkie znane materiały są zawsze w określonej skali 
niejednorodne. Skalę niejednorodności określa się skalą mikroskopową lub lokalną, 

w przeciwieństwie do skali makroskopowej , w której definiuje się zwykle ośrodek 
ekwiwalentny - jednorodny. Opis w skali makroskopowej ciała złożonego z materiałów 
niej ednorodnych polega na okreś leniu związków fizycznych , równań fizycznych 
i parametrów efektywnych ośrodka jednorodnego w miejsce znanych związków fizycz
nych, równań bilansów, wielkości i parametrów fizycznych w skali niejednorodności. 
Opis makroskopowy może być uzyskany metodą fenomenologiczną (eksperymentalną) 
bezpośrednio w skali makroskopowej bądź też przy zastosowaniu metod teorii homoge
nizacji , tzn. poprzez przej ście drogą teoretyczną od opisu procesów w skali mikrosko
powej do skali makroskopowej [Christensen 1979, Datoo 1991]. 

Poszukiwanie kompozytów o coraz lepszych właściwościach jest przedmiotem 
wie i u bada11 teoretycznych i eksperymentalnych [Metody optymali zacji „. 1994] . Mate
ri a ł om tym stawia s i ę różnorodne wymagania, np. dotyczące wytrzymałości na ściska
nie, rozci ągani e i zginanie, n aprężeń rysujących , energii odkształcenia i zniszczenia [np. 
Marks 2004 ]. Niewiel e jest natomiast prac , w których analizowana jest sztywność kon
strukcji kompozytowych [np. Świtka i Podhorecki 1996, Dąbrowski i in. 200 I]. Istnieje 
wicie konstrukcji budowlanych, w których warunek sztywności jest decydującym kryte
rium projektowym (np. dźwigary kablobetonowe). W przypadku kompozytów betono
wych uzbrojonych rodzinami włókien sztywność konstrukcji zależy od ilości i roz
mieszczenia zbrojeni a. Jest to w ogólności dość oczywiste stwierdzenie. Jeżeli jednak 
rozpatrywać będzi emy rzeczywi ste konstrukcje że l betowe, rzecz przestaje być tak 
oczyw ista, gdyż w tradycyjnym in żyni e rskim podej ściu (na etapie oblicze11 statycznych) 
rozpatruj emy mater i a ł jednorodny i izotropowy, a nie dwuskładnikowy (matryca i roz
m icszczonc w ni ej włókn a) , j akim beton wzmacniany włóknami jest w rzeczywistości. 

W pracy na przykładz i e ta rczy że lbetowej obc i ążonej dynamicznie, zbrojonej dwie
ma rodzinami w ł óki en c i ąg łych , ana li zuje s i ę i stotność wpływu ilości i rozmieszczenia 
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zbrojenia na sztywność obliczanego dźwigara. Tak postaw iony problem ma ważne 
znaczenie praktyczne, gdyż może stanowić przyczynek np. do korekty warunków pro
jektowych zawartych w obowiązujących normatywach. 

ROZPATRYWANE ZAGADNIENIE 

W pracy rozpatruje się kompozyt dwufazowy zbrojony włóknami c i ągłymi (długi

mi). Włókna rozmieszczone są w uporządkowany sposób w postac i np. siatek. Przykła
dem takiego kompozytu są np. siatkobetony. Do opisu makroskopowego stos uj e s i ę 

metodę fenomeno l ogiczną i w takim przypadku równania opisujące zagadnienie po
czątkowo-brzegowe definiowane są wprost w ska li makroskopowej . 

Przyjęto koncepcję ośrodka dwufazowego sformułowaną przez Holnickiego-Szulca 
[ 1978, 1990]. Pierwowzorem takiego modelu j est ośrodek ciągły z gęsto rozproszoną 
strukturą kratową. Otrzymamy wtedy wyidealizowany ciągły ośrodek dwufazowy cha
rakteryzujący się tym, że każdemu punktowi geometrycznemu n a leżącemu do tego 
ośrodka przyporządkowane są dwa punkty materi alne n a l eżące do różnych faz . 

W pracy na przykładzie tarczy geometrycznie i fizycznie liniowej, obciążon ej dy
namicznie, wyznacza s ię funkcje pola przemieszcze1'l , odkształceJ'l i napręże 1'l w funkcji 
czasu. Tarczę stanowi włóknokompozyt, który modeluje s i ę z dwóch faz: faza I - ma
tryca (np. beton), faza Il - włókna (np. pręty stalowe, struny). Zbrojeni e rozmieszczone 
jest w osnowie w sposób uporządkowany i składa s i ę z dowolnej li czby (r) rodzin w ló
kien. Każda rodzina składa się z prętów leżących w jednej płaszczyźnie. Wszystkie 
pręty są do siebie równoległe i dostatecznie gęsto rozmieszczone. Warunkiem wystą
pienia stanu tarczowego jest rozlokowanie włókien symetrycznie wzgl ędem powierzch
ni środkowej (rys. I). 

r = 2 

/ 
x, 

Rys. I. Model włók nokompozytu zbrojony dwiema rodzinami włóki en (r = I oraz r = 2) 
Fig. !. The model of fibre eomposite reinforccd with two famił i es of fibre (r = I and r = 2) 
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Zgodnie z przyjętą koncepcją obie fazy stanowią ośrodek ciągły , tzn . są doskonale 
ze sobą połączone (niemożliwy jest „poślizg" jednej fazy względem drugiej), stąd: 

gdzie: <> , E - macierze odpowiednio naprężeń i odkształceń wypadkowych, 

cr1 
, E

1 
- macierze odpowiednio napręże11 i odkształceń fazy I, 

cr 11 , E11 
- macierze odpowiednio naprężell i odkształceń fazy II. 

OPIS DRGAŃ TARCZY WŁÓKNO KOMPOZYTOWEJ 
W UJĘCIU LOKALNYM 

(l) 

W celu wyznaczenia równań fizycznych przyjęto, iż siła w pojedynczym rozpatry

wanym włóknie (pręcie) rodziny r - sr (rys. 2.) dana jest wzorem [Świtka 1992]: 

r (_ r or ) S1 =E„A„'f 1 -E 1 

gdzie: E„ - moduł Younga pręta rodziny r, 

A„ - pole przekroju pręta rodziny r, 

e( - odkształcenie podłużne pręta rodziny r, 

Ef' - dystorsja (np. wstępny naciąg) pręta rodziny r. 

o -
/ 

sr=2 
. / / / I -X1 _. 

• b, --. / . 
! 

o.s g I 
0,5 g' 
/ 

/ . / • . /. . / . 
/ . / 
• /' b, 

'---~~~~~~~__,, 

s;=I 

Rys. 2. S ily w pręt ach (s [)włók no kompozyt u 

Fi g. 2 . Forccs (s[) in the fibrcs offibrc compositc 

(3) 
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Pręty w każdej rodzinie r rozmieszczone są dostatecznie gęsto, stąd możn a przyjąć 

(rys. 3), że siły skupione (s() tworzą obciążenie rozłożone na jednostkę długości (sr) 
[Świtka 1992]: 

r E„ Ar ( r or ) S =-- e -e 
b„ 

gdzie: b„ - odległość między prętami rodziny r, 

er - odkształcenie podłużne prętów rodziny r, 

e or - dystorsja (np. wstępny naciąg) prętów rodziny r. 

~-------~ sr=2 

Rys. 3. Obciążenie rozłożone (s r ) 

Fig. 3. Distributed load (s r) 

(4) 

Pręty danej rodziny r mogą być ukierunkowane pod różnym kątem w stosun ku do 
os i X1, X2 (rys. 4) i dlatego obciążenie S„ musi zostać przetransformowane do przyj ę 
tego układu odniesienia X1, X2: 

(5) 

i,j = 1, 2 X, tE Ax(O,oo) 

gdzie: A - powierzchnia środkowa tarczy, 

r f.-r ) 
si =cos{:: \S ,Xi (6) 

są cosinusami kierunkowymi or i entuj ącymi włókna rodziny r. 

Następnie to obciążenie sprowadzamy do naprężeń a&': 
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r 

all=" siJ 
I) L.. 

r g 

gdzie g - grubość tarczy. 

--
r = 2 

Rys. 4. Rodziny włókien mogą być usytuowane dowolnie względem osi Xi, X2 

Fig. 4. Fibrcs fam ili cs can be an·anged arb itrari ł y in relation to Xi, X2 axes 

Równania fizyczne zapisujemy także dla matrycy: 

gdzie: a [, t: L - tensor napręże 11 i odkształceń matrycy, 

E. Piątek-Sierek 

(7) 

r= l 

(8) 

t:ff - tensor dystorsji matrycy (powstały np. podczas produkcji włóknokompo

zytu), 

C [kl tensor zawierający stale materiałowe matrycy: 

Eb : V bEb : 
---1---1 

2 1 2 1 

~ ~~y_J_~~~Q_l ____ _ 
V bEb : Eb : 
---1---1 

l - v 2 1 1-v 2 1 
b 1 b 1 

-----~------+-----
1 1 Eb 1 l __ 

(9) 

l : l +v b 
1 1 

gdzie Eh, V h oznaczają odpowiednio moduł Younga i współczynn ik Poissona matrycy. 

Ostatecznie równanie konstytutywne, opisujące przyjęty kompozyt, ma postać: 
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( 1 O) 

Zagadnienie początkowo-brzegowe opisują ponadto następujące równania okreś lon e 

dla i, j ' k,l = 1, 2 oraz (x' I )E A X (O, oo): 
- równania równowagi 

(Jij,i +PIJ = pii j ( 1 1) 

gdzie: p - gęstość materiału , 

pfj - składowe wektora sił masowych wlóknokompozytu, 

i.i J - składowe wektora przyspieszeń przemieszczeń , 

pii 1- składowe wektora s ił bezwładnośc i , 

- równania geometryczne 

E> =-!Ju. · +u ·. ) I) 2 ~ I,} j,I 
(I 2) 

gdzie ui - składowe wektora przemieszczeń. 

Uzupeh1ieniem równań ( 10)-( 12) są warunki brzegowe typu geometrycznego i sta

tycznego: 

ui =ui 

gdzie: p1- składowe wektora obciążenia zewnętrznego, 

n J - cosinus kierunkowy, n J = cos {: (p, X J ), 

p - wektor obciążenia zewnętrznego, 
CJA" - powierzchnia graniczna, na której znane są przemieszczenia, 

( 13) 

CJAP - powierzchnia graniczna, na której znane są obciążenia oraz warunki po
czątkowe: 

ui =u?, 

gdzie u, - sk ładowe wektora prędkości przemieszczeń. 

OPIS DRGAŃ TARCZY WŁÓKNOKOMPOZYTOWEJ W UJĘCIU 
GLOBALNYM 

( 14) 

Do sformułowani a g lobalnego wykorzystano uogó lnioną zasadę prac w irtua ln ych 
(zasadę wariacyjną), która umożliwia przekształcenie równań różniczkowych ( I 0)-( 14) 
w równanie całkowe. Związek ten Kączkowski [ 1975, 1976) nazywa równaniem czaso
pracy wirtualnej: 
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- g J bu J p ii J dA 

A 

-f OiiJ ptij dA-f bu ) pfj dA- f bu.i Pj d(ClA)tt+ 
A A dAP J 

= O dla i, j = I, 2 

gdzie: (to, t k) - czas obserwacji, 

(15) 

bu J, bii J - funkcje wirtualne odpowiednio przemieszczeń prędkości prze-

mieszczeń , 

be. ij - funkcja wirtualna odkształceń. 

RÓWNANIA MECZ 

Do rozwiązania równania czasopracy wirtualnej (15) zastosowano metodę elemen
tów czasoprzestrzennych (MECZ). Metoda elementów czasoprzestrzennych jest metodą 
numeryczną opracowaną przez Kączkowskiego [ 1975, 1976]. W MECZ czas (t) traktuje 
s i ę jako czwartą wspMrzędną, na równi z trzema współrzędnymi kartezjańskimi X. 
Takie traktowanie czasu pozwala na wyprowadzenie pojęcia skończonego elementu 
czasoprzestrzennego (SKECZ) poprzez analog i ę do elementu skończonego (w metodz ie 
e lementów skończonyc h) oraz stosowanie znanych procedur wyznaczania macierzy 
sztywnośc i ustroju , bez koniecznośc i ich modyfikacji . Obierając funkcję przemieszczeń 
jako niew iadome podstawowe, opisujemy je w obrębie SKECZ za pomocą przemiesz
cze ń węzłowych Cra): 

u e (x, t )=<I> ~ (x, t )rC:. 
(X, I )E .Q e 

gdzie: <1> & (X, t) - macierz kształtu zawierająca funkcje czasoprzestrzenne, 

.Q e - obszar SKECZ, 

a= 1, 2, ... , a - liczba węzłów SKECZ, 

e = l , 2, ... , n - liczba SKECZ. 

(16) 

Wyrażając wielkości występujące w równaniu (15) za pomocą aproksymacji ( 16), 
os tatecznie otrzymam y w zap isie macierzowym równanie MECZ w postaci: 

Kr-F=O (17) 

gdz ie: 
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jest macierzą sztywności czasoprzestrzennej SKECZ, 

e [ I e Ie ole 1 I '°' E „ A„ e ore „ „ „ „ Fa =g BuaCiJk!Ekl dQ+d L.J-b-. -BuaEkl sks1 s; s.i dQ+ 
Q, Q , r I 

+ J <l> }a p e !J dQ+ J <l> ~·a P .i d(an)+ J <l> }a p e 1< dA I'~ l 
n, an~ A, ~ 

( 19) 

opisuje wektor impulsów węzłowych SKECZ, 
r - wektor przemieszczeń węzłowych zdyskretyzowanej struktury czasoprze-

strzennej, 
K - globalna macierz sztywności czasoprzestrzennej, 
F - wektor impulsów dyskretyzacji , 

()Qpe - powierzchnia graniczna SKECZ, na której znane są obciążenia, 

Bija (x, I) - zależy od funkcji kształtu 

e lf e e ) 
B i1·a = - \<l> ia ; + <l> ;·a i . 2 , , (20) 

We wzorze ( 18) widać wyraźnie wpływ zbrojenia na sztywność macierzy czaso
przestrzennej. Element ten jest źródłem anizotrop ii ośrodka kompozytowego. 

Równania MECZ, niezależnie od sposobu dyskretyzacji, mają następującą strukturę 
[Kączkowski 1979]: 

Ao Bo ro Fo 
ci Dl+AI BI r' F' 

-
c2 D2 +A2 B' r2 F2 

... ... . .. 

ci Di +Ai Bi ri Fi 

... ... ... 

(21) 

gdzie: A;, Ii, C, D; są macierzam i składowym i macierzy sztywności czasoprzestrzennej 
K sfornrnłowanymi w chwili t = I;. Przy danych warunkach początkowych (14) równa
nia te rozwiązujemy rekurencyjnie [Kączkowski 1976, 1979]: 

(22) 

gdzie i = O, I, 2, ... są punktami na osi czasu (rys. 5). 
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obszar A 

2 

t - czas 

' Rys. 5. Dowolny podział pasma czasoprzestrzennego 

Fig. 5. Arbitrary di vision of the space - time bend 

E. Piqtek-Sierek 

obszar A 

Przedstawiona wersja MECZ jest metodą warunkowo stabilną, stąd na wymiary 
SKECZ nałożone są pewne ograniczenia [Podhorecki 1991] . 

PRZYKŁAD 

Do ana li zy wybrano jednostronnie utwierdzoną tarczę żelbetową wykonaną z betonu 
B-30. Zbrojenie tarczy stanow i ą dwie niezależne rodziny siatek prętowych o module 
sprężystości Er = 200 G Pa. Jedna z tych rodzin składa się z I O prętów (2 siatki po 5 
prętów), a druga z 30 prętów (2 siatki po 15 prętów) . W trakcie obliczeń zmieniano 
ś redn icę prętów (czyli ilość zbrojenia) i kąt nachylenia prętów. Geometrię tarczy i przy
kładowe rozmieszczenie zbrojenia przedstawiono na rysunku 6. Tarcza została obciążo

na na ko1icu s ilą Heaviside'a PV) = P0 H V), gdzie P0= I OO kN, natomiast: 

dla I< 0 

dla I;::: 0 

Przyjęto zerowe warunki początkowe 

r(t = O) = r O = O, 1"(t=O)=i·o =0 

(23) 

(24) 

Celem analizy jest zi lustrowanie wpływu ilości zbrojenia oraz jego rozmieszczenia 
na zrywność rozpatrywanej tarczy. 

Obszar czasoprzestrzenny podzielono na jednakowe elementy czasoprzestrzenne 
(S KECZ) - prostopadłościany (rys. 7). Przyjęto, iż w węzłach SKECZ mamy po dwa 
stopnie swobody. Do opisu pola przemieszczeń wykorzystano funkcję kształtu (funkcję 
aproksymującą), analogiczną jak dla trójwymiarowych prostopadłościennych elemen
tów sko1iczonych (ES) [Zienkiewicz 1972]: 
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500 '~ 
rodzina zbrojenia r ~ 1 

- - - - rodzina zbrojenia r = 2 

Rys. 6. Geomet ri a ana li zowanej tarczy z przykładowym rozmieszczeniem zbrojeni a 
Fig. 6. Geometry of th e considered shield and example of an-angement of fibres 

l 
<Da (ś,T), t )= -(! +ŚŚa )(l +riria )(1 +na) 

8 
a. =l,2, „„ 16 

gdzie: 

ś =.::. , 
a 

t 
t=-

h 

47 

(24) 

(25) 

natomiast Śa ,T) o:, ta są parametrami znaku przyjmującymi wartość I lu b - 1. Krok 

całkowania po czas ie przyj ęto o h = 0,0001 s. Mając funkcję kształtu, można na pod
stawie wyrażenia ( 18) okreś li ć wyrazy macierzy sztywnośc i czasoprzestrzen nej 
SKECZ: 

ex,~= 1.2, „,16 (26) 

Dla uproszczenia zap isu przyjęto oznaczenie s,'. = s; . 
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Rys. 7. Zastosowany prostopadłościenny element czasoprzestrzenny 
Fig. 7. Applicatcd rectangular space- time element 

E. Piątek-Sierek 

Następnie stosując procedurę rekurencyjną, obliczono przemieszczenia i naprężenia 
w rozpatrywanym obszarze czasoprzestrzennym. Przedmiotem pracy jest sztywność 
dźwigara, stąd w dalszych rozważaniach analizuje się wyłącznie przemieszczenia. 
W rozpatrywanym przypadku maksymalne przemieszczenie pionowe wystąpi przy 
ni eutwierdzonym końcu tarczy wspornikowej, stąd analizie poddano przemieszczenie 
pionowe przykładowo wybranego punktu A, znajdującego się na kierunku i w miejscu 
przyłożenia s iły P(t). Wyniki amplitud przemieszczeń pionowych punktu A zestawiono 
w tabelach 1- 3: 

- tabela 1: włókna znajdują się na kierunkach osi Xi, X2, zmianie ulega ich pole 
przekroju poprzecznego, 

- tabela 2, 3: włókna jednej rodziny przy stałym kącie nachylenia zmieniają pole 
przekroju poprzecznego, a drugiej rodziny przy stałym kącie nachylenia mają nie
zmienne pole przekroju poprzecznego. 

Na rysunku 8. przedstawiono umowę znakowania kątów a 1, a 2, które określają uło
żenie włókna względem osi X 1, X2. 

W przypadku braku zbrojenia przemieszczenie pionowe jednorodnej i izotropowej 
tarczy że lbetowej w punkcie A wynosi: 

u= 144,26388. J0 - 4 m (27) 

Taki posób liczen ia przemieszczeń przyjmuje się także w obliczeniach inżynier
sk ich konstrukcji że lbetowych , co praktycznie oznacza, że ilość i rozmieszczenie zbro
jenia nie ma bezpośredniego wpływu na faktyczną sztywność tej konstrukcji. 
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Tabe la I. Amplitudy przemieszcze1\ pionowych punktu A przy pracy obu rodzin włók ien r = I 
(zbrojen ie podlużne) oraz r = 2 (zbrojenie poprzeczne) 
Table I. Amplitudes of vertical displaccmcnt of point A wi th both famili es r = I and r = 2 fibrcs 
working (length - and wi dthwisc rein forcement elements) 

Sumaryczne pole Sumaryczne pole 

Ś redni ca 
przekroju zbrojenia przekroju zbrojenia Amplituda prze-

rodziny r = I rodziny r = 2 mi eszczenia piono- Różn i ca wyn ików 
zbrojenia (zbrojenie podłużne) (zbrojenie pop1-zccme) wego punktu A Diffcrcncc of rcs ułls 

Diameter of Total cross section Total cross section A111p litudes of ve1i i-
rei n fo rce- area of fa mily r = I area of fa111i ly r = 2 cal displace111cnt lll ~ IECZ -11 1 E = · 100% 
mcnt fibre fibres (lengthwise fi bres (widthwise of point A li 

<!>[ 111111] reinforcc111ent) reinforcement) -4 

;lr=I . J0-4 [1112] Ar=2 . I 0--4 [ 111 2] 
11 MECZ · 10 [111] 

4,5 1,60 4,80 141 ,14 169 2, 16 

5 2,00 6,80 140,04477 2,92 

6 2,83 8,48 138,92440 3,70 

8 5,03 15 ,08 136,39968 5,45 

IO 7,85 23,60 131,8 1409 8,63 

12 11,30 34,00 129,67613 10,1 1 

14 15,40 60,30 126, 14289 12,56 

16 20, 10 64,20 124,33723 13,81 

18 25,40 76,24 121,98293 15,44 

włókno rodziny r 

x, 

Rys. 8. Umowa znakowania kątów CXi, cx2 

Fig. 8. Conventional mark ing of angles cx1, cx2 
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Tabela 2. Amplitudy przemieszczeń pionowych punktu A przy pracy prętów rodziny r = 1 
w postaci 2 siatek po 5 prętów, przy a 1 = 30°, a 2 = 300° oraz prętów rodziny r = 2 w postaci 2 
siatek po 15 prę tów przy a 1 = 120°, a 2 = 30° 
Table 2. Amplitudes of vertical di spl acement of point A with family r = I fibres working - 2 
meshes 5 fibres each, angles a 1 = 30°, a 2 = 300° and with famil y r = 2 fibres working - 2 meshes 
15 fibres each, angles a 1 = 120°, a 2 = 30° 

Suma1yczne pole Sumaryczne pole 

Ś redni ca 
przekroju zbrojenia przekroju zbrojenia Amplituda prze-

rodziny r = I rodziny r = 2 mieszczenia pio- Różnica wyników 
zbrojeni a (zbrojenie podłużne) (zbmjenie poprzeczne) nowego punktu A Difference of resulls 

Diameter of Total cross seclion Total cross section Ampłi tudes of 
111 cz -111 rei n fo rce- area or fa m ił y r = I area of fa m ił y r = 2 vertical di splace- E = ME 

11 
· 100% 

meni fi bre fi bres ( ł engthw i se fibres (widlhwise meni of point A 
ii>[ mm] rein fo rcement) rein fo rcement) 

11 MECZ . l0-
4 

[m] 
. 10- 4 1 

. 10-4 [m 2] A„=I [m- ] A„=2 

4,5 1,60 34,00 141 ,92604 1,62 

5 2,00 34,00 141 ,47796 1,93 

6 2.83 34,00 I 40,39458 2,68 

8 5,03 34,00 I 38 ,270 16 4, 15 

10 7,85 34,00 135,087 15 6,36 

12 I 1,30 34,00 133,40097 7,52 

14 I 5,40 34,00 130,08 199 9. 83 

16 20, JO 34,00 I 28,30594 I 1,06 

18 25,40 34,00 I 26, I 9760 12,52 

Tabe la 3. Amplitu dy przemieszcze1\ pionowych punktu A przy pracy prętów rodziny r = I 
w postac i 2 siatek po 5 pn;:tów, przy a 1 = 60°, a 2 = 33 0° oraz prętów rodziny r = 2 w postaci 2 
siatek po 15 prc,: tów przy a 1 = 150°, a 2 = 60° 
Tab le 3. Amplitudes of vert ical displ acement of point A with famil y r = 1 fibres working - 2 
mcshcs 5 fibres cach, angles a 1 = 60°, a 2 = 330° and with famil y r = 2 fibres working - 2 meshes 
15 fib rcs cach, anglcs a 1 = 150°, a 2 = 60° 

Sumaryczne pole 

Średn i ca 
przekroju zbrojenia 

rodziny r = I 
zbrojenia (zbrojenie pod ł użne) 

Diameter of Tota l cross scct ion 
re i n fo rce- a rea of fa 111ily r = I 
menl fibrc fibrcs (Jenglhwise 

Q [mm] rcinforcc 111 cnt) 

;lr=I 
. 10-4 [ 1112] 

4,5 1.60 

5 2,00 

6 2,83 

8 5,03 

10 7.85 

12 I UO 
14 I 5,40 

16 20. 10 

18 25.-10 

Sumaryczne pole 
przekroj u zbrojenia 

rodziny r = 2 
(zbmjenic poprzeczne) 

Total cross seclion 
arca or fa m ił y r = 2 

fib res (widthwise 
reinforcc111ent) 

11r =2 
· 10-4 [m 2] 

34,00 

34,00 

34,00 

34,00 

34,00 

34,00 

34.00 

34.00 

3-1.00 

Amplituda prze-
mieszczenia pio-
nowego punktu A 

Amplitudcs of 
ve11ica l 

di sp laccment of 
point A 

11 MEC'Z . IQ 
-4 

[111 ] 

I 43,49542 

143.36725 

143, 13744 

142,64325 

142. 15 11 I 

14 1 ,53573 

141, I 6254 

I 40,253 14 

139.70549 

Różni ca wyników 
Di fference of results 

I
li -11 1 E = ME~: · 100% 

0,53 

0,62 

0,78 

1, 12 

1,46 

1,89 

2, 15 

2,78 

3,16 
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PODSUMOWANIE 

Przeprowadzone anali zy pozwa l ają sformułować wniosek , że uwzględnienie w obli
czeniach statycznych konstrukcji żelbetowych ilości i rozmieszczenia zbrojenia mają 

istotny wpływ na sztywność tych konstrukcji. W analizowanej tarczy żelbetowej, przy 
umiarkowanym zbrojeniu podłużnym w ilości µ = 1,27% (µ oznacza tzw. procent 
zbrojenia), przy uwzględnieniu faktycznej ilości i rozmieszczenia zbroj enia, otrzymano 
przemieszczenia mniejsze mniej więcej o 15 ,5% od przemieszcze1't tarczy jednorodnej 
i izotropowej. Dokonano ana logicznej analizy tarcz żelbetowych o innych schematac h 
statycznych i innych obciążeniach dynamicznych i za każdym razem otrzymywano 
zbliżone rezultaty. 

W pracy [Marks 2004) rozwiązano zagadnienie analizy i optymalizacji tarczy skła
dającej się z matrycy uzbrojonej dwiema rodzinami włókien ułożonymi symetrycznie 
względem płaszczyzny środkowej. Jako kryterium optymalizacji przyjęto minimum 
energii odkształcenia oraz koszt elementu kompozytowego. Biorąc pod uwagę sfonnu
łowany wyżej wniosek o istotnym wpływie ilości i rozmieszczenia zbrojenia na waito
ści przemieszczeń konstrukcji żelbetowych wa1to wzbogacić optymalizację dźwigarów 
włóknokompozytowych o warunki sztywności . 
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INFLUENCE OF FIBROUS PHASE ON THE FIBRE COMPOSITE GIRDER 
STIFFNESS FOR EXAMPLE OF REINFORCED CONCRETE SHIELD 

Abstract. Reinforced concretc is one of the most often used tibre composite construction 
materia Is. In a traditional cngineer analysis (at the stage of structural analysis) it is con
s ider a homogenous, isotropic materia! and not two elements medium (matrix + rein
forcement elements) as re in forced concrete is in reality. lt is enough obvious that quantity 
and arrangement of fibres influence on tibre composite constructions stiffness. Many scien
tific publications about composites analyse criterion of materia! effort in the fist place and 
again st of thi s background optimum composite materia! is searched . Rarely the tibre 
composite construction stiffness has been analysed therefore the influence of fibrous 
phase on valuc of di splacement is not enough elear. The dynamically loaded reinforced 
with two families of tibres (reinforcement elements nets) concrete sh ield was used in this 
articl e as an example to show that rcgarding quanti ty and arrangement of tibres in struc
tural analysis have important influence on the fibre composite construct ion st iffn ess. The 
analysis of the di scussed initial - boundary va lue problem was perfonned with the appli
cation of the space - time fin i te elements mcthod. 

Key words: reinforced concrctc shicld stiffness , fibre composite, reinforcement e lements 
arrangement, space - time finite elements method 
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