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O PEWNYM UPROSZCZONYM MODELU CIENKIEJ PLYTY
DWUWARSTWOWEJ

Jarostaw Lewandowski
Akademia Techniczno-Rolnicza w Bydgoszczy

Streszczenie. W pracy skonstruowano nowy, uproszczony model plyty dwuwarstwowej
ztozonej z dwoéch cienkich warstw anizotropowych z uwzglednieniem stanu tarczowego,
w ktérym w odroznieniu od innych, znanych modeli wystepuje tylko jedno réwnanie na
ugigcie. Stan zwichrzenia i przemieszczenia poziomego warstw opisuje si¢ wprowadzo-
nymi dodatkowo funkcjami, ktére mozna wyznaczy¢ po wyliczeniu ugi¢cia z wyprowa-
dzonych wzoréw.

Stowa kluczowe: plyta, ptyta warstwowa, modelowanie plyt warstwowych

WSTEP

W praktyce inzynierskiej czesto stosuje sie wzmocnienie elementow konstrukcyj-
nych (belek, plyt) cienkimi warstwami (taSmami) anizotropowymi. Modele matema-
tyczne opisujace takie plyty wzmocnione sa bardzo skomplikowane, prowadza bowiem
do uktadéw réwnan rézniczkowych wyzszych rzedow. Opis takich modeli mozna zna-
lez¢ np. w monografii Mechanika sprezystych ptyt i powlok [2001]. W pracy zostanie
skonstruowany uproszczony model cienkiej anizotropowej plyty dwuwarstwowej, spet-
niajacy $cisle wszystkie zalozenia statyczne i kinematyczne na powierzchni podziatu
plyty na warstwy.

Rozwaza¢ bedziemy ptyte prostokatna, ztozona z dwoch réznych warstw anizotro-
powych, obcigzona na powierzchni gérnej obcigzeniem g(x), x,) — rysunek 1.

Oznaczmy grubos$¢ warstwy gornej przez h, , a warstwy dolnej przez /, . W kazdej
z warstw oddzielnie w jej geometrycznym $rodku wprowadzamy lokalny kartezjanski
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ukfad wspétrzednych Ox,x, \1 =L numeruje warstwy plyty (1 — warstwa gorna,

2 — warstwa dolna). Osie Oxl sa zawsze skierowane w dot plyty. Analize warstwy

gornej i dolnej przeprowadzamy oddzielnie, z tego powodu w dalszym ciagu dla
uproszczenia zapisu indeks k£ we wspolrzednej x; bedziemy pomijac.

Fa——
\

Rys. 1. Schemat plyty dwuwarstwowej

Fig. I. The scheme of the two layered plate

Zalézmy, ze opis pola przemieszczen w kazdej warstwie jest postaci:

“1(]):‘7‘?) (-"3 )“',1 —K(zl) (-"3 )lez_x(l) (—"z )U
“9):_)‘?) (v3 v _)\(21) (3 )25, =2 l) (x3)U,, dla ‘36{—% h—]}

2

(1)
”l = (‘1)” *7&( ( 3)[1)1,2‘7\(2) (~\'3)V1
2 }7 /
o) (v3 b, ‘7*(2_) (x3 )P, —7\( (\})I/,,dla A3 P%’%}
gdzie: w=w(x,,x,) —to samo ugigcie warstwy gornej i dolnej (warstwy sa cienkie),
Uy (x1,x5), V, (x;,x,), a=1 2 —funkcje przemieszczen poziomych,
D, 5, Q,p -~ funkcje opisujace zwichrzenie widkien o, 8 =1,2,

Kfl‘ )( ) — funkcje opisujace rozklad przemieszczen po grubosci kazdej warstwy.
Zalozenia kinematyczne (1) sa znane w literaturze i stosowane w teoriach plyt usci-
Slonych [Sokotowski 1958], [Bolotin i Novichkov1980], [Reddy 1989].

Na powierzchni migdzy warstwami powinny by¢ spetnione warunki ciaglosci prze-
mieszczen:
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hy Sy
X3=—

2
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Podstawiajac do warunkéw (2) wyrazenia (1), otrzymujemy:

5 ” }I,' . ” l,, . 5 ” }" ” h ” l.7 % r” ] - 5
)‘1(~) (‘7’}%‘*‘7\(3') [——;"}Dlaﬁ}‘t(f) (—%}Vl 3)\?) [3‘)"’1”\9) (‘—;‘}21-:”‘9) [%}1 3)

Przyjmijmy, ze funkcje rozkladu przemieszczeni na powierzchni podziatu warstw
spetniaja nastepujacy warunek:

A®) [-h—zlzx?) (”—‘) dla i=13 4)
2 2

Wéwczas otrzymujemy:

v (xl’x2 )=Ua (xlv"z) D, (x,,xz)zQa («"lv\'z)
(5)
Vi (—’fhxz):Ul (xl ’-\'2) v, (xl’xz ):Uz (-\’1 a-"z)

Podstawiamy otrzymane zwiazki (5) do wyrazen (1) i otrzymujemy przemieszczenie
kazdej warstwy plyty:

ul(k)z“kgk)( )W _7\ (M)Ql 2“7\ (xz)Ux

(6)
= : ” ) . ” . ” .
“g ):‘7‘5 ) (v3 v ‘7‘(2 ) (x5 )qu_xg ) (x)U,
Wyrazenia (6) tozsamosciowo spetniaja warunki ciagfosci przemieszczen na po-
wierzchni podziatu warstw. Po podstawieniu tych wyrazen do zwiazkéw geometrycz-

nych otrzymujemy odksztalcenia kazdej warstwy, wyrazone przez pochodne ugigcia
plyty w postaci:

El(f) =Up = _)V?) (-’53)”'.11 _l(z]) (—"3)91,12 —7“9) (~\'3X/|.1

a‘ ” ” ”
§’§) o a:z = _}‘9) ("3 )‘"’.22 i 7\(zl) (—"3 )Qz.lz = )Y(xl) (~"3 X/z,z (7)

Ym =Uj,ptiy, |=—7-7¥( 0} (‘3)“’»17‘7L ’Cz)(Ql 22 +Q7|1) 7»3 ‘3)(U| 2 +Usy)
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6 J. Lewandowski

OPIS POLA NAPREZEN W WARSTWACH

Naprezenia normalne i naprezenia styczne w warstwie ,,&” wyznaczamy z réwnan
fizycznych. Zaktadamy, ze kazda warstwa zawiera jedng plaszczyzne symetrii sprezy-
stej. Oznacza to, ze macierz sztywnos’ci materialu kazdej warstwy w ogélnym przypad-

ku zawiera 13 statych sprezystych b , i, J, k 1 =1, 2, 3. Réwnanie konstytutywne dla

l_//\
kazdej warstwy w przestrzennym stanie naprezenia ma postac:
k k :
( 1. b(“ 85‘[) 8)

W dalszym ciagu wprowadzamy macierzowe oznaczenia naprezen o) =c®)

co. —Oa >
(k) (k) (k) _

6., =0¢ , odksztalcen 8(")—8(/‘) Yis y() i statych sprezystych élﬁ):b&[) ,

gdzie o, B =1,2,6 . Poniewaz rozpatrywany jest plaski stan naprezenia, wiec uwzgled-

niamy tylko 6 statych sprezystych. Réwnanie konstytutywne (8) dla ptaskiego stanu
napre¢zenia ma postac:

o= B0 bk
):b_(){\)sl(/\)_*_b(/\)e(/\)+b_()(/;'),yék) )

() = pkig (1) 4 plklg (B) 4 p (k) (B)
(o3 by +bgr €5 + b’V

Podstawiajac do réwnan (8) wyrazy dla odksztatcen (7), uzyskujemy naprezenia
w kazdej warstwie plyty:

o ](k) = ‘|:}\.§k ) (.\‘3 Xbl(,;)l\’,[ i +b|(’2")w,zz +2bl(é') W12 ):| +

- }\9)"(.\‘; )HPQW +bi3Q, 5, + bt (Ql 2 +8 11 ] ( y Yx)&’ Uy, +b{3Us, +bl‘g)(Ul.2 +Uz,1)]
(“ ") (\ ng;)u,“+b§/;)u,77 +2b§é)w,,2)+

- )\(:‘ )”(-\'3 )P’E‘l )Qu: + b§§)92,21 < béé)(Ql.Z.’. +Qy) 1)]‘ }\ﬁ‘ )”(x3 )[bz(‘i)Ul.l i béé)U:‘z + bég)(Ul,: +Us )]

o (‘,“ A) (\1 X)((,f)u,l | +l)é/;)1$,,7 +2b(()£)w,12 )+

A (e b 1+ ARy 51+ 123+ @1 AL (e UL, 4 58U, + 58 U + U )]
(10)
Przyjete zatozenia kinematyczne (1) pozwalaja wyznaczy¢ z rownan fizycznych na-
prezenia postaciowe O3 =C5; 0,3 =G, 1 spetni¢ réwnania réwnowagi kazdej war-
stwy 6 ;=0dla i, j =1, 2, 3. Zbudowany w ten sposéb model matematyczny jest
opisany uktadem o$miu réwnan rézniczkowych 16-tego rzedu [Sokotowski 1959],
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O pewnym uproszczonym modelu cienkiej ptyty dwuwarstwowej 7

[Bolotin 1980], [Reddy 1989]. Rozwiazanie analityczne plyty dwuwarstwowej w ra-
mach takiego modelu jest bardzo skomplikowane i uciazliwe. W zwiazku z tym w celu

(k )

dalszego uproszczenia modelu pomijamy naprezenia postaciowe G,y W réwnaniach

fizycznych i okreslamy je z réwnan réwnowagi jak w klasycznej teorii Kirchhoffa-
-Love’a. Oczywiscie takie podejscie jest niedokladne, lecz popetiony blad nie jest
istotny, gdyz rozpatrywana plyta jest cienka. W dalszym ciagu pomijac¢ tez bedziemy sily
masowe. Korzystajac z rownan rownowagi dla i-tej warstwy na kierunkach osi xj, x;:

k (k) (k) —
o(zl)l+6a22+ca3)‘3_0 (11)
uzyskujemy wzory na naprezenia postaciowe w kazdej warstwie plyty:

© 1(4\) = }\'l(k) (3 )&71({()“’7111 +(b1(§) +F Zb&) /3122 +3b|(<,:)“”1|2 +b2(:)“”z:2 ]’ )‘gk) (s )&’n(f)Q 21+

+2b16 Q) 9 +b66 Q)22 +bm Q11 +(b1(|)+b§(.)}% 121 +b§2’97 }V(‘) (‘Iibl(n )Ul 1 +2bm Uy +

+beé)U1 22 +b Uz 1 +b26 Ujs 2 +<b1(§) +b6(? 2,12 +f1(k)(x1’-‘72 ¥ (12)

oraz dolnej:
}»(/‘)(’%)k( )W1|1+ |(§)+ 2b(£§) ’s112+3bz(]6)W177+b( )“ ] 7»(2“”(-\‘3)@)5’]')91.12! +
( "’béé)bll”*‘bm Qwvz+(b +big 2011 +b5 Qo 111+ b(5'Rs 2] A’%A) (3 ib(sl\)um*’
(bl(’f)Jbe‘) 1,12+b1((f)U1,22+(b(tlz()+b1(g) 2'2,+bé'(§)U2‘,,+b,‘é")U2‘22]+f2(")(,\-,,x2)

gdzie _fofk )(xl,xz) — dowolne funkcje catkowania.
Wprowadzajac oznaczenia:

o & =p®w, 1 +6® + 268 10,43 Ow, 1, 5w 0
ﬂ(k)(xl,xz):bl(f)ul,lZI +2b1(é)9|.221 +b(§g)91.222+b;é’92.m+([’1(lf)+/’(():)b:.1:1 +b~§)52 2212

¥ ®(x,,x,) =680, +260U 5, 450U, 5, +bDU, 1, +60U, 5, + P +5D 1,

Sé) T b(A) Wi +(b1(§) + 2b6(§))":1 12 +3b2(l6)W’122 +/72(§)W,237

Fl(k)(xl’xl)=b6(l;)gl,lll +(b1(f)+[’é§)b1,122 +b|(<f)Ql,zzz +([’((;§) +[’|(<I:)b:,zn +bé§)Q:.m +”|(§)Qz_212

k) _ . (k i *) k) ( k) | 1.(k) (k (k
\Pz( _bél)Ul,ll +(b1(1)+bee 112 016Uy +\bgy” +b16” Va2 +/’(,(,)U2.n +b15’U) 2
(14)

otrzymujemy:

(/‘)—?»(")(\ )5a3 (r,,x2)+k(2k) (x})F(f (\l,x2)+7k (\z)}’(")(xl,xz)+,/;l(”(x|,x2)(15)

Architectura 4 (2) 2005



8 J. Lewandowski
Spetniamy warunki zerowania naprezen postaciowych na powierzchniach gornej i dol-
nej piyty:

G0} o3 s =0 (16)
S0 “Ei= V)

skad uzyskujemy:

((,lz)_x(l)( l;l }5&13)* (l)( 2) F o xgl)(_%}yg)"'fél)(xhxz):o

(17)
SO (%} @* 4 20) (’12 }fon 3 xgﬂ'(%}v 4 1O, x,)=0
Te warunki mozemy spetnic¢ tozsamosciowo, jezeli przyjmiemy:
k§‘)l (~n/2)=0, x,@), (h,/2)=0dla i=1,3 (18)

Skad otrzymujemy, ze: f, (/")(x1 o )— 0.

W takim razie wzory na naprezenia G (k ) (17) przyjmuja postac:

A) _7\(1\) (\3 )5(“ (\'lv"z )+ 7»2” (x3 )Fa(k)(xhx2 )+ kgk) (x; )Pogk)(xl’xz) (19)

Uwzglednijmy teraz warunki ciaglo$ci naprezen stycznych na powierzchni migdzywar-
stwowej:

i (20)

Podstawiamy do tych warunkéw wyrazenia (17) i otrzymujemy:

)\’(l)(hl },éng* +kg>’[h_1]F(n>+Kgn)’(h_l)\y 0 _

2 X -\ @ 2 (e

AP @) @) 47,0 @)

S S

Warunki (21) beda spetnione tozsamosciowo, przyjmujac:

1)’ hy (2 o o) '( h 1
e Cd e T
;»(l)' hy F(‘)+k(”, hy (1) k(’ kL@

2 ) o 3 7 D ol
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O pewnym uproszczonym modelu cienkiej plyty dwuwarstwowej 9

Dokonujemy kolejnego uproszczenia, naktadajac kolejne ograniczenia na funkcje
rozktadu przemieszczen po grubosci ptyty k,(k)(xJ) W postaci:

oy [ ([ h (A
Sl
NOJ R Y01 KU IV S
2%l <7 ‘ D

Wowczas z wyrazen (22) uzyskujemy zwiazki migdzy wprowadzonymi funkcjami

(23)

FOSI"), ¥ g‘) a naprezeniami postaciowymi:
2 2 1)*. 1 1) _ ()
O +¥ O=oll; FO+¥ 020 @)

Korzystajac z zalezno$ci (24), zastepujemy w wyrazeniach (19) funkcje £ a(k), ¥ ((f)

(k)*

naprezeniami postaciowymi G 3

. Latwo zauwazy¢, ze jest to mozliwe tylko wtedy,

jesli k(zk ) (x3)= Kg"' )(x3 ). Gdy tak jest, otrzymujemy:

’ ’
(1) _4@) m* 2 @) (2)*
Cy3 =M (e a3 TA tedus

0@ =M @& +18 6By

(k)*

Podstawiamy do wzoréw (25) zamiast naprezen o 5

ich oznaczenia (14) i grupujac
wyrazenia podobne, otrzymujemy:

01(/3() = Bl(lf)(x3 )W»l 1 1+B3(k)(x3 )W=122 +BB,(/(§)(x3 )W’l |2+Bz(/;)(x3 )Wszzz
(26)
62(/;) = Bl(é)(xl )‘"»1 1 +B3(k)(x3 )W’l 12 "'332(2)()‘3 )Wﬂ 12 +Bz(§)(x3 )‘"”222

gdzie wprowadzono oznaczenia:

Bij(-])(x3)= X?) (x3 )),.S-I) + X(zl) (.\‘3 )b,.s.z) : B.(z)(x3 ): }\’gz) (_vc3 )’),52) + X(zz) (.\'3 yv(')' L,j=1,2,6

ij Y
Bs(k)(xs )= Bx(é')(xz)“‘ 23(52)(-"3) (27)
Naprezenia normalneo_g) okreslamy z warunku rownowagi zapisanego na kierun-
ku Ox;:
0§§),3=— §f),1+0§§)’2) (28)

Wyznaczajac pochodne od naprezen postaciowych (26) i catkujac otrzymane wyra-
zenia po zmiennej x5, uzyskujemy:

Architectura 4 (2) 2005



10 J. Lewandowski

o 3(§) = kff)(xz )Wn 11 +C3(k)(x3 )Wﬂ 122 +4C1(§)(x3 )W’mz A

i 4C§I(§)(x3 ) +C2(§)(x3 ) ] + 8, x,) (29)

gdzie:

CO0xy) = [ By =200 BY 4200, pP) dlai,j=1,2,6
CP(x) = [ BO(xy)dry =AD 05, b + 220, BY) dlai,j=1,2,6
cW ) =W () +2cB(xy).

Wystepujace w wyrazeniu (29) nieznane funkcje f3("')(x, ,xz) wyznaczamy zZ wa-

runku ciagtosci napr¢zen normalnych o5 (") na powierzchni podziatu warstw:

(l>| _~ @
%

S 4% e -r3=—"% (30)

Podstawiajac wyrazenie (29) do (30), otrzymujemy:

{Cl(ll)(hl /2)‘"’1||1+C (hl /2)"’:1122‘*4C16 (h, /2)"",1112+4C2((,)( > ]",1222‘*‘6'27 (hl /2)’",2227 iz

+ /f I)(xnxz )= = {Cﬁ)(— hy/ 2)‘% 1 |+d,2)(— h/ 2)‘Vvl 122+4C|(§)(_ hy/ 2)“’»1 1 12+4C§%,)(‘hz / 2)"’»12224'

+C-£g,)( /17 /7)W,7777}+f1(2)(x1’x2) (31)

Ten warunek spelnimy tozsamosciowo, przyjmujac:

\1,\7 {d1 ’h/z)“»lnr"d /71/2)“41172“4d5 /’1/2)“1112"4d> }h/z)‘ﬂlvvz*d I7l/2)wﬂ'7222:|
.fs{l)(xl*-‘z): [ || /5/2)”»111r“d 15/2)” 1177"4C16( ]5/2)“ St

Al Dt e D | o)
Po podstawieniu wyrazenia (32) do (29) otrzymujemy:

0.&? b A[Dl(ﬁ )(-\',z )‘"-1 11 IMDI(L)W’I 11 z+7-D3(k )(x3 )‘"al 122+4D§IE)(-"3 )‘”’»l 222+D22(-1'3 )‘V’zzzz (33)

Acta Sci. Pol.



O pewnym uproszczonym modelu cienkiej plyty dwuwarstwowej 11

tutaj:

hy 2 hy 2
DY(x;)=CcW(xy)+cP ( : ] [7\9)(,\‘3 )+x(22)(—%ﬂb,§‘){xg')(x} )+x$~’(-%ﬂb§—)

D)= )+ P 2] [ ) ﬂbm [$2><x3>+x9>[”;‘ﬂb,5?><s4>

Nastepnie spetniamy warunek graniczny na powierzchni dolnej warstwy 2 dla napreze-
nia normalnego:

o 4, =0 (35)
.\3— o 2

Po podstawieniu do tego warunku wyrazenia (33) otrzymujemy:

) hy hy hy hy
Dl(l )( 2 }A’HIIMDI(())( 2 } ,]”'7+2D3( )[ 2 jw’ll""+4DS6)[ 2 ]W,p'm‘f‘D‘y‘)[ 12 ]\l,v'm‘) —0 (36)

Warunek (36) jest spetiony tylko wtedy, jesli wszystkie funkcje D (\1) na po-

wierzchni dolnej warstwy 2 sa rowne 0, tj. D(z)[ 5 ]: 0.

Uwzgledniajac zwiazki (34), otrzymujemy:

APl o o
2 2 2 2 s

Poniewaz b,J(-k) # 0, to dla spetienia warunku (37) migdzy funkcjami ?»((f)(,\'3) mu-

sza zachodzi¢ zaleznosci:

“(3)4(2) (e}
D 2 2 2

Nastgpnie z warunku brzegowego powierzchni gornej warstwy |:
- =—q(x,x 39
Oa3| n =—9(x1.x;) (39)
T

Po wykorzystaniu wyrazenia (33) otrzymujemy:

hy h J'w .
Qu (‘—}* 11||MD|6[_*}"11|1+7D; (‘—}‘ ,,,#4023( }‘ ,erDﬂ[ 2‘ }“:2:3(;)‘_‘4‘ ==q (40)

Zgodnie z wyrazeniami (34):

D.<;>[_”_'j:{xpT_"_l]ﬁgn[_"_zﬂbw+[x9>[_”_1]+xgz)['_"_zﬂbm (1)
: 2 2 = 2 I = v 2 oNIn

Architectura 4 (2) 2005




12 J. Lewandowski

Oznaczamy DO n /2 przez D;; i traktujemy je jako sztywnosci zastgpcze plyty
ij 1 ij

dwuwarstwowej ztozonej z warstw anizotropowych. W ostatecznym wyniku otrzymu-
jemy podstawowe rownanie opisujace zginanie takich plyt:

Dyywyy1y 4D Wop110 +2(D12 + 2Dy )anzz +4D6Wy1200 + Dy Wo000 = ¢ (42)

Z réwnan (44) otrzymujemy ugigcie ptyty w(x;,x,).

WYZNACZENIE FUNKCJI PRZESUNIECIA POZIOMEGO (U
1 PIONOWEGO ()

Funkcje U, (x;,x,) oraz Qg (x;,x, ) wyznaczamy z warunkéw ciaglosci naprezen
postaciowych na powierzchni migdzywarstwowej, a mianowicie ze zwiazkow (24).
Podstawiajac do nich wzory (14), otrzymujemy ukfad czterech zwigzanych réwnan

rozniczkowych czastkowych na nieznane funkcje U(;k), Q((xk .
2 2 2 2 2 a 2 2
51(1)91.1:1 +2b1(o)Q|,121 +bf(>o)QL2zz +bl(6)QZ.ll| +(bl(l)+b(£6) 2,121 +b§6)QZ.212 +bl(l )Ul,n i
2) 2) 2) 2 2 2
+2b2U, 5, ++bQU 33 +62 U511 +b2U, 5 +(bf2) T Oy

=b0w,11,+60 + 269 W12 +35Dw,1 1 +6 0w, 0

hl(ll)Ql,lzl +217|(2Q|,221 +bé291_222 +b1(},)92.1|1 ar 1(11)“‘17(516)}22,121 +b§|6)QZ.212 i3
1
+680, 1, + 26005, ++b0U, 5, +60U,, +60U, 5, +(b};) +60 15, =

= hl(%)w’l 1 +(b1(§ )+ 2}’(52))4’,122 +3b1(§)w’1 12 +bz(§>)wvzzz
(43)
”((j)Ql,m +(b|(f) ”’é? 1122 +b|(§)Ql,222 +@é§) +b1(? 2211 +b((,?92‘m +b1(§)92.212 a7

@) ( @) (2)}1 @ ( ), 1) @) ) -
+be Ui + 01y +bge Uyia +b15 Uigg +0gy" +big Paar +bgs Uzgy +01° Uy =

= béll)w*l ¥ +(b 1( ]z) o 21’(510) )"’1 12 +3b2(|o)w~122 +bz(lz)wazzz
h((,ll)Ql.m +(b|(||) +hél<,)h|.|zz +b|(29-1.222 + é]z) +b1((3) 2211 +b((,l(,)92,n| +bl(lz)Q2.2|z i

) ( ) u))/ (1) ( M, 10 I h =
+be Uy +01) +beg Uiz +big Uy oy +\bg; +b15 U +bé6)U2.ll +b1(2 Uy =

= 1’8)“'-1 1 +(”|(§) + 2[’(8»))"-1 12 +31’2(i)“'~ 122 +b2(zz)”"222
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O pewnym uproszczonym modelu cienkiej ptyty dwuwarstwowej 13

Prawe czesci tych rownan sa rozwiazaniem ogoélnym niejednorodnego réwnania
(42), ktore przedstawiono w pracy Delyavskyy’ego 1 Lewandowskiego [2005] w nastg-
pujacej postaci:

o o 1 >
1= 2 Z[Anm COSSI[”])CI COSS,[, ]xz +B

m=1n=1

cosd My, sind Py, +C

(1] [2],.
mn m sind R 00\5” Xonct:

mn m

+D,,, sindVx, sin§ [? ‘c2 +22[R“] exp( /.)‘ 1)-cosd [y
k=lv=1

+R“] exp(k[‘] ) sm8,£ Ix, +Rm exp(k[z‘)\z) sm5,\ ool (44)

Parametry 4,,,, Buns Cons D S@ tutaj znane i wyrazone przez obcigzenie zewnetrz-
ne; nieznane parametry R\[J I okresla si¢ z warunkéw brzegowych na krawedziach plyty.

W celu rozwiazania rozwazanej plyty dwuwarstwowej wystarczy znalez¢ calke
szczegoblng uktadu rownan (43), gdyz pominigcie catki ogdlnej tego uktadu spowoduje
tylko niespelnienie warunkow brzegowych dla sit tarczowych na krawedziach plyty,
podczas gdy istotnie upraszcza rozwigzanie ukfadu ptytowego.

Calke szczeg6lng uktadu réwnan (43) wybieramy w postaci wyrazenia (44) z innymi
wspotczynnikami:
Q= ZZ[A+ cosd Mx, cosd !lx, + B cosd [y, sind Hx, +C;F sind Mx, cosd Py, +

mn mn m mn m
m=In=|

+D; sind My, sind[Px, ]+ 2 2 [RU]Jr exp(?\.['] ) cosdHx, +

mn m

+R[2]+ exp(A; (] x,)-cosd M, +Rm+ exp(?»l %) smS,{ Ix, +R[ exp(}\.lg x,)-sind [Ux,

cosém smSH +C 5m5[”. cos8[1\7+

mn m mn m

= Dy [A:,,, cosd Mx, cosd Px, + B,

m=In=1

+Dmn Slnsr[n]'\l §]n6[2] + 2 Z[R CKp(l g \1) 008812 X5

k=lv=1
+R[z(2‘_]r exp(X\Ez(]k)xz)-cosfS,[{”x, +RE:‘]’: exp(k[] ] DE sm5[2]\ +R[2] exp(?»lz(‘ X5) - smi’S“l\l
(45)

Dla funkeji U, oraz Q, stosujemy odpowiednio symbole ,,++ 1 ,,**” zamiast ,,+”

i,,*”. Podstawiamy wyrazenia (47) do uktadu (45), przyrownujemy wyrazenia przy tych
samych harmonikach i wyznaczamy nieznane wspoétczynniki A,,,,, By Con 1 Dy

Architectura 4 (2) 2005



14 J. Lewandowski
FUNKCJE ROZKLADU PRZEMIESZCZEN PO GRUBOSCI PLYTY

Funkcje A (x;), opisujace rozklad przemieszczen po grubosci ptyty wystepujace
w zwiazkach (1), wybieramy w postaci wielomianu. Stopien tego wielomianu odpowia-
da liczbie ograniczen natozonych na rozwazane funkcje. W ramach opracowanego mo-
delu zostaty przyjete 4 warunki ograniczajace opisane wzorami (4), (18), (23), (38).

Wobec tego funkcje Xgl")(x3) przyjeto w postaci wielomianu czwartego stopnia:

kﬁ-k) =x§‘ +a53k) \: +af§_") \% +af1k) X +afg) (46)
Wykorzystujac rownanie (46) do podanych warunkéw ograniczajacych, otrzymuje-
my uklad 4 liniowych réwnan algebraicznych, z ktérego wyznaczamy nieznane wspot-

czynniki af,f); p=ib ik g =LIL 2 s

PODSUMOWANIE

W pracy skonstruowano nowy uproszczony model cienkiej anizotropowej plyty
dwuwarstwowej, w ktorym w odréznieniu od innych znanych modeli wystepuje tylko
jedno rownanie na ugiecie, jak w klasycznej teorii Kirchhoffa-Love’a. Wprowadzone
dodatkowe funkcje, opisujace stan zwichrzenia i przesunigcia poziomego warstw, wyra-
7a sig przez ugiecie ptyty. Uzyskane w ramach zbudowanego modelu rozwiazanie dla
plyty anizotropowej o dowolnej konfiguracji mozemy wykorzysta¢ do obliczenia stanu
plyty dwuwarstwowej o tej samej konfiguracji i obcigzeniu, co jest istotnym uproszcze-
niem w stosunku model od innych modeli ptyt. Wprowadzone funkcje rozktadu prze-
mieszczen po grubosci warstw powoduja doktadne spelienie wszystkich warunkow
statycznych i kinematycznych na powierzchni podziatu warstw. Model moze by¢ sto-
sowany do rozwiazywania zagadnien konstrukcyjnych dla ptyt, belek warstwowych
oraz elementow konstrukcyjnych wzmocnionych warstwami i tasmami wioknistymi.
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THE MATHEMATICAL MODEL OF THIN TWO LAYERED PLATE

Abstract. The new simplified model of two- layered plate constructed from thin aniso-
tropic layers has been suggested. The model taking into consideration the tensile state of
stresses. In contrast of another known models the suggested model is described only by
one differential equation. At it the twisting state and horizontal displacement state are de-
scribed with help of deflection of the plate.

Key words: plate, layered plate, modelling of layered plate
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