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MATEMATYCZNY MODEL DYNAMIKI POZIOMU WODY
GRUNTOWEJ JAKO PODSTAWA PROJEKTOWANIA
OBIEKTOW INZYNIERSKICH

Helena Kazieko, Lucyna Kazieko

Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy sformulowano analityczny model zmiany poziomu wod grunto-
wych w odrodku dwuwarstwowym w wyniku zasilania gruntu woda. Zagadnienie to opi-
sano réwnaniem rozniczkowym czastkowym drugiego rzedu wraz z warunkami poczat-
kowymi i brzegowymi. Do rozwiazania réwnania zastosowano przeksztalcenie Hankela.
Otrzymane rozwigzanie pozwala okresli¢ poziom wdd gruntowych przy uwzglednieniu
przeciekania z dotu lub bez uwzglednienia przeciekania z dotu. Otrzymane wzory moga
by¢ zastosowane w praktyce inzynierskiej.

Stowa kluczowe: poziom wdd gruntowych, model matematyczny

WSTEP

Przy projektowaniu budowli ziemnych istotne znaczenie ma okreslenie poziomu
wod gruntowych w danym obszarze. Jesli rozpatrywany obszar jest zasilany woda,
waznym problemem wydaje si¢ opis zmian zachodzacych w warstwie wod gruntowych
w danych punktach rozpatrywanego obszaru i w danym czasie ¢.

Niniejsza praca ma na celu analityczny opis zjawiska zmiany poziomu wdd grunto-
wych w wyniku zasilania woda.

SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozpatrujemy nieustalony ruch wod gruntowych spowodowany zwigkszonym zasi-
laniem woda. Przyjmujemy nastepujace zatozenia:
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. Zasilany grunt sktada si¢ z dwoch warstw o roznej wodoprzepuszczalnosci.

. Podloze zasilanego gruntu stanowi stabo przepuszczalna warstwa.

. Powierzchnia zasilanego gruntu ograniczona jest okregiem o promieniu R.

. W punkcie » rozpatrywanego obszaru i w poczatkowym okresie czasu =0 wody
gruntowe zajmuja state potozenie horyzontalne, tzn:

h(r,0)=H , H=const

W N -

B

5. Podczas zasilania na powierzchni wystepuje staty wydatek wody (g).
Przy powyzszych zalozeniach zagadnienie okreslenia podniesienia poziomu wéd grun-
towych w dowolnym punkcie rozpatrywanego obszaru i w réznych momentach czasu

mozna sprowadzi¢ do rozwigzania réwnania rozniczkowego [Potubarinowa-Koczina
1977]:

2
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Up=—-, i wspolezynnik przepuszezalnosci,
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DL 2/\'()
md

r— zmienna polozenia,
t — czas,
h — cisnienie w gérnej warstwie z powierzchnig swobodna,
H — ci$nienie w dolnej warstwie,
hg— ci$nienie $rednie,
k — wspotezynnik filtracji w gornej warstwie,
ko— wspotczynnik filtracji w dolnej warstwie,
d — grubos¢ stabo przepuszczalnej warstwy,
m — niedostatek nasycenia gruntu.

Przyjmujemy nastgpujace warunki:

— warunek poczatkowy:

By

H
Ur,0)=——, ¢g>0 dla 0<r<R (2)
4

— warunek brzegowy:

H
(’(z'.r):—T. q=0 dla R<r<o 3)
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Sens fizyczny warunkow (2) i (3) jest nastepujacy.
W chwili poczatkowej =0 w kazdym punkcie r rozpatrywanego (kotowego) ob-
2

: . ; ; A H
szaru zasilanego poziom wdd gruntowych jest staly i rowny S (wydatek wody

g >0).
Na brzegu rozpatrywanego obszaru i poza jego granicami (okrag kota o promieniu
2

R i jego zewngtrze) poziom wdd gruntowych jest staly i rowny

q=0).

(wydatek wody

ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Zajmiemy si¢ obecnie rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (1) z warunkami (2)
i (3), tzn. znajdziemy funkcje U(r, t) spelniajaca warunki (2) 1 (3).
W tym celu wprowadzimy nowa funkcj¢ Z(r, ) okreslong zaleznoscia:
2

U(r,t) =%+Z(r,1) o B (4)

Woweczas réwnanie (1) przyjmie postaé:

oraz warunek poczatkowy (2) przyjmie postac:

Z(r,0)=0, g¢g>0 dla 0<r<R (6)
warunek brzegowy (3) przyjmie postac:

Z(0,1)=0 ¢g=0 dla R<r<eoeo (7)

W celu rozwigzania réwnania (5) z warunkami (6) i (7) zastosujemy przeksztalcenie
Hankela wzgledem zmiennej r, oznaczajac [Sneddon 1955]:

Z=\|2z(r0 rly (pr)dr (8)

O — 3

gdzie I, — funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu zerowego:

Wezmy najpierw prawa stron¢ rdwnania (5). Mnozac ja przez jadro przeksztalcenia
rly(pr) icatkujac przez czgsci, otrzymujemy:
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oo
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V4 I .
P= j 4 +la—Z rlo(pr)dr+ el Ir[o (pr)dr =
2 m

o \or® o 0
{' Qg/o(pf)} —P_[flo(p')—dl+q L f(p)=
: [N
S il
==plzrt (] +p [ (pr) = prig (pr 2dr + T 7 (p)
0

Zauwazajac, ze [ (pr)spelnia rownanie Bessela — jest to réwnanie rézniczkowe
zwyczajne rzedu drugiego ze wzgledu na funkcje 7 (pr):

” l ’
Io(pr) +';; Lo(pr)+1y(pr)=0
otrzymujemy

= —p 1 LS f(p) 7([7) = j rlo(pr)dr 9)
0

Mnozac teraz lewa strong réwnania (5) przez jadro przeksztatcenia r/,(pr) i cal-
kujac wzgledem r, otrzymujemy:

oz dz
(=|—rly(pr)dr=— 10
Z[ Ey o(pr i (10)

Po uwzglednieniu réwnan (9) i (10), przeksztatcone réwnanie (5) przyjmie postac:

92 2p? 7= F(p) (1)

dt
Warunek poczatkowy (6) przyjmie postac:
2(r,0)=0 (12)
Rozwiazujac rownanie (11) z warunkiem (12), otrzymujemy:
t
E:%7(145":/’2“‘“(& (13)

0

W naszym przypadku funkcja 7( p) wyraza si¢ zaleznoscia:
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yezn) ) A 2

= R RI}(pR)
)= [rig(pndr={"p
0 0 dla R<r<e

dla 0<r<R

Podstawiajac wartos¢ 7( p) do réwnania (13), otrzymujemy:

Z=

‘
ghg, RI,(pR) J'e—alpz(r—r)dfc
m p

(14)
0
Funkcja okreslona wzorem (14) jest wiec rozwigzaniem rownania rézniczkowego
zwyczajnego (11) z warunkiem poczatkowym (12).

Zastosujemy teraz przeksztalcenie odwrotne Hankela okreslone nastgpujaco [Sned-
don 1955]:

20,0 = [ Zplo(p)dp
0

Wowcezas znajdujemy rozwiazanie rownania (5) z warunkami (6) i (7):

) t
he R 2.2
200 == [ 1 (pR) o (pr) &= P ndp =
0 0

(15)
(]/7' R 07 292
=L [ (R (pr) e~ 7 Dipin
e
Przechodzac do ,,starych” zmiennych r i ¢, otrzymujemy:
) o Z’ [ oo
o he Re P 2. 20,
U(/'.1)=H7+M—j f1,(p1e)10 (p)e ™ P (=) gpa (16)
m
0 0

Wzér (16) jest szukanym rozwiazaniem. Pozwala obliczy¢ podniesienie poziomu
wod gruntowych w warunkach zasilania gruntu o powierzchni ograniczonej okregiem
o promieniu R w dowolnym momencie /.

DYSKUSJA ROZWIAZANIA W SZCZEGOLNYCH PRZYPADKACH

[. Z punktu widzenia praktyki inzynierskiej interesujace moze by¢ okreslenie pod-
niesienia poziomu wod gruntowych w srodku rozpatrywanej powierzchni (Srodek okre-
gu ograniczajacego zasilang powierzchnig). W tym celu w rownaniu (16) wstawiamy
r =0 iuwzgledniajac, ze /;(0)=1 oraz:
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oo 2
J.Il (pR)e—(lhp_(l—T)([p :i l._.exp __ZL (17)
0 R 4a”(t-1)
znajdujemy:
2 B ! R2
her R
Uo,n=_ Lae "~ jl—exp &t (18)
2 . 4a’(t-1)

II. Rozpatrzymy przypadek, gdy dolna warstwa jest nieprzepuszczalna. Wowczas
w rozwiazaniu (16) przyjmujemy, ze 8 =0, a podniesienie poziomu wéd gruntowych
okreslone jest nastgpujaco:

‘/hsr

e J J[l(pR)Io(pi)e RGP (19)

0 0

W tym przypadku podniesienie poziomu wod gruntowych w $rodku okregu, gdy
r =01 =0-we wzorze (18), okreslone jest wzorem:

HY ghy | R?
U©0=——+L [l 1-expl -—— ||t (20)
2 m 4a*(1-1)
lub
gk
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gdzie: U = 4
4a’t
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o

PODSUMOWANIE

Otrzymane wzory (16), (18), (19) i (21) moga by¢ wykorzystane do obliczen pod-
niesienia poziomu wod gruntowych w warunkach zasilania powierzchni ograniczonej
okregiem z uwzglednieniem lub bez uwzglednienia przeciekania z dotu.

Rozwiazanie dane wzorem (16) mozna przeksztalci¢ do innej postaci. jesli wykorzy-
stamy zaleznos$¢ [Janke i in. 1960]. Wéowczas:
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2 - H oo n 2
hg R -1 -
U(,-,,):HTﬁL%J e+l (_)' Fli—n, —1=n, 1, ’—7 an (22)
2 m . e (n+1)! R*
2
gdzie: p=——,
4a“t
4a(t-1)
2 : ) 2 4
: +1) r )=
Fl—-n, —1-n, 1, = =—n+”(n )—IT+” (”7 ) 7—4‘+ szereg hipergeo-
R L & -2 R metryczny

Przestawiajac znak calki i sumy, wykonujac catkowanie i ograniczajac si¢ do dwoch
wyrazow rozwinigcia szeregu (22), otrzymujemy:

U(I‘ f) __]-1_2_‘_ qhir Re_ﬁ_l = (_1)” U s - 17(l1+ ])1'2
| 2 m o (n+2)(n+1)! R2

(23)

Funkcja okreslona wzorem (23) jest rozwigzaniem rownania rézniczkowego (1)
z warunkami (2), (3). Wzor (23) moze by¢ wykorzystany w praktyce inzynierskiej do
obliczania poziomu wdd gruntowych przy warunkach opisanych w zagadnieniu.
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MATHEMATICAL MODEL OF DYNAMICS OF GROUNDWATER LEVEL
AS A BASIC OF ENGINEERING OBJECTS DESIGN

Abstract. The mathematical model of groundwater level fluctuation in two-layers subsoil
due to water supply was formulated. This phenomenon was described using two order
partial equation with boundary and initial conditions. In order to solve the partial equation
the Hankel transform approach was applied. The model allow to determine the ground-
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water level for two assumptions: permeable and impermeable bottom of subsoil. The
proposed model is helpful in engineering practice.

Key words: groundwater level, mathematical model
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