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Аннотация. Решена вариационная задача 

определения оптимального режима движе-
ния совместной работы двух механизмов 
грузоподъемной машины. Движение меха-
низмов описывается системой дифференци-
альных уравнениями второго порядка. Ре-
зультаты проиллюстрированы графическими 
зависимостями. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

 
Башенный кран с шарнирно-сочлененной 

стреловой системой (рис. 1) используется 
для высотного строительства [1]. 

Стреловая система таких кранов состоит 
с основной – 2 и вспомогательной – 3 сек-
ций, которые шарнирно соединены между 
собой. Основная секция поворачивается от-
носительно башни – 1. Вспомогательная 
секция сохраняет горизонтальное положение 
за счет присоединенного четырех звеньевого 
механизма. Вдоль вспомогательной секции 
передвигается грузовая тележка – 4. Измене-
ния вылета таких кранов исполняется как 
при отдельной работе механизмов передви-
жения стреловой системы и грузовой тележ-
ки, так и при совместной работе этих меха-
низмов. Во время роботы механизмов ба-
шенного крана, в переходных режимах дви-
жения (разгон, торможение) возникают зна-
чительные динамические нагрузки [2–9]. 
Они передаются на детали механизмов и на 
металлоконструкцию крана и влияют на без-
опасность эксплуатации и надежность всей 
системы. Кроме этого, при роботе механиз-
мов, возникают маятниковые колебания гру-

за, которые снижают продуктивность и 
надежность роботы крана. 

 

 
Рис. 1. Башенный кран с шарнирно-

сочлененной стреловой системой: 1 – башня; 
2 – основная секция стреловой системы; 

3 – вспомогательная секция стреловой си-
стемы; 4 – грузовая тележка; 5 – груз 

Fig. 1. Articulated jib of tower crane: 1 – tower; 
2 – jib foot; 3 – jib head; 4 – trolley; 5 – payload 

 
Для минимизации динамических нагру-

зок, а также устранения колебаний груза 
необходимо провести оптимизацию режимов 
движения механизмов башенного крана. 

 
АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ПОСЛЕДНИХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

Оптимизации режимов движения меха-
низмов грузоподъемных машин посвящено 
много робот [10–14]. Так, например, в статье 
[11] определены оптимальные режимы дви-
жения механизма изменения вылета, кото-
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рые минимизируют отклонения гибкого под-
веса груза от вертикали. В роботе [12] при-
веден способ уменьшения колебаний груза 
на гибком подвесе при роботе механизма 
поворота стрелового крана во время пере-
ходных процессов путем оптимизации ре-
жима пуска и торможения по динамическому 
критерию. В статье [13] решена вариацион-
ная задача определения оптимального режи-
ма движения механизма грузоподъемной 
машины с электроприводом постоянного 
тока. В роботе [14] выполнено моделирова-
ние движения мостового крана где опти-
мальное приводное усилие крана реализова-
но способом частотного регулирования элек-
тродвигателя. Проведена оценка эффектив-
ности оптимального управления по энерге-
тическим, электрическим, динамическим и 
кинетическим показателям. Установлены 
рациональные настройки привода для каче-
ственной реализации оптимального управле-
ния. Опираясь на ранее проведенные иссле-
дования, предложено провести оптимизацию 
режима изменения вылета башенного крана с 
шарнирно-сочлененной стреловой системой 
по энергетическому критерию. 

 
ЦЕЛЬ РОБОТЫ 

 
Цель роботы заключается в определении 

оптимального режима изменения вылета ба-
шенного крана с шарнирно-сочлененной 
стреловой системой при совместной роботе 
механизмов подъема стреловой системы и 
перемещений грузовой тележки, при кото-
ром будут минимизированы энергетические 
расходы и устранятся колебания груза. 

Для достижения поставленной цели ста-
вятся такие задачи: 1) провести математиче-
ское моделирования процесса изменения 
вылета; 2) решить вариационную задачу по 
минимизации энергетического критерия; 3) 
проанализировать полученные результаты и 
оценить эффективность практического ис-
пользования оптимального закона движения. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

 
Для проведения исследования использу-

ем динамическую модель изменения вылета 
башенного крана с шарнирно-сочлененной 
стреловой системой (рис. 2), которая показа-

на на рис. 2. За обобщенные координаты 
приняты:   угловая координата переме-
жения основной секции стреловой системы; 

1x , x  линейные координаты перемещения 
центров масс грузовой тележки и груза соот-
ветственно. 

 

 
Рис. 2. Динамическая модель изменения вы-

лета башенного крана с шарнирно-
сочлененной стреловой системой 

Fig. 2. Dynamic model of luffing articulated 
jib of tower crane 

 
Запишем кинетическую и потенциальную 

энергию системы: 
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где: 0J – момент инерции основной секции 
стреловой системы относительно оси враще-
ния; Cm , 0m , 1m , m  – массы основной и 
вспомогательной секциий стреловой систе-
мы, грузовой тележки и груза соответствен-
но; L – длина основной секции стреловой 
системы; l – длина подвеса груза; g – уско-
рение свободного падения. 

Составим уравнения движения, исполь-
зуя уравнения Лагранжа второго рода, кото-
рые запишутся так: 
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где: xx QQQ ,,
1  – обобщенные силы, которые 

соответствуют обобщенным координатам  , 
1x , x  соответственно. С рис. 2 видно что 

 MQ  ; WPQx 
1

; 0xQ . 
Определим все составляющие системы 

уравнений (3) и сделаем математические 
упрощения, после чего получим дифферен-
циальные уравнения движения, которые со-
ответствуют принятой динамической моде-
ли: 
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С третьего уравнения системы (4) запи-
шем: 
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Уравнения (5) описывают зависимости 
между перемещениями скоростями и уско-
рениями грузовой тележки и груза. 

Подставим выражения (5) в систему (4) в 
результате чего получим: 
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За критерий оптимизации примем энер-
гетические затраты на работу двух механиз-
мов при изменении вылета: 
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Критерий (7) представляет собой инте-
гральный функционал, условия минимума 
которого – уравнение Ейлера-Пуассона, ко-
торое условно можно записать так: 
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Уравнения системы (8) представляют со-
бой нелинейные дифференциальные уравне-
ния шестого порядка с переменными коэф-
фициентами. 

Для решения такой системы можно ис-
пользовать приближенные численно-
аналитические методы (методы Ритса, Га-
леркина, коллокаций и др.). 

В этих методах решения находится в ви-
де базисных функций, которые соответству-
ют заданным граничным условиям. 

Из за невозможности интегрирования 
функций, входящих в систему уравнений (6) 
в аналитическом виде, в первых двух мето-
дах, наиболее удобным следует признать 
метод коллокаций [16-20]. 

Для составления базисных функций сна-
чала определим граничные условия, которые 
устраняют колебания груза. 
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Таким образом, для устранений колеба-
ний груза в начале и конце движения необ-
ходимо чтобы выдерживались по восемь 
краевых условий для каждой обобщенной 
координаты: 
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где: T  период движения; 0 , 0x , T , Tx  
начальные и конечные значения угловой ко-
ординаты перемещения основной секции 
стреловой системы и линейной координаты 
перемещения центра масс грузовой тележки. 

При использовании метода коллокаций 
решение краевой задачи ищем в виде базис-
ных функций Б , Бx , которые являют собой 
сумы полиномов и удовлетворяют условиям 
(11): 
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где: ia , ib  коэффициенты коллокаций 
i той точки; n  количество точек колло-

каций; f , xf  полиномы восьмой степени 
которые отвечают начальным и конечным 
условиям движения (11); 

if ' , 
xi

f '  произ-
водные по времени от полиномов степени 
2( 4i ). 

Точками коллокации выбираем точки, 
которые соответствуют моментам времени 

Tn
i

)1( 
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Определим коэффициенты коллокации, 
составив систему уравнений невязок относи-
тельно naa ,...,1 ; nbb ,...,1 . 

Для этого в уравнения (8) подставим вы-
ражения базисных функций (12): 
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Решим систему трансцендентных урав-
нений (13) численным методом для разного 
количества точек коллокации. 

Для этого зададим численные значения 
всех параметров: cT 17 ; кгm 25000  ; 

кгmc 5500 ; кгm 5001  ; кгmc 2000 ; 

мL 26 ; мl 15 ; 2/81.9 cмg  ; 
Нw 1000 ; рад27,10  ; радT 2/  ; 

мx 280  ; мxT 0 ; 7..,,1n . 
В результате получим значения коэффи-

циентов коллокации (таблица). 
 

  
Рис. 3. Значения функціонала I  
Fig. 3. Values of the functional I  

 
Определим относительную погрешность 

значения функционала между соседними 
точками  . 
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Таблица. Значения коэффициентов коллокации 
Table. Values of the coefficients of the collocation 

Определим значения функционала (7) в 
зависимости от количества точек коллокации 
после чего построим график (рис. 3): 
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  (14) 

 
Для определения оптимального режима 

движения достаточно выбрать функцию с 
шестью коэффициентами невязок, поскольку 
относительная погрешность после шестой 
точки (рис. 3) значительно уменьшаетсяи. 

Запишем оптимальные законы движения 
для стреловой системы и грузовой тележки: 
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Отобразим графически изменения основ-
ных параметров шарнирно-сочлененной 
стреловой системы в течении всего периода 
движения. Представленные графические за-
висимости скоростей и ускорения обобщен-
ных координат (рис. 5 и рис. 6) показывают, 
что в начальное и конечное значения перио-
да движения скорости и ускорения равны 
нулю, что делает возможным реализацию 
оптимального режима движения. 

 

 
a) 

 
б) 

Рис. 5. Графики изменения угловых скоро-
сти (а) и ускорения (б) основной секции 

стреловой системы 
Fig. 5. The angular velocity (а) and accelera-

tion(б) profiles of the jib foot 
 

На рис. 7 начальне ненулевое значения 
движущего момента обусловлено начальным 
значением момента сопротивления от сил 
веса стреловой системы, грузовой тележки и 
груза. На рис. 8 значения движущей силы в 
начале и в конце графика обусловлены силой 
статического сопротивления движению гру-
зовой тележки. 

 
a) 

 

 
б) 

Рис. 6. Графики изменения линейных скоро-
сти (а) и ускорения (б) грузa 

Fig. 6. The linear velocity (а) and accelera-
tion(б) profiles of the payload 

 

 
Рис. 7. График изменения движущего мо-

мента основной секции стреловой системы 
Fig. 7. The curve of the jib foot driving mo-

ment 
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Рис. 8. График изменения движущей силы 

грузовой тележки 
Fig. 8. The curve of the jib crab driving force 

 
На графиках (рис. 9) видно, что значения 

мощностей меняют знак, что означает, что 
употребляемая мощность превращается в 
генерируемою. 

 

 
Рис. 9. Графики изменения мощностей 

Fig. 9. Power curves 
 

Из полученного фазового портрета опти-
мального движения груза (рис. 10) видно, 
что в конце периода движения колебания 
груза устраняются. 

Таким образом, использование инте-
грального критерия, представленного в виде 
интегрального функционала который отоб-
ражает среднеквадратическую суму мощно-
стей приводных механизмов за период дви-
жения позволяет снизить энергетические 
затраты и устранить колебания груза.  

 

 
Рис. 10. Фазовый динамический портрет оп-

тимального движения груза 
Fig. 10. Phase dynamic portrait of payload 

movement 
 

ВЫВОДЫ 
 

В результате проведенных исследований: 
1. Решена оптимизационная задача 

уменьшения энергетических затрат в про-
цессе изменения вылета башенного крана с 
шарнирно-сочлененной стреловой системой, 
которая позволяет снизить энергетические 
затраты, а также устранить колебания груза в 
конце периода движения; 

2. Полученные результаты проанализи-
рованы с помощью графического представ-
ления оптимальных законов движения ос-
новной секции стреловой системы (15) и 
грузовой тележки (16), которые осуществ-
ляются совместной работой двух механиз-
мов; 

3. Для реализации оптимального закона 
движения, необходимо полученные резуль-
таты привести, при помощи операторов пе-
редачи движения, непосредственно к при-
водным электродвигателям; 

4. Полученные результаты могут быть 
использованы при разработке системы 
управления приводами башенного крана с 
шарнирно-сочлененной стреловой системой. 
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OPTIMIZATION OF LUFING ARTICU-

LATED JIB OF TOWER CRANE 
BY ENERGETIC CRITERIA 

 
Summary. The optimal mode of motion has 
been obtained by solving the variation problem. 
The energetic consumption accepted as criterion 
of defining the optimum modes of motion. The 
mechanisms movements described by the third 
order differential equation. 
Key words: tower crane, optimization of mo-
tion, euler-poisson equation, functional, colloca-
tion method. 


