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Identyfikacja spektrum relaksacji materiatow lepkosprezystych
przy silnie zakltéconych danych pomiarowych.
Czesc I: Problem i przyktad
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Streszczenie. W pracy rozwaza si¢ problem wyznaczania cia-
glego spektrum relaksacji materialow liniowo lepkosprezystych
na podstawie dyskretnych silnie zaktéconych pomiarow mo-
dutu relaksacji. Problem identyfikacji spektrum relaksacji to
problem zle uwarunkowany, w ktorym nawet niewielka zmiana
danych doswiadczalnych moze powodowac drastyczng zmiang
uzyskanego rozwigzania. Klasycznym remedium jest regulary-
zacja problemu. Przedstawiono algorytmy aproksymacji spek-
trum relaksacji skonczonymi szeregami funkcji specjalnych
(Laguerre’a, Legendre’a, Hermite’a, Czebyszewa) optymalne;j
w sensie zregularyzowanej metody najmniejszych kwadratow.
Podano przyktad ilustrujacy proces wyznaczania spektrum relak-
sacji rzeczywistego materiatu biologicznego (probki buraka cu-
krowego badanego w stanie jednoosiowego odksztalcenia) przy
silnie zakldconych pomiarach sity reakcji probki. Zastosowano
algorytmy Laguerre’a i Legendre’a. Pokazano, ze zastosowanie
wstepnej filtracji danych pomiarowych nie wptywa istotnie na
wynik identyfikacji. Analiza teoretyczna odpornosci badanych
algorytméw identyfikacji spektrum relaksacji na zaktocenia po-
miarowe jest przedmiotem drugiej czgsci pracy.

Stowa kluczowe: lepkosprezystosé, spektrum relaksacji, identyfi-
kacja, szeregi funkcyjne, odpornos¢ na zaktdcenia, burak cukrowy.

WPROWADZENIE

Zdobycie szczegotowej wiedzy o zjawiskach dyna-
micznych zachodzacych w materiatach jest istotnym eta-
pem projektowania inzynierskiego oraz wstgpem do bu-
dowy uktadéw sterowania obiektami przemyslowymi [3,
9, 14]. Wiele materialéw posiada zarowno cechy sprezys-
tych ciat statych jak i cechy lepkich pltynow. Nazywamy je
materiatami lepkosprezystymi [2, 3, 8, 10]. Jedng z pod-
stawowych cech materialdéw sprezystych jest zdolnosé
gromadzenia energii mechanicznej podczas deformacji
pod obcigzeniem i petnego uwalniania tej energii po odje-
ciu obcigzenia. Natomiast w lepkich plynach energia me-
chaniczna zuzyta na wywolanie odksztatcenia ulega dys-

sypacji. W materiatach o wtasnos$ciach lepkosprezystych
energia mechaniczna jest w réznym stopniu gromadzona
i rozpraszana podczas cykli obcigzania i odcigzania mate-
rialu. Do modelowania matematycznego materialow,
w ktérych zachodza zjawiska gromadzenia i dyssypacji
energii skutecznie stosowane sa modele reologiczne [3, 8,
10]. Modele lepkosprezyste stosuje si¢ do opisu wiasnosci
wielu materialéw konstrukcyjnych: betonéw [10], drewna
[4], materiatéw kompozytowych [8, 10], metali i ich sto-
poéw [10], a przede wszystkim roéznorodnych polimeréw
[2, 8, 10]. Badania prowadzone w ciggu ostatnich kilku-
dziesieciu lat wykazaly, iz s one takze skutecznym na-
rzgdziem modelowania wlasnosci mechanicznych gleby
[10, 24] oraz materiatéw pochodzenia biologicznego [1, 6,
7,15, 18, 24].

Wielu autoréw [10, 12] zwraca uwage, ze peing in-
formacj¢ o wlasnos$ciach mechanicznych materiatow lep-
kosprezystych niesie ich spektrum relaksacji. Na jego pod-
stawie mozna wyznaczy¢ dowolne inne liniowe charaktery-
styki opisujgce materiaty [10, 12]. Spektrum relaksacji nie
jest jednak wprost dostepne pomiarowo, musi wigc by¢
wyznaczane w oparciu o charakterystyki dostgpne pomia-
rowo. Zadanie identyfikacji spektrum relaksacji jest zle
uwarunkowanym problemem odwrotnym [12, 18, 21].
Jego rozwigzanie (jesli istnieje) jest nieciggle wzgledem
danych zadania. Oznacza to, ze nawet bardzo mate waha-
nia danych moga powodowa¢ bardzo duze fluktuacje roz-
wigzania (p. przyktady 3 i 4 w [21]). Identyfikacja spek-
trum relaksacji wymaga wigc stosowania specjalnych me-
tod. W ciagu ostatnich kilku lat powstato kilka metod
i algorytmoéw identyfikacji spektrum czgstotliwosci 1 cza-
sow relaksacji bazujacych na rozwinigciu nieznanego
spektrum w skonczony szereg funkcyjny, przyktadowo
[16, 17, 18, 20, 22] i starsze prace tam cytowane. Algo-
rytmy te wykorzystuja pomiary zgromadzone w przepro-
wadzanym w dziedzinie czasu tescie relaksacji naprezen
[10, 11].
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Celem pracy, ztozonej z dwu czgsci, jest przeanalizo-
wanie wpltywu zakldcen pomiarowych na wyznaczony
model spektrum relaksacji. W tej pracy przedstawiono
i krotko scharakteryzowano klase metod aproksymacji
spektrum relaksacji szeregami funkcji specjalnych (Lagu-
erre’a, Legendre’a, Hermite’a, Czebyszewa). Przedsta-
wiono wyniki badan przeprowadzonych dla prébki rze-
czywistego materialu roslinnego — buraka cukrowego od-
miany Janus. Spektrum relaksacji badanej probki wyzna-
czono na podstawie oryginalnych, silnie zaktdconych,
danych pomiarowych oraz danych poddanych wstepnej
filtracji. Zastosowano algorytmy Laguerre’a i Legendre’a.
Wszystkie obliczenia wykonano w programie Mathcad 7
Professional, filtracj¢ danych przeprowadzono w progra-
mie Catman 1.2. Niewielkie rozbiezno$ci pomiedzy wy-
znaczonymi modelami spektrum relaksacji wskazuja na
odpornos¢ rozwazanych algorytméw identyfikacji na silne
zakldcenia pomiarowe. Analiza teoretyczna odpornosci
algorytmow na deterministyczne addytywne zakldcenia
pomiarow sity reakcji probki badanej w tescie relaksacji
naprezen jest przedmiotem drugiej czesci pracy.

SPEKTRUM RELAKSACIIIJEGO MODELE

W reologii przyjmuje si¢, ze liniowy modut relaksacji
(jednoosiowa funkcja relaksacji naprezen) G(z),z>0, jest
w pelni scharakteryzowany poprzez spektrum czestotliwo-
$ci relaksacji H(v) zgodnie z catkowym modelem
Maxwella postaci [10, 12]:

G(t):TH(v)e""dv , )
0

gdzie: v oznacza czgstotliwos¢ relaksacji, v>0. Spek-
trum relaksacji charakteryzuje frakcje elementow modelu
(1) o czestotliwosciach relaksacji zawierajacych si¢ po-
miedzy v a v+dv. Bedziemy zaktadad, ze rzeczywiste
spektrum relaksacji H(v) jest catkowicie nieznane, nato-
miast modut relaksacji G(¢) jest dostgpny pomiarowo.

Niech H(v)e L,(0,0), gdzie L,(0,0) oznacza prze-
strzen funkcji catkowalnych z kwadratem w przedziale
(0,0). Zbidr liniowo niezaleznych funkcji
{h (), hy(v),h5(V),....} tworzy zupelny uktad bazowy
w przestrzeni L,(0,00). Spektrum relaksacji H(v) przy-
bliza si¢ modelem postaci [17, 18, 19, 20, 22]:

W)= X g (v). @

Przyjecie modelu (2) oznacza przyblizenie modutu re-
laksacji G(¢) szeregiem funkcyjnym:

0

Gel)= [Hxl)e ™ dv= % 54). O

ANNA STANKIEWICZ

gdzie funkcje:
G ()= h(v)e " dv. 4)
0

Funkcje bazowe %, (v) w opracowanych algorytmach
dobrano tak, aby skladowe ¢ (#) modelu modutu relaksa-
cji (3) byly dane formutami analitycznymi lub rekurencyj-
nymi. Pozwala to unikngé bledéw kwadratur wystepuja-
cych przy numerycznym obliczaniu catek (4). Jako funk-
cje bazowe hk(v) przyjeto: funkcje Laguerre’a [18, 20],
funkcje Legendre’a [17, 18], funkcje Czebyszewa [19],
funkcje Hermita [22].

Dla wielu materiatow /lim,_,, G(t)=G,, >0 [3, 8, 10,
12, 18], gdzie G,, jest wartoscig ustalong modutu relaksa-

cji (ang. long-term modulus). Jest tak rowniez dla probki
buraka cukrowego badanej ponizej. Zamiast klasycznego
modelu (3) dogodnie jest wiec rozpatrywac model rozsze-
rzony (ang. augmenteed model) postaci:

Gel)=] He(W)edv+G,,. )
0

Model spektrum relaksacji ma wowczas postac:
Hy(v)=Hg(v)+G,0(v), (©6)

gdzie: &(v) oznacza delte Diraca. Nieograniczona skla-
dowa G,.6(v) spektrum relaksacji Hy () (6) odpowiada
zerowej czestotliwosci relaksacji.

ALGORYTMY IDENTYFIKACIJI SPEKTRUM
RELAKSACII

Zatézmy, ze przeprowadzono skoniczony eksperyment
dyskretny (test relaksacji naprezen [10, 11]), ktdrego re-
zultatem jest zbidr pomiaréw modulu relaksacji
G(t)=G(t;)+z(t;) w chwilach czasu #;,>0, i=1,...,N,
gdzie z(#;) oznacza zakltocenie. Problem optymalnej iden-

tyfikacji spektrum relaksacji w klasie modeli (2), (6) polega
na takim doborze wektora parametrow

gk =[g gk G,] modelu Gg(7) (3), (5), aby mo-
del ten przyblizal dane eksperymentalne {é(ti )} jak najle-

piej w sensie wskaznika:

[é(ti )= G (t; )]2 . (7

M=

Oy (gx)=

1

Tak sformulowane zadanie optymalnej identyfikacji
spektrum relaksacji jest klasycznym liniowych problemem
najmniejszej sumy kwadratow postaci
ming, cr¥* On(gx). Jednak juz dla niewielkich warto-

sci K problem ten jest wcigz zadaniem zle postawionym
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[18, 21]. Stabilizacj¢ jego rozwigzania uzyskuje si¢ stosu-
jac technike regularyzacji Tichonowa [12, 18]. Prowadzi
to do nastgpujacego algorytmu identyfikacji wektora pa-
rametréw modelu optymalnego [16, 18, 19, 20, 22]:

T 1 T =
8k = (¢N.K Dy +A IK+1,K+1T Dy Gy, (8)

gdzie:

(1) o (1) 1 B G(n)

#(ty) i (ty) 1 Glry)
natomiast A>0  jest parametrem regularyzacji,

a Ix,| g, oznacza K+1 wymiarowg macierz jednost-

kowg. Skuteczno$¢ stosowania regularyzacji zalezy od

metody doboru parametru regularyzacji. W rozwazanych

algorytmach najczesciej stosowano dwie reguty doboru
parametru A, obie nie wymagaja wiedzy apriorycznej

o wlasnosciach stochastycznych zaktdcen:

1. uogodlniona metode¢ sprawdzania krzyzowego (ang.
Generalized Cross Validation [12]) w pracach [18,
19, 20],

2. nowsa, zaproponowang po raz pierwszy w pracy au-
torki [16] dla zadania identyfikacji spektrum czasow
relaksacji, regute¢ doboru wspdtczynnika regularyza-
cji, w ktorej parametr A dobiera si¢ tak, aby zagwa-
rantowac¢ zatozona doktadnos¢ aproksymacji modutu
relaksacji (ang. Guaranteed Model Approximation)
w pracach [18, 22].

Oryginalny problem identyfikacji spektrum relaksacji
jest zadaniem zle postawionym. Przyblizenie spektrum
skonczonym szeregiem funkcji bazowych oraz odpowied-
nia regularyzacja problemu pozwolily na sprowadzenie
oryginalnego problemu do zadania dobrze postawionego
o jednoznacznym i ciaglym wzglgdem danych zadania
rozwigzaniu [18]. Czgsto jednak, szczegdlnie w warun-
kach obcigzen udarowych, pomiary modutu relaksacji
rejestrowane dla rzeczywistych materialow sg silnie za-
ktécone. W takim przypadku naturalnym podejsciem wy-
daje si¢ poddanie danych pomiarowych wstepnej filtracji.
W pracy pokazano, ze w przypadku rozwazanych algo-
rytmow aproksymacji spektrum relaksacji szeregami
funkcyjnymi nie jest to niezbegdne. Ilustruje to przyktad
przedstawiony ponize;j.

0,04

rzeczywisty test relaksacji
0,02
- - - - idealny test relaksacji

Odksztalcenie &) [-]

-0.5 1 25
Czas t[5]

Rys. 1. Przebieg odksztalcenia w rzeczywistym tescie relaksacji (10);
tg =1[s], &5 =004[-]
Fig. 1. Strain in the ramp-test (10); 7, =1[s], &, = 0,04 []
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MATERIAL BADAWCZY I EKSPERYMENT

Klasycznym sposobem wyznaczania charakterystyk
lepkosprezystych jest, ztozony z dwu faz, test relaksacji
naprezen [10, 11, 23]. W pierwszej fazie testu relaksacji
badana probka poddawana jest odksztatceniu ze stalg
predkosciag az do osiagnigcia zatozonej wartosci odksztat-
cenia utrzymywanego w drugiej fazie testu. Odksztatcenie
w takim tescie relaksacji (ang. ramp-test [11]) opisane jest
funkcja:

0 dat<0
elt)=1egt/ty dla 0<t<ty,
) dla t>tR

(10)

gdzie: tp to czas narastania odksztalcenia, a ¢ to state od-

ksztatcenie utrzymywane w drugiej fazie testu (p. rys. 1).
Walcowa probke buraka cukrowego odmiany Janus
o $rednicy i wysokosci 20 mm poddano testowi relaksacji
naprezen w warunkach stanu jednoosiowego odksztatcenia
[6]. Probke umieszczono w stalowym cylindrze uniemoz-
liwiajacym jej boczne odksztatcenie i odksztalcano po-
przez przesuwanie ttoka. Test relaksacji przeprowadzono
w warunkach obcigzen udarowych na stanowisku do ba-
dan dynamicznych opisanym w pracy [5S] w Zaktadzie
Teorii Maszyn i Automatyki Akademii Rolniczej w Lubli-
nie [6]. Probke S$ciskano wzdluz osi o 0,8 mm
(&9 =0,04[-]), stosujac  predkosé odksztatcania

&/tg =25 s™!. Oznacza to, ze ruch tloka powodujacego

odksztalcanie probki odbywat si¢ z predkoscia 0,5 ms L.
Site reakcji probki rejestrowano przez 100 [s]. Punkty
pomiarowe f; dobrano ze statym krokiem probkowania
At =0,0025[s] [6,18]. Przebieg sily reakcji probki F(¢)
zarejestrowano w 40000 punktach pomiarowych. Do iden-

tyfikacji spektrum relaksacji wybrano 1164 punkty pomia-
rowe, pierwsze 200 co Ar=0,0025s na odcinku czasu

0<7<0,5 [s], kolejne 964 punktow z okresem probkowa-
nia A4 =01s na odcinku 0,5<¢<97 [s]. Ich przebieg
przedstawia rys. 2 (szare punkty), ilustrujacy takze silne
zakldcenia pomiarowe.

140 ‘

o
s

125]

Sita reakcji probki [N]
o
S

\ \ \ \
20 40 60 80

120 100

Czas t; [s]
Rys. 2. Sita reakcji probki buraka cukrowego Janus zarejestrowana
doswiadczalnie [s] (szare punkty) oraz pomiary odfiltrowane (czarne
punkty) dla 085<¢, <97
Fig. 2. The force induced in the cylindrical sample of root of sugar
beet Janus variety recorded experimentally during ramp-test (grey
points) and the filtered measurements (black points) for sampling
instants 0,85<7, <97
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WYZNACZENIE MODULU RELAKSACII

Zastosowanie modeli reologicznych do opisu mecha-
nicznych wlasnosci probki badanego materialu uzasadniajg
wyniki badan prezentowane w wielu pracach, np. [1, 6, 18].
Danymi dla algorytméw identyfikacji spektrum relaksacji
sa pomiary modutu relaksacji. Wielkoscia bezposrednio
dostgpng pomiarowo w tescie relaksacji jest sita reakcji
badanej probki. Wynikiem eksperymentu jest zbidr pomia-
row sily reakcji probki F' (li) zgromadzonych dla ¢ >0,
i=1,...,N. Wobec tego naprezenic &()=F(t)/p,
gdzie p oznacza pole przekroju poprzecznego probki. Na-
prezenie o(z) i modul relaksacji G(¢) wiaze rownanie
catkowe [8, 10]:

(11

W literaturze znanych jest kilka algorytméw wyzna-
czania modulu relaksacji na podstawie pomiaréw napreze-
nia uwzgledniajacych niezerowy czas odksztalcania prob-
ki. Ich przeglad podaje praca [23]. W obliczeniach zasto-
sowano regule Zapasa-Crafta [11, 23]:

dla t>tp/2.

é(z_t,a/z):@ (12)

0

O jej wyborze zdecydowala nie tylko dobra odpor-
nos¢ na zaktdcenia i prosta formuta obliczeniowa, ale tak-
ze doskonata jako$¢ przyblizenia modutu relaksacji dla
niewielkich czaséw #p - w przeprowadzonym ekspery-

mencie 75 =0,0016[s]. W poréwnaniu z tradycyjng prosta
formuta G(¢)=5(t)/&, , stuszng dla idealnego testu relak-
sacji o statym odksztalceniu &, (p. rys. 1), zastosowanie

formuty (12) oznacza wprowadzenie sktadowej korekcyj-
nej rownej 75 /2. Dla uproszczenia notacji punkty pomia-
rowe f; oraz ich wartosci skorygowane f; .. =t —1ip /2

bedziemy dalej oznaczaé tym samym symbolem.

11 T

10.5

Modut relaksacji [ MPa]

Czas 1 [s]

Rys. 3. Pomiary modutu relaksacji G(z;) dla 0,85 <z, < 95 [s] (szare
punkty) oraz model modutu relaksacji Gy (¢) (czarna linia) wyznaczo-
ny metoda Laguerre’a — probka buraka cukrowego Janus

Fig. 3. The relaxation modulus measurements G(z;) for
085<1t, <95 [s‘] (grey points) and the model Gy (¢) (solid black line)
determined by using Laguerre method; sample of the sugar beet Janus
root
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WYZNACZENIE SPEKTRUM RELAKSACII
BEZ WSTEPNEJ FILTRACIJI
DANYCH POMIAROWYCH

_ Na podstawie pomiaréw sily reakcji badanej probki
{F (ti )} WyZnaczono pomiary napre¢zenia {E(t,- )}, a nastep-
nie stosujac formute (12) pomiary modutu relaksacji
{G(1,)} przedstawione na rys. 3, ktéry pozwala ocenié
intensywnos¢ zakldcen ,,pomiaréw” modutu G(t). Na
podstawie {(7 (# )} wyznaczono spektrum relaksacji stosu-
jac algorytmy Laguerre’a [18, 20] i Legendre’a [17, 18].
Model spektrum relaksacji H K(v) wyznaczony metoda
Laguerre’a przedstawia rys. 4, a metoda Legendre’a —
rys. 5. Doktadno$é dopasowania modelu G (¢) (5), (3) do
pomiardw ilustruje rys. 3. Na réwnie dobre jak w przy-
padku algorytmu Laguerre’a dopasowanie do danych po-
miarowych modelu modutu relaksacji wyznaczonego al-
gorytmem Legendre’a wskazuja wartosci wskaznikow:

1. sredniokwadratowego btedu aproksymacji pomiaréw
modutu relaksacji (p. wzor (7)):

[G ()G (s )]2 ,

M=

QLS=%QN(gK): (13)

1
N

I
—

2. S$redniokwadratowego wzglednego bledu aproksyma-
cji pomiaréw modutu relaksacji:

oLsr =3 [6()-Gx )}/ [66)T

i=1

(14)

podane w Tabeli 1. W tabeli tej zestawiono takze przyjete
parametry « (wspofczynniki skali czasu [17,18,20]) i K,
wspotczynniki regularyzacji Agcp Wyznaczone metoda
uogodlnionego sprawdzania krzyzowego, oraz normy
z rozwigzania normalnego oryginalnego zadania najmniej-

szych kwadratow Hg;g H2 1 rozwigzania zregularyzowane-

oznacza tu normg¢ ecuklidesows

go &) gkl -1,

w przestrzeni RX*!.

3 I I \ I
Hy(v) 0,039 6,55
2 i

Spektrum relaksacji [MPa-s]

| | | | | |

0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 100
Czestotliwos¢ relaksacji v [s™']

Rys. 4. Model spektrum relaksacji A (1) probki buraka cukrowego

Janus — algorytm Laguerre'a

Fig. 4. The approximate model H(v) of the relaxation spectrum of

the sample of the sugar beet Janus root — Laguerre algorithm
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15] T T T
Hy(v) 033 72
10~ :

[z
vv

| |

Spektrum relaksacji [MPa-s]
3

| |

0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 100

Czestotliwosé relaksacji v [s7]
Rys. 5. Model spektrum relaksacji H (1) probki buraka cukrowego
Janus algorytm Legendre’a
Fig. 5. The approximate model H(v) of the relaxation spectrum of
the sample of the sugar beet Janus root — Legendre algorithm

WYZNACZENIE SPEKTRUM RELAKSACII
ZE WSTEPNA FILTRACJA
DANYCH POMIAROWYCH

W tym punkcie wyznaczono spektrum relaksacji dla
danych pomiarowych {F (¢ )} poddanych wstepnej filtracji
klasyczng metoda Savitzky’ego-Golay’a [13]. Do identy-
fikacji modelu wykorzystano 1164 punkty pomiarowe
wybrane powyzej. Przebieg oryginalnych pomiarow sity
reakcji probki F(z;) i sygnatu przefiltrowanego F il (t,)
przedstawia rys. 2. Na podstawie zbioru pomiarow
{17 filtr (t; )} Wyznaczono napre¢zenia {E Sl (t; )}, a nastepnie
pomiary modutu relaksacji {5 s (& )} zgodnie z formuta
(12). Sygnaty {G(#;)} i {Gﬁm (t;)} zestawiono na rys. 6,
co pozwala oceni¢ skutecznos$é filtracji. Na podstawie
{éﬁm (¢ )} wyznaczono spektrum relaksacji Hy - (v)
stosujac algorytmy Laguerre’a i Legendre’a. Parametry «,
K i Agep, normy z rozwigzania normalnego i zregulary-
zowanego oraz wartosci wskaznikow QLS 1 QLSR poda-
no w dwu ostatnich wierszach Tabeli 1. Mniejsza wartos¢
wspolczynnika regularyzacji jest naturalna wobec stab-
szych zaktocen. Modele Hy(v) i Hg Al (v) wyznaczone

metodg Laguerre’a zestawiono na rys. 7, metoda Legen-
dre’a na rys. 8.
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Rys. 6. Pomiary modutu relaksacji G(¢;) (szare punkty) oraz
G i (¢;) (czame punkty) dla 085<¢; <95[s] — prébka buraka cu-
krowego Janus

Fig. 6. The relaxation modulus measurements G(¢;) (grey points) and
éﬁ[lr (¢;) (black points) for 0,85 <1, <95[s]; sample of the sugar beet
Janus root

UWAGA KONCOWA

W pracy wyznaczono spectrum relaksacji probki rze-
czywistego materiatu biologicznego — buraka cukrowego
odmiany Janus — na podstawie danych zgromadzonych
w dziedzinie czasu w tescie relaksacji naprgzen. Zaréwno
rejestrowana doswiadczalnie sita, jak i wyznaczony modut
relaksacji, obcigzone sg silnymi zaktoceniami. Zastosowa-
nie filtracji czesciowo te zaktdcenia niweluje. Stosowanie
wstepne;j filtracji nie jest jednak niezbedne, gdyz rozbiezno-
$ci pomiedzy spektrami Hy(v) i Hy il (v) nie sa istotne,
a lokalizacja (zaznaczonych na rys. 4 i 5 dla modeli
Hy(v), anarys. 718 dla modeli Hy gy (v)) pierwszego
Vo 1 Ostatniego v,,,. maksimum jest zblizona, zblizone
s3 rowniez ich intensywnosci Hy (v,;,) i H K filtr Vin)
oraz Hg (V) i H K filtr (Vina ). Filtracja wstepna nie
wplywa wigc istotnie na wynik identyfikacji. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze jak pokazano w drugiej czgsci pracy algorytmy
optymalnej aproksymacji spektrum relaksacji materiatow
liniowo lepkosprezystych skonczonymi szeregami funkcyj-
nymi rozpatrywane jako liniowe systemy dyskretne posia-
daja wiasnosci filtru dolnoprzepustowego.

Tabelal. Parametry o, K i A oraz wartosci wskaznikow jakosci modelu; probka buraka cukrowego Janus
T ablel. Parameters o, K, A and the values of the model quality indices; sample of the sugar beet Janus root

Algorytm K| o | 4cr | ek, | lsxl |G, [MPal| oLs (13) | oLk (14)
Laguerre’a 10 5,104 | 3,5E-3 | 4,12E+3 | 92,06516 | 9,81212 | 0,63224 0,00136
Legendre’a 10 0,388 0,022 | 1,095E+3 | 71,75919 | 9,76799 | 0,59594 0,00134
Laguerre’a z filtracja | 10 6,531 4E-4 2,85E+3 | 147,5758 | 9,76166 | 0,30464 0,00073
Legendre’a z filtracjg | 10 0,395 | 0,0012 | 3,77E+2 | 50,21287 | 9,71011 | 0,53484 0,00051
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Rys. 7. Modele spektrum relaksacji: # (v) (linia ciagta) i H 4, (v)
(linia przerywana) probki buraka cukrowego Janus — algorytm
Laguer-re'a
Fig. 7. Models: H (v) (solid line) and Hy 4, (v) (dash line) of the
relaxation spectrum of the sample of the sugar beet Janus root —
Laguerre algorithm
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Rys. 8. Modele spektrum relaksacji: H (v) (linia ciggta) i H . (v)
(linia przerywana) probki buraka cukrowego Janus — algorytm
Legen-dre'a

Fig. 8. Models: /7 (v) (solid line) and H 4, (v) (dash line) of the
relaxation spectrum of the sample of the sugar beet Janus root —
Legendre algorithm
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IDENTIFICATION OF THE RELAXATION SPECTRUM
OF VISCOELASTIC MATERIALS UNDER STRONG
NOISE MEASUREMENT DATA.

PART I. PROBLEM AND EXAMPLE

Summary. The two-part paper deals with the problem of re-
covery of continuous relaxation spectrum of linear viscoelastic
materials from discrete-time noise corrupted measurements of
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relaxation modulus obtained in stress relaxation test. This prob-
lem is known to be severely Hadamard ill-posed. Thus even
small changes in measurement data can lead to arbitrarily large
changes in the relaxation spectrum. In remedy, respective regu-
larization of the original problem can be used. Noise robustness
issues are studied. A class of identification algorithms based
on the least-squares approximation of relaxation modulus by
finite serious of some special functions (Laguerre, Legendre,
Hermite, Chebyshev) and using Tikhonov regularization to
guarantee the stability of the scheme is considered. An exam-
ple of the relaxation spectrum identification of the beet sugar
root sample in the state of the uniaxial deformation based on
the strong-noise corrupted measurements of the time-varying
force induced in the specimen is given. The Laguerre and
Legendre algorithms are applied. The relaxation spectrum
models determined for original noise data and the filtered one
are congruent. Thus the initial filtering of noise measurements
is not necessary when the considered algorithms are used.
Theoretical analysis of the noise robustness of the relaxation
spectrum identification schemes is the subject of the second
part of the paper.

Key words: viscoelasticity, relaxation spectrum, identification,
special functions series, noise robustness, sugar beet root.



