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Аннотация. Динамический радиус и ра-
диус качения шин низкого и сверхнизкого 
давления существенно различаются. Однако 
совремённая теория качения не даёт одно-
значного ответа на вопрос, какой из радиу-
сов следует применять при расчётах. Про-
верка теории качения на соответствие закону 
сохранения энергии показала, что примене-
ние радиуса качения является корректным, а 
применение динамического радиуса – некор-
ректным. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

 
В аграрном производстве широко приме-

няются колёсные машины и агрегаты на энер-
госберегающих шинах низкого и сверхнизкого 
давления, которые обеспечивают высокое 
сцепление, агротехническое допустимое 
буксование и минимальные затраты энергии 
при движении агрегатов в самих неблаго-
приятных условиях работы [1, 2, 3]. 

Особенностью таких шин является их 
значительная нормальная деформация и, как 
следствие, существенное различие между 
значениями динамического радиуса дr  (рас-
стояния от опорной поверхности до оси ко-
леса) и радиуса качения кr : 

αω
тт

к
Lvr  .  (1) 

где: тv  – продольная составляющая поступа-
тельной скорости движения колеса, взятой 
без учёта проскальзывания или буксования; 
ω  – угловая скорость вращения колеса в 
плоскости его вращения; тL  – продольная 
составляющая теоретического пути, прой-

денного колесом; α  – угол поворота колеса в 
плоскости его вращения.  

Однако современная теория качения эла-
стичного колеса не даёт однозначного ответа 
на вопрос, какой радиус следует применять 
при расчёте силовых показателей работы ко-
леса. 

Представители одной научной школы [4, 
С. 54; 5, С. 57], опираясь на очевидные гео-
метрические соображения, принимают, что 
показателем взаимосвязи между приложен-
ным к колесу крутящим моментом кМ  и си-
лой тяги колеса кР  является динамический 
радиус колеса дr . 

А представители второй школы [6, С. 22, 
28; 7, С. 17, 33; 8] используют иные подходы 
и получают, что этим показателем является 
радиус качения кr .  

Но значения этих радиусов в отдельных 
случаях могут различаться на 15…25 % [8, 
C. 13], что подрывает доверие к теории каче-
ния: любые результаты расчётов колёсных 
движителей можно оспорить, противопоста-
вив им другие.  

Первым обратил внимание на возмож-
ность различных подходов в этом вопросе 
Е.А.Чудаков [9, С. 19, 32]. 

Но вместо поиска причины разногласий 
он приравнял альтернативные уравнения и 
вывел из них корректирующее соотношение 
для коэффициента сопротивления перекаты-
ванию колеса f , обеспечивающее одинако-
вость результатов, получаемых при приме-
нении того или иного радиуса [9, С. 31]. 

Однако такое решение не выдерживает 
проверку на граничные условия, заключаю-
щуюся в том, что любое корректное постро-
ение должно давать правильные результаты 
в условиях, когда входные переменные при-
ближаются к крайним допустимым для них 
значениям. 
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В данном случае, предполагая значения 
продольного сноса a  и момента сопротив-
ления перекачиванию fM  стремящимися к 
нулю, получаем два различных уравнения, 
не могущие давать одинаковые результаты. 

Это свидетельствует об искусственности 
решения, предложенного Е.А. Чудаковым. 

Данное направление, в котором полагают 
правомерным применение обоих радиусов 
одновременно, поддерживают также авторы 
работ [10 – 14]. 

В частности, В.И. Копотилов полагает, 
что динамический радиус должен приме-
няться при анализе работы колеса с силовой 
точки зрения, а радиус качения – при анализе 
с энергетической точки зрения [13, 14]. 

 
АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ПОСЛЕДНИХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 
 
Результаты многих скрупулёзных теоре-

тических и экспериментальных исследова-
ний подтверждают правильность подходов 
второй научной школы [15–18]. 

Её расчётные соотношения отражены и в 
действующем ГОСТ 17697-72 [19, п. 38].  

Однако никакие доказательства коррект-
ности положений одной из научных школ не 
могут служить доказательством некоррект-
ности положений другой. 

В связи с этим в настоящее время про-
должают существовать обе научные школы и 
упомянутое выше противоречие между ни-
ми, что, по нашему мнению, свидетельствует 
о низком качестве теории качения эластич-
ного колеса как науки.  

В предыдущей статье автора была сдела-
на попытка применить для разрешения про-
тиворечия такой мощный и эффективный 
инструмент исследования, как закон сохра-
нения энергии. 

Однако всесторонняя проверка коррект-
ности теории качения с точки зрения этого 
закона там проведена не была. 

 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 
Целью работы является уточнение теории 

качения эластичного колеса путём всесто-
ронней проверки её корректности с точки 
зрения закона сохранения энергии. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 
Исследование №1. Авторы работ [4, 5] 

полагают следующее: 
а) показателем взаимосвязи между кру-

тящим моментом колеса 
кМ  и его силой тяги 

кР  является динамический радиус колеса дr ; 
б) показателем взаимосвязи между угло-

вой скоростью вращения колеса   и про-
дольной составляющей его теоретической 
поступательной скорости тv  является ради-
ус качения кr . 

Это означает, что в процессе изменения 
значений радиусов колеса (неизбежных при 
существенном изменении нормальной 
нагрузки) сила тяги кР  изменяется по зако-
ну, определяемому законом изменения ди-
намического радиуса дr , а поступательная 
скорость тv  – по закону изменения радиуса 

качения кr . 
Однако это противоречит "золотому пра-

вилу" механики, которое является следстви-
ем из закона сохранения энергии и гласит: во 
сколько раз мы проигрываем в скорости, во 
столько же раз выигрываем в силе.  

В соответствии с этим правилом в каче-
стве показателя взаимосвязи в обоих пунктах 
должен применяться один и тот же радиус, 
но это требование, как видим, в данном слу-
чае не соблюдается. 

Для выяснения того, какой же радиус 
должен фигурировать в пп. а) и б), учтём, 
что пункт б) является прямым следствием из 
известного определения радиуса качения кr  
(1), что означает его истинность. 

Отсюда необходимо следует вывод о том, 
что в соответствии с "золотым правилом ме-
ханики" показателем взаимосвязи между 
крутящим моментом колеса кМ  и его силой 
тяги кР  должен быть тот же радиус, что и в 

п. б, т.е. радиус качения колеса кr . Динами-

ческий радиус колеса дr  в соответствии с 
"золотым правилом механики" не может 
быть показателем упомянутой взаимосвязи, 
вследствие чего его применение следует по-
лагать некорректным. 

Исследование №2. Предположим, что 
коллизия является следствием различных 
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методических подходов каждой из научных 
школ. Авторы работ [4, 5] рассматривают 
силовое равновесие колеса и изначально 
вводят в схему сил именно динамический 
радиус, который и перемещается в оконча-
тельный результат. А авторы работ [6, 7] 
рассматривают баланс мощности колеса, при 
составлении которого опираются на радиус 
качения, который в конечном счёте и пере-
мещается в окончательный результат.  

В этом случае представляет интерес по-
иск взаимосвязи между величинами кМ  и 

кР  способом, который изначально не опира-
ется ни на какой из радиусов колеса. Он 
должен привести к некоторому показателю 
взаимосвязи, который, возможно, будет 
представлять собой один из конкурирующих 
радиусов, что подтвердит правомерность 
применения этого и неправомерность при-
менения другого радиуса. И такой методиче-
ский подход возможен – это составление ба-
ланса энергий и работ, выполняемых равно-
мерно движущимся колесом – рис. 1.  

 

 
Рис. 1. К составлению уравнения баланса 

энергий и работ 
Fig. 1. To drawing up the equation of energy 

balance 
 

Подвод энергии осуществляется крутя-
щим моментом кМ , поворачивающим коле-
со в плоскости его вращения на некоторый 
угол α . Значение этой энергии (работы) рав-
но αкМ . Упомянутый поворот колеса со-
провождается по крайней мере одним из 
двух таких явлений: 

• некоторым действительным поступа-
тельным перемещением колеса дL ; 

• некоторым пробуксовыванием колеса 
δL , которое представляет собой поступа-

тельное перемещение протектора шины от-
носительно опорной поверхности в направ-
лении, противоположном теоретической 
скорости движения.  

На пути действительного перемещения дL  
колесо выполняет полезную работу кд РL . 

На пути буксования δL  рассеивается 
энергия xRLδ , где: xR  – продольная реакция 
дороги. Данная реакция численно равна силе 
тяги колеса кР , вследствие чего рассеивае-
мая энергия может быть записана в виде 

кδРL . 
В процессе преодоления момента сопро-

тивления перекатыванию aRz  колесо вы-
полняет работу αaRz . 

Таким образом, баланс энергий и работ, 
выполняемых колесом, имеет вид: 

αaR)LL(PαМ zδдкк  . 
Однако сумма величин дL  и δL  пред-

ставляет собой теоретический путь поступа-
тельного перемещения колеса тL , вследствие 
чего баланс энергий и работ принимает вид: 

αα ткк aRLPМ z .  (2) 
Из баланса (2) следует соотношение 

aRLPМ z
α

т
кк ,  (3) 

свидетельствующее о том, что показателем 
взаимосвязи между крутящим моментом ко-
леса кМ  и его силой тяги кР  является некая 

величина 
α

тL
. Согласно определению (1) она 

представляет собой радиус качения колеса 

кr , но не динамический радиус дr . Т.е. и в 
этом случае получено, что динамический ра-
диус дr  не является показателем упомянутой 
взаимосвязи, что подтверждает некоррект-
ность его применения. 

Исследование №3. Равенство (3) вытекает 
из баланса энергий и работ (2), подчинённо-
го закону сохранения энергии; а альтерна-
тивное равенство (содержащее динамиче-
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ский радиус) противоречит равенству (3) т.е. 
противоречит закону сохранения энергии. 
Одно это является достаточным основанием 
для признания ошибочности применения ди-
намического радиуса [20, с. 63]. 

Исследование №4 заключается в числен-
ной проверке баланса (2) на предмет того, 
действительно ли он, как утверждается в 
предыдущем пункте, не соблюдается в слу-
чае применения динамического радиуса. 

Предположим, что имеем колесо со сле-
дующими параметрами и показателями 
нагружения: радиус качения кr  равен 1,0 м; 

динамический радиус дr  может быть лю-
бым, не равным радиусу качения, примем 
его равным 0,8 м; крутящий момент кМ = 
= 10 Н·м; угол поворота колеса в плоскости 
вращения  = 1,0 рад; нормальная реакция 
дороги zR  = 20 Н; продольный снос нор-
мальной реакции a  равен 0,1 м.  

Согласно определению (1) значение тео-
ретического пути тL  = αкr  = 1,0 м. 

В соответствии с применяемым в работах 
[4, 5] соотношением aRrРM z дкк  значе-

ние силы тяги колеса кР  равно 

дк /)( raRM z = (10–20·0,1)/0,8 = 10,0 Н. 
Подстановкой всех полученных значений 

в баланс (2) получаем: 
• левая часть баланса (энергия, подведен-

ная к колесу) равна: 
αкМ = 10·1,0 = 10,0 Дж, 

• правая часть баланса (работа, выпол-
ненная колесом), равна: 

αтк aRLP z = 10,0·1,0+20·0,1·1,0= 12 Дж. 
Баланс не соблюдается: колесо, расчёт 

которого производится с применением ди-
намического радиуса, меньшего, чем радиус 
качения, должно представлять собой источ-
ник даровой энергии (вечный двигатель), 
что, как известно, невозможно. 

В противоположном же случае (при 
дr > кr ) колесо должно представлять собой 

"черную дыру", в которой энергия бесследно 
исчезает. 

Соблюдение баланса (2) обеспечивается 
только в одном единственном случае – когда 
сила тяги колеса кР  равна 8,0 Н, что дости-

гается при вычислении её с применением ра-
диуса качения кr . 

Но при этом возникает вопрос, по какой 
причине авторы работ [4, 5] приходят к лож-
ному заключению о возможности примене-
ния динамического радиуса? Чтобы ответить 
на него, рассмотрим рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Эпюра распределения линейных ско-

ростей движения точек жёсткого колеса в 
сечении ОАВ 

Fig. 2. Distribution diagram linear velocities 
rigid wheel points in section OAB 

 
Предположим, что изображённое на нём 

эластичное колесо имеет такую малую нор-
мальную загрузку, при который его нор-
мальная деформация практически отсутству-
ет и оно ведёт себя точно так же, как и абсо-
лютно твёрдое колесо. 

Предположим также, что диск 1 колеса 
приводится во вращение с угловой скоро-
стью  , а буксование или проскальзывание 
колеса относительно опорной поверхности 
отсутствует.  

Точка В контакта колеса с опорной по-
верхностью будет представлять собой мгно-
венный центр вращения колеса в его абсо-
лютном движении, вследствие чего линей-
ные скорости движения точек О и А будут 
равны: 

• линейная скорость т.О: 
кт rv  ;   (4) 

• линейная скорость т.А колёсного диска 
диаметром d: 

)5,0(5,0 кт drdvvА   . (5) 
Поскольку точка В представляет собой 

мгновенный центр вращения колеса, то её 
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линейная скорость и длина вектора скорости 
равны нулю.  

Соединив прямыми линиями концы век-
торов скоростей точек О, А и В, получаем 
эпюру распределения линейных скоростей 
точек жёсткого колеса в сечении ОАВ. Она 
по всей длине являет собой прямую линию, 
что свидетельствует об одинаковости угло-
вых скоростей вращения жёсткого колеса во 
всём упомянутом сечении. 

Рассмотрим второй случай качения коле-
са: нормальная нагрузка большая, наблюда-
ется существенная нормальная деформация 
шины – рис. 3.  

В этом случае необходимо учитывать, 
что брекерный пояс современных радиаль-
ных шин имеет большую эластичность в ра-
диальном направлении и большую жесткость 
в окружном, вследствие чего беговая дорож-
ка "... ведет себя при качении колеса подобно 
тракторной гусеничной ленте" [21, С. 38]. 

При таких условиях путь тL , проходи-
мый колесом при его повороте в плоскости 
вращения, будет таким же, как и в предыду-
щем случае. 

 

 
Рис. 3. Эпюра распределения линейных ско-
ростей движения точек эластичного колеса в 

сечении ОАВ′ 
Fig. 3. Distribution diagram linear velocities 

elastic wheel points in section OAB' 
 
Это означает, что радиус качения колеса 

(согласно выражению (1)) и линейная ско-
рость движения т.О (согласно выражению 
(4)) в данном случае тоже будут такими, как 
и в предыдущем случае. На рис. 3 это отра-
жено вектором тv  скорости движения т.О, 
равным такому же вектору на рис. 2. 

В соответствии с соотношением (5) линей-
ная скорость движения т. А тоже останется без 

изменений, что отражено на рис. 3 вектором 
Аv . 

Линейная скорость и длина вектора ско-
рости т. В' (мгновенного центра вращения 
колеса) равны нулю. 

Соединив концы векторов скоростей то-
чек О, А и В' прямыми линиями, получаем 
эпюру распределения линейных скоростей 
точек эластичного колеса в сечении ОАВ′. 
Она представляет собой ломаную линию, что 
свидетельствует о различных угловых скоро-
стях участков ОА и АВ′ сечения ОАВ′ колеса. 
На участке ОА угловая скорость вращения 
остаётся той же, что и раньше, равной ω. Но 
на участке АВ' угловая скорость ω′ несколько 
больше, потому что на меньшем, чем у жёст-
кого колеса, плече АВ′ (равном dr 5,0д  ) 
она обеспечивает ту же линейную скорость 

Av , что и у жёсткого колеса: 
)5,0(ω)5,0(ω дк drdrvA  . 

Увеличение угловой скорости шины в 
сечении ОАВ′ происходит за счет тангенци-
альных деформаций боковин. Это, в частно-
сти, даёт объяснение тому факту, что при 
работе шин с пониженным давлением возду-
ха, несмотря на большую радиальную эла-
стичность, катастрофически быстро разру-
шаются боковины. 

Из последнего уравнения следует, что уг-
ловая скорость вращения участка АВ' сече-
ния ОАВ' эластичного колеса равна: 

.
)5,0(
)5,0(

ωω
0д

0к

dr
dr




   (6) 

Вследствие этого эластичное колесо 
нельзя рассматривать как монолитное за-
твердевшее тело.  

Применяя принцип затвердевания и ди-
намический радиус, эластичное колесо сле-
дует представлять в виде двух твердых тел, 
шарнирно соединенных между собой – ко-
лесного диска с посадочным диаметром d, 
вращающегося с угловой скоростью ω, и 
шарнирно прикрепленного к нему рычага 
длиной АВ′ = dr 5,0д  , угловая скорость 

вращения которого ( ω ) несколько больше, 
чем ω , и определяется по выражению (6). 
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Только в таком случае механическая мо-
дель колеса, опирающаяся на динамический 
радиус, будет физически корректной. 

Силы, действующие в такой механиче-
ской системе, невозможно определить с по-
мощью элементарного уравнения её равно-
весия под действием приложенных сил и 
моментов, что и ввело в заблуждение авто-
ров работ [4, 5]. Это можно сделать только с 
помощью уравнения, составленного для ба-
ланса мощности или работ колеса. 

С другой стороны, можно применять и 
простейшую модель эластичного колеса – в 
виде монолитного недеформируемого твёр-
дого тела, взаимодействующего с опорной 
поверхностью на плече, равном радиусу ка-
чения эластичного колеса кr . В силу просто-
ты этой модели и соответствующих ей рас-
четных соотношений целесообразно приме-
нять именно её. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Применение динамического радиуса в 

теории качения эластичного колеса противо-
речит закону сохранения энергии и след-
ствиям из него, вследствие чего однозначно 
должно быть признано некорректным. При-
чиной этого является неправомерное пред-
ставление эластичного колеса в виде моно-
литного затвердевшего тела, взаимодей-
ствующего с опорной поверхностью на пле-
че, равном динамическому радиусу. 

2. Научная школа теории качения, опи-
рающаяся на радиус качения колеса кr  и 
представленная в ГОСТ-17697-72, безупреч-
на с точки зрения закона сохранения энер-
гии. 

3. Научная школа, опирающаяся на дина-
мический радиус дr , таковой не является.  

3. При расчётах колёсных движителей, у 
которых динамический радиус и радиус ка-
чения различаются несущественно, можно 
применять как тот, так и другой радиус. Од-
нако при расчетах движителей низкого и 
сверхнизкого давления, у которых упомяну-
тые радиусы существенно различаются, 
применение динамического радиуса будет 
приводить к существенным ошибкам конеч-
ного результата. 
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ONCE AGAIN ABOUT RADIUS  

OF ELASTIC WHEEL 
 

Summary. The loaded radius and effective roll-
ing radius of the low and ultralow pressure tires 
are significantly different. However, the modern 
theory of rolling does not give an unambiguous 
answer to the question which of the radiuses 
should be used in the calculations. Verification 
of the theory of rolling concerning its conformi-
ty to the energy conservation law has shown the 
following: the application of the effective roll-
ing radius is correct and the use of the loaded 
radius is incorrect. 
Key words: elastic wheel, loaded radius, effec-
tive rolling radius, law of conservation of ener-
gy. 


