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Аннотация. Комбинированные сельско-

хозяйственные машинно-тракторные агрегаты пред-

ставляют собой многоэлементные мобильные ма-

шины. При изменении структуры исследуемых мно-

гоэлементных агрегатов необходимо заново пере-

страивать математическую модель, что приводит к 

увеличению затрат времени на исследование. Про-

веденный анализ работ направленных на изучение 

динамики машинно-тракторных агрегатов показал, 

что существующие методологии исследований не 

позволяют изучать динамику агрегатов произволь-

ных структур. Для решения задач динамики неголо-

номных систем необходимо формировать уравнения 

динамики и обосновать уравнения связей. В работе 

обоснованы кинематические связи пространствен-

ной математической модели движения многоэле-

ментных мобильных машин, на примере сельскохо-

зяйственных машинно-тракторных агрегатов. 

Сформированы уравнения кинематических связей 

трактора, бункера для посевного материала и сеял-

ки. Обоснованы уравнения связей и скоростей вра-

щения колѐс. Представлены схемы проекций скоро-

стей точек рамы трактора, бункера и сеялки на 

плоскости. В качестве управляющего воздействия 

принят угол поворота управляемых колѐс. Для каж-

дого элемента агрегата обосновано количество сте-

пеней свободы. В качестве уравнений связей эле-

ментов агрегатов принято равенство проекций ско-

ростей точек соединения на глобальную систему ко-

ординат. 

Формирование кинематических связей много-

элементного машинно-тракторного агрегата на при-

мере посевного агрегата позволяет исследовать про-

странственную динамику машины. Кинематические 

связи необходимые для моделирования движения 

агрегата разделены на структурные части, не зави-

сящие друг от друга. Перестановка элементов ме-

стам не влияет на математическую модель динамики 

в целом. 

Методология позволяет исследовать различные 

типы связей между элементами мобильных машин. 

В случае изучения движения многоэлементного по-

севного сельскохозяйственного агрегата упрощают-

ся исследования влияния компоновочных схем на 

динамику его функционирования. 

Ключевые слова: кинематические связи, мате-

матическая модель, трактор, бункер, сеялка. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

Сельскохозяйственные машинно-тракторные 

агрегаты представляют собой многоэлементные мо-

бильные машины. Комбинированные посевные аг-

регаты состоят из трѐх элементов, таких как трак-

тор, ѐмкость для посевного материала и сеялки, ко-

торые движутся последовательно друг за другом [1]. 

Основные компоновочные схемы посевных агрега-

тов, у которых ѐмкость и сеялка могут менять по-

следовательность расположения [2] или ѐмкость для 

посевного материала может находиться на тракторе 

и быть жѐстко связанная с ним. Динамика данных 

многоэлементных машин остаѐтся недостаточно ис-

следованной. При изменении структуры исследуе-

мой многоэлементной мобильной машины необхо-

димо заново перестраивать математическую модель, 

что приводит к увеличению затрат времени на ис-

следование. 

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ПУБЛИКАЦИЙ И 

ИССЛЕДОВАНИЙ 

Для исследования динамики многоэлементных ма-

шин применяют уравнения Лагранжа 2-го рода [3, 

4]. Существует работа [5] в которой движение мо-

бильной машины изучают совместно с полуприце-

пом с помощью уравнений Лагранжа 1-го рода. Ма-

тематическая модель движения одной машины [6-8] 

неоднократно была исследована. Исследована ди-

намика и устойчивость мобильной машины [9-12]. 

Сельскохозяйственные машины и агрегаты в иссле-

дованиях динамики представляли в виде одно, двух 

и трѐх массовых моделях в работах [13-16]. 

В приведенных работах математическая модель 

движения многоэлементной машины является це-

лостной и при изменении структуры или внутрен-

них связей, необходимо перестраивать еѐ заново, 
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что приводит к увеличению затрат труда и време-

ни на исследования. Если число элементов более 

двух и расстояние от задней оси мобильной машины 

до точки прицепа больше нуля, то не существует 

решения для уравнений Лагранжа 2-го рода [17]. 

Из этого следует, что для корректного решения 

задач динамики неголономных систем необходимо 

сформировать основные уравнения динамики [18] и 

обосновать уравнения связи, как это сделано на 

примере работ [19] для плоскопараллельного дви-

жения машинно-тракторного агрегата. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Целью данной работы является формирование 

кинематических связей, углов и скоростей колѐс 

пространственной математической модели движе-

ния многоэлементного машинно-тракторного агре-

гата. Предложенная методология при изменении 

структуры исследуемой многоэлементной мобиль-

ной машины позволит перестраивать математиче-

скую модель с минимальными затратами. 

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА 

Для решения поставленной задачи, рассмотрим 

пространственную динамическую модель колѐсного 

трактора классической компоновки с передними 

управляемыми колѐсами, которая представлена на 

рис. 1 и используем следующие обозначения: 

XOYZ  – глобальная система координат; xoyz  – свя-

занная система координат; т. o  – центр масс трак-

тора; т. O  – центр глобальной системы координат; 

 ,,  – углы поворота модели вокруг соответ-

ствующих осей zyx ,, ; m  – масса трактора; 

zyx JJJ ,,  – приведенные моменты инерции трактора 

к соответствующим осям;   – поступательная ско-

рость движения; Dhf , Dhr  – передняя и задняя 

точки навески (присоединения технологического 

оборудования); l  – база трактора; 1l  – расстояния 

от центра масс до оси передних колѐс; 2l  – расстоя-

ния от центра масс до оси задних колѐс; 1b  – колея 

передних колѐс; 2b  – колея задних колѐс; zz hrahfa ,  

– расстояние от центра масс трактора до оси перед-

них и задних колѐс по оси z ; 22211211 ,,, rrrr  – радиус 

переднего левого, переднего правого, заднего лево-

го, заднего правого колѐс; 22211211 ,,, PkPkPkPk  – ка-

сательная сила тяги на переднем левом, переднем 

правом, заднем левым, задним правым колѐсами; 

22211211 ,,, PfPfPfPf  – сила сопротивления качению 

переднего левого, переднего правого, заднего лево-

го, заднего правого колѐс; 22211211 ,,,  PPPP  – 

сила бокового увода переднего левого, переднего 

правого, заднего левого, заднего правого колѐс; 

22211211 ,,, NkNkNkNk  – нормальная сила реакции на 

переднем левом, переднем правом, заднем левым, 

задним правым колѐсами; 22211211 ,,, CwCwCwCw  – 

приведенная жѐсткость шины переднего левого, пе-

реднего правого, заднего левого, заднего правого 

колѐс; 22211211 ,,, kwkwkwkw  – приведенная податли-

вость шины переднего левого, переднего правого, 

заднего левого, заднего правого колѐс; 

22211211 ,,, MkMkMkMk  – крутящий момент на перед-

нем левом, переднем правом, заднем левым, задним 

правым колѐсами. Приведенные обозначения анало-

гичны для рис. 4 и рис. 6. 

 
Рис. 1. Пространственная динамическая модель 

колѐсного трактора классической компоновки с пе-

редними управляемыми колѐсами 

Fig. 1. The spatial dynamic model of wheeled 

classic layout tractor with front steering wheels 

Рассмотрим рис. 2, где представлена проекция 

скоростей характерных точек рамы трактора на ее 

плоскость, соответствующие углы и положение 

мгновенного центра скоростей рамы – т. Р. 

 
Рис. 2. Распределение скоростей в плоскости 

рамы трактора 

Fig. 2. The velocity distribution in the plane of the 

tractor frame 

 

В качестве управляющего воздействия на агре-

гат примем угол поворота управляемых колѐс ψ. 

Выразим проекции скоростей характерных точек 

рамы на связанную с ней плоскость Cxy и проекцию 

угловой скорости рамы на перпендикулярную ей ось 

Cz через проекцию скорости т. B на плоскость Cxy. 

Очевидно: cosAxyBx vv  , откуда: 

 
cos

Bx
Axy

v
v  .                           (1) 
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Заметим, что угол ψ достаточно острый, чтобы 

формула (1) не вырождалась. 

Так как угол ψС для проекции скорости центра 

масс легко находится из выражения: 

  tgtg 
PB

l

l

BC

PB

BC
C ,              (2) 

где: 
l

l

l

BC 2 , 

то CBxBxCxy v
PB

PC
vv cos .                  (3) 

Можно найти: 




222 tg1

1

tg1

1
cos







C

C  

и 







222 ctgctg1

1
sin







C

C . 

Поэтому: 

 
 22tg1

1


 BxCxy vv .                           (4) 

Аналогично: 
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 11

2

11

tg1
cos 21

21

11



 xyC

xC

xyC v
v

v ,                (7) 

где: 
l

b
5,0 .  

Так как: 
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Угловая скорость поворота трактора в плоско-

сти рамы определяется: 

 
l

v

PB

l

l

v

PB

v BxBxBx

z




tg
 .            (10) 

Итак, возьмем в качестве независимых скоро-

стей трактора псевдоскорости BzBx vv ,  ( 0Byv ), и 

yx  ,  ( z  определяется из (10)). 

Запишем кинематическое выражение для скоро-

сти т. В: 
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    (11) 

где: тр

абсT  – матрица поворота от абсолютной к свя-

занной системе координат трактора (большими бук-

вами обозначены: C – cos, S – sin, соответственно, 

углов, обозначенных нижним индексом) [20]. 

Откуда получаем 3 уравнения, связывающие 7 

скоростей ( z  уже выражено из (10), а 0Byv ): 

Bzy

zx

Bxy

vlZtYtXt

lhZtYtXt

vhZtYtXt




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2232221
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
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







 

Таким образом, имеем, например: 

 

yBz

y

x

yBx

lZtYtXtv

Z
h

tt

Y
h

tt
X

h

tt

hZtYtXtv











2333231

2313

22122111

131211

tg
tg

tgtg


























       (12) 

Отсюда видно, что без учета неголономных свя-

зей рама имеет как твердое тело 6 степеней свободы, 

а, значит, 6 независимых скоростей  

zyxZYX  ,,,,,  . Учет заданности угла ψ и него-

лономной связи  мгновенного центра скоростей в 

плоскости Cxy, приводит к тому, что независимых 

скоростей становится 4  yZYX ,,,  , а скорости 

любых точек и две составляющие угловой скорости 

находятся по формулам (1)-(10), (12). 

С учетом вращения колес число степеней сво-

боды возрастает еще на 4. Однако их угловые ско-

рости можно выразить через проекции скоростей тт. 

C11, C12, C21, C21 на плоскость Cxy. Рассмотрим 

рис. 3. 
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Рис. 3. К определению угловой скорости колеса 

Fig. 3. To definition of wheel speed 

Вначале учтем, что модуль перпендикулярной к 

плоскости рамы составляющей скорости центра ко-

леса zCij
v


 в условиях реальной эксплуатации доста-

точно мал. По крайней мере, меньше составляющей 

скорости центра колеса в плоскости рамы xyCij
v


. 

Кроме того, маленьким будет и угол θ – угол между 

нормалью к плоскости рамы и вертикалью, т.е. угол 

между плоскостью рамы и горизонтальной плоско-

стью. Поэтому можно пренебречь влиянием этой 

составляющей на величину угловой скорости коле-

са. Итак, угловая скорость колеса при этом предпо-

ложении будет: 

 



cos

ij

ij

C

xyC

ij
Z

v
 ,                              (13) 

где: 
ijCZ  - аппликата центра колеса в абсолютной 

системе координат. 

Найдем скорость шарнира D. Для этого найдем 

вектор скорости т. D в абсолютной системе координат: 
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где: 
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TT  - транспонированная 

матрица из (11), hrx, hry, hrz – расстояния до точки 

присоединения технологических модулей в соответ-

ствии с рис. 1. 

Переведем теперь этот вектор в СК бункера, 

прицепленного к трактору в шарнире D (рис. 2, A
Б
, 

рис. 4). Будем считать, что углы 

  БББ ,,  (рис. 4) задают ориентацию 

осей связанной системы координат бункера относи-

тельно абсолютной системы координат. Тогда полу-

чим: 
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где: 
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Динамическая модель бункера для посевного 

материала представлена на рис. 4, а распределение 

скоростей в плоскости на рис. 5. 

 
Рис. 4. Динамическая модель бункера 

Fig. 4. Dynamic model of the bunker 

 
Рис. 5. Распределение скоростей в плоскости 

бункера 

Fig. 5. The velocity distribution in the plane of the 

bunker 

 

Нарисуем распределение скоростей точек рамы 

бункера по аналогии с рис. 2. 

Тогда очевидно: 

 
Б

Б

Б arctg
Ax

Ay

v

v
 ,                      (16) 

ББ

Б

ББ

ББ

ББ

ББ

ББ

Б

ББ

Б

Б
sin

BA

v

BA

v

BA

BA

PA

v

PA

v AyAxyAxyAxy

z 


 , (17) 

 БББББ ACvv AC  


.                   (18) 

Из последнего выражения, переписанного в аб-

солютной системе координат, получим: 
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Это позволяет, как видно, выразить 3 обобщен-

ные скорости  БББ ,, ZYX   через 2 независимые -  

БББ ,, zyx  . 

Совершенно аналогично записываем выражения 

для скоростей сеялки и на рис. 6 представим про-
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странственную динамическую модель сеялки. 

 

 
Рис. 6. Динамическая модель сеялки 

Fig. 6. Dynamic model of sowing machine 

 

 
Рис. 7. Распределение скоростей в плоскости 

сеялки 

Fig. 7. The velocity distribution in the plane sowing 

machines 

Скорости т. CA  сеялки находим аналогично 

(15) из скорости т. БD : 
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Из последнего выражения, переписанного в аб-

солютной системе координат, получим: 
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ВЫВОДЫ 

1. Подход предложенный в данной работе поз-

воляет сократить затраты труда и времени на моде-

лирование движения многоэлементных мобильных 

машин в пространстве при изменении их структур. 

Данная методология построения математической 

модели позволяет с минимальными затратами ре-

сурсов вносить изменения в математический аппа-

рат исследуемого процесса. При изменении струк-

туры исследуемой многоэлементной мобильной 

машины изменяются только уравнения связи, что 

позволяет сократить затраты на разработку матема-

тической модели. 

2. Формирование кинематических связей много-

элементного машинно-тракторного агрегата на при-

мере посевного агрегата позволяет исследовать про-

странственную динамику машины. Кинематические 

связи необходимые для моделирования движения 

агрегата разделены на структурные части, не зави-

сящие друг от друга. Перестановка элементов ме-

стам не влияет на математическую модель динамики 

в целом. 

3. Методология позволяет исследовать различ-

ные типы связей между элементами мобильных ма-

шин. В случае изучения движения многоэлементно-

го посевного сельскохозяйственного агрегата упро-

щаются исследования влияния компоновочных схем 

на динамику его функционирования. 
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TO DETERMINE THE KINEMATIC LINKS, 

ANGLES AND SPEED WHEEL SPATIAL 

MATHEMATICAL MODEL OF 

MULTIELEMENT TRACTOR UNITS 

 

Summary. Combined agricultural machine and 

tractor units are multi-element mobile machines. When 

the structure of the investigated multielement aggregates 

must re reconstruct a mathematical model, which leads 

to an increase in time spent on research. The analysis 

work aimed at understanding the dynamics of the ma-

chine and tractor units showed that the existing research 

methodology does not allow us to study the dynamics of 

units of arbitrary structures. To solve the problems of 

the dynamics of nonholonomic systems is necessary to 

form dynamic equations and justify equations. We justi-

fy the kinematic constraints of spatial mathematical 

model of multi-movement of mobile machinery, on the 

example of the agricultural machine and tractor units. 

Formed equation kinematic relations tractor hopper for 

seed and sowing. Justified by the constraint equations 

and wheel speed. Schemes velocity projections of points 

of the tractor frame, hopper and drills on a plane. As a 

control action adopted by the angle of the steering 

wheel. For each item, the unit number of degrees of 

freedom is justified. As elements of the constraint equa-

tions units made equal velocity projections connection 

points on the global coordinate system. 

Formation of multielement kinematic relations ma-

chine-tractor unit for example sowing unit allows you to 

explore the spatial dynamics of the machine. Kinematic 

connection required for modeling the movement of the 

unit is divided into structural parts, which are independ-

ent from each other. Rearrange elements places no ef-

fect on the mathematical model of the dynamics of the 

whole. 

The methodology allows to study different types of 

relationships between the elements of the mobile ma-

chines. In the case study of the motion of multielement 

sowing unit simplifies the study of influence of layout 

schemes on the dynamics of its operation. 

Key words: kinematic constraints, mathematical 

model, tractor, tank, seeder. 

 


