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Wstep. Ciala wieloskladnikowe

Drgania mechaniczne powoduja ostabienie, a w konsekwencji zniszczenie kon-
strukcji. Podstawowym zagadnieniem w tym aspekcie jest obliczanie czestosci drgan
wiasnych, odpowiadajacych za powstanie najbardziej niebezpiecznych drgan rezo-
nansowych, a takze za przenoszenie halasu. Dotyczy to na przyktad $cian i stropow
budynkow (drgania poprzeczne), shupéw nosnych (drgania poprzeczne i podtuzne),
pali fundamentowych (drgania podtuzne).

Szczegoblna klasa ciat sa ciata wielosktadnikowe, rowniez powszechnie wystepu-
jace w praktyce —najlepszym przyktadem sa tu plyty i belki zbrojone Iub warstwowe
(kompozytowe), a takze mury ceglane. Ciala takie mozna opisa¢ za pomoca ré6znych
metod homogenizacji. Wazna czg$¢ tej problematyki stanowi modelowanie drgan
cial o skokowo zmieniajacych si¢ wlasnosciach, w szczegolnosci ciat periodycz-
nych (takie sa analizowane w niniejszej pracy) oraz typu FGM (Functionally Gra-
ded Materials — materiaty o funkcyjnej gradacji wlasnosci). Modelowanie o§rodkow
o wymienionych strukturach zostato przedstawione w monografiach pod redakcja
Wozniaka, Michalaka, Jedrysiaka (2008) oraz Wozniaka i innych (2010). Pozycje

*Z uwagi na rozbudowane wzory artykut ztozono jednotamowo.
Text was layed out in two-column page, considering complex equations.
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te dotycza modelowania tolerancyjnego, ktdre zostato szczegdtowo przedstawione w
ksiazce Wozniaka i Wierzbickiego (2000). Zastosowania materialow typu FGM w me-
chanice konstrukcji dotyczy na przyktad praca Mazur-Sniady (2007).

W pracy skonstruowano model tolerancyjny ruchu cial wielosktadnikowych, co
ma postuzy¢ do obliczenia ich czestosci drgan wlasnych. W celu wyprowadzenia row-
nania ruchu takiego ciata zatozono, ze w konfiguracji odniesienia zajmuje ono obszar
Q=(0,L;)*x(0,L,) % (0, Ls;). Wiasnosci ciata sa periodyczne w kierunkach wszystkich
trzech osi uktadu wspotrzednych.

Jesli zostanie zdefiniowany zbidr: Qg = (%1, L - %j X (%2, L, - %j X

X (%, L, - %}, gdzie: [, l,, l;— okresy powtarzalnosci, to dlakazdego (x1,x,,x3) €

oraz przy zatozeniu, [, << L, 1, 2, mozna okresli¢ komoérke periodycznosci:

A(X1’xz’x3):(xl_El’xl+Eljx(x2_—2,xz+§)X(X3—§,x3+§j (1)

/ /
Zatozono dalej, ze komorka o $rodku w (51 + ml, 32 + ml,, 53 + Vl3l3) , Ny =

=0,1,...,a0—1,n,=0,1, ..., bg—1,n3=0, 1, ..., co— 1, sklada si¢ z a, - by - ¢
jednorodnych prostopadtosciennych sktadnikow A ;. 0 wymiarach 1y, 1y, 15, gdzie:

ag bo [£0] _ _
h=Yhes b=y ls=he Q= JApe,a=1,2,...,a,b=1,2, ..., b,
a=1 b=1 c=1

ab,c
c=1,2, ..., cy Jezeli przynajmniej dwa sktadniki w komorce periodycznosci sa
materiatlowo rdzne, to taki osrodek nazywa si¢ wielosktadnikowym (rys. 1).

RYSUNEK. 1. Cialo periodycznie wielo-
sktadnikowe
FIGURE 1. A multicomponent body
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Konstrukcja modelu usrednionego

Dla ciat wielosktadnikowych skonstruowano model usredniony tolerancyjnie.
Zgodnie z technika usredniania tolerancyjnego (Wozniak i Wierzbicki 2000) do-
konano rozktadu wektora przemieszczen wy = wi(x, f), k=1, 2, 3, w nastgpujacy
sposéb:

A A
Wk('xl’ X2, X3, t) = uk(-xla X2, X3, t) +h (X], X2, X3)Vk (xl, X2, X3, t) (2)

gdzie: (x1, x5, x3) € Q, t € {ty, 1), A=1,2,...,N.

Poszukiwanymi funkcjami sa wolnozmienne funkcje wektorowe u;, = u(X, 1),
k=1, 2,3 (przemieszczenie usrednione) oraz v,f = v,ﬁ1 (x, 1), k=1, 2,3 (amplitudy
fluktuacji). Wolnozmienno$¢ oznacza, ze funkcja w obszarze komorki periodycz-
nosci przyjmuje warto§ci w przyblizeniu stale wraz z warto$ciami pochodnych do
okreslonego rzedu wilacznie. Funkcje 4 za$ sa postulowanymi funkcjami ksztattu.
Sa one periodyczne i oscylujace w komorce.

Zdefiniujmy funkcjonal (Wozniak i in., red. 2008):

.. 1
L= PV = Ecklmnwk,lwm,n ©)

W funkcjonale tym w; sa okreslone przez réwnanie (2), p i Cyy,, Zas$ to odpo-
wiednio ggstos¢ masy oraz sztywnosci, ktore dla cial wielosktadnikowych sa funk-
cjami skokowo nieciaglymi:

_ _ _abc
P =p0 X2, %) o e, =P
_ _ abe
Clmn = Cramn (31, X2, X3 )|(x1,xz,X3)e Aape . SHhlmn
gdzie: p®¢, C sq state dla wszystkich kombinacji wskaznikow.

W rownaniu (3) przyjgto oznaczenia: f, = ;i, f = gl (gdzie f oznacza do-
X t

wolna funkcj¢) oraz konwencj¢ sumacyjna.
Podstawiajac do réwnania (3) dekompozycje wektora przemieszczen (2) oraz
usredniajac go po komorce, otrzymano:

(£} = (i + (i it ] +
+%[<Cklmn>uk,lum,n + <Cvklmnhaf1 ha5>vllc4vﬁ + 8<CklmnhAhB>vlélvrlr?l,n + 2<Cklmnhal:1>uk,lv;i:|
“4)
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gdzie: ¢ = 1 dla przypadku, gdy indeksy &, /, m, n sa rowne sobie i r6zne od 4 i B,
a ¢ = 0 w innych przypadkach (Wozniak i in., red. 2008).
Operator usrednienia ma postac:

(f |A|If(x1,x2,x3)dA

Roéwnania ruchu ciat wielosktadnikowych otrzymano jako réwnania Eulera-
-Lagrange’a funkcjonatu (4) — Wozniak, red. (2010):

[a(L)] L4 oL _,

auk’, dt auk auk

o(L) N d (L) B oL)

oy ), diovt vt

(OViix ~ (Crimn )t — <Ck1nmh,:,I >V2,1 =

<10h hB>vk - ‘9<Cklmnh h >Vm al T <Cklmnh>l h>n >Vm <Cklmnh>l >umn =0
(5)

Réwnania (5) maja sens tylko wtedy, gdy funkcje u; i vi' sa wolnozmienne.
Warunek ten moze by¢ sprawdzony a posteriori, czyli wtedy, gdy funkcje te sa juz
znane.

W przypadku wielosktadnikowych ciat niejednorodnych izotropowych:

Cklmn = j'dklé‘mn + ﬂ(gkmaln + Jkn51m)

gdzie A, u sa stalymi Lamégo. Wowczas réwnania (5) przyjmuja postac:

(Ol — (A + Wty i — W)t gy — </1h,f,',>v,f,’k - <,uh,f,1,>v;im - </1h,;f>v,ﬁ,m =0
<,0hAhB>V£ - €<(ﬂ + ,u)hAhB>V£,mk - g<,uhAhB>VI§,mm <ﬂham>um kT <ﬂh:m>uk m
(Yt + (Wil v + (o o8 Y + (h B WV = 0

(6)

W skonstruowanym modelu nieasymptotycznym wystgpuje 3N + 3 rownan na
przemieszczenia i na fluktuacje v,’;1 , opisanych zwiazkami (5) lub (6). Wyznaczenie
niewiadomych z tych réwnan zalezy od pewnych postulowanych funkcji ksztattu /4,
ktore zostaly okreslone ponize;.
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Przyklad zastosowania rownan modelu

Jednym z nielicznych przyktadow, dla ktoérych réwnania (6), odpowiednio prze-
ksztatlcone, mozna rozwigzaé analitycznie, jest pret podlegajacy drganiom wzdtuz-
nym. Pret taki zostal przedstawiony na rysunku 2.

o
yd

Ls .///

X1 L

RYSUNEK 2. Pret periodycznie wielosktadnikowy, periodyczny wzdhuz osi x;
FIGURE 2. A periodically multicomponent bar, periodic along the x;-axis

Pret podlega drganiom podtuznym w kierunku osi x;, a wigc przemieszczenie
usrednione u = u;(x;). Periodyzacja wystepuje tylko wzdtuz osi x;, dlatego przyj¢to
jedna funkcje ksztattu; funkcja ta oraz fluktuacja zalezg tylko od jednej zmiennej:
B =hl(x), v=>'= [v{ (%), 0, 0] (fluktuacje drgan sa rownolegle do kierunku

drgan $rednich). Dla uproszczenia rozwazan zatozono brak mikrodrgan, w zwiazku
z tym fluktuacje nie zaleza od czasu. Odpowiedz na pytanie, jak duzy btad wprowa-
dza to zatozenie, moze da¢ tylko eksperyment. Funkcje ksztattu réwniez nie zaleza
od czasu. W dalszym ciagu dla uproszczenia przyjeto zapis u;(x,) = u, h'(x;) = h,

[ (). 0,0]=v.
Dla tak opisanego uktadu rownania (6) przeksztatcaja si¢ do postaci:
()i = (A + 2611 ~((A + 20,1 )y = 0

X (M)
(A +2w)h, >u,1+<(/1 +2u)(h.) >v =0
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Po wyrugowaniu fluktuacji

. <(,1 + 2/1)h,1> . ®

(2 +20(na))

mozna rownanie (7) przeksztatci¢ nastgpujaco:

2
(4 +2h,)

P U1 = 0
(2 +20(na))
Rownanie (9) jest tatwe do rozwiazania sposobem analitycznym. Ma postaé

klasycznego rownania drgan podtuznych preta, w ktorym wspotczynnik sztywnosci
zostat zastapiony przez efektywny wspolczynnik sztywnosci:

(oYii — | (A +2u) — €))

(2 + 200)°
(2 +20(n))

CY = (A +2u) - (10)

Funkcje ksztaltu. Wyznaczenie czestosci drgan wlasnych

Funkcja ksztattu stanowi zasadniczy element dekompozycji danej rownaniem (2),
dlatego dobor tej funkcji jest jedna z najwazniejszych czynnosci w modelowaniu
tolerancyjnym. Funkcja ksztattu odzwierciedla wplyw fluktuacji na poszukiwane
pole (w naszym przypadku — pole przemieszczen w). Dobor funkcji ksztattu jest
podstawowa trudnoscia, z jaka nalezy zmierzy¢ si¢ podczas modelowania toleran-
cyjnego cial wielosktadnikowych. Dla zagadnien dynamicznych przyjmuje sig, ze
funkcja ksztattu powinna by¢ rozwiazaniem problemu drgan wlasnych w komor-
ce (Wozniak, red. 2008), jednak takie zadanie jest w praktyce trudne. Zwlaszcza
w przypadku opisu drgan ptyt funkcje te maja bardzo ztozona posta¢ (Nagorko i Woz-
niak 2002). Ponizej zostanie przedstawiony sposob doboru innych funkcji ksztaltu,
opartych na prostszych funkcjach, bedacy alternatywa do sposobu polegajacego na
rozwiazywaniu zagadnienia wlasnego na komorce.

Zostanie opisany sposob doboru funkcji ksztattu dla preta podlegajacego drga-
niom wzdluznym. Pret sktada si¢ z obszarow, z ktorych jeden bedzie nazywany
umownie osnowa (kolor biaty na rys. 2), a drugi — wzmocnieniem (kolor szary).
Poniewaz pret ma strukture warstwowa, wige funkcja ksztaltu jest jedna: 4 = h(x;),
ale sktada si¢ z dwoch funkcji sktadowych — dla obszaru wzmocnionego jest to
funkcja 4, dla osnowy — funkcja %,. Funkcja ksztaltu powinna spetnia¢ nastepujace
warunki:
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— musi by¢ ciagla na granicach komorek i podkomorek

h1| = h2| hll = h2| (lla)

x=01 x=h1° x=0 x=[

— musi zapewnia¢ ciagto$¢ odksztatcen i naprezen — w przypadku preta rozcia-
ganego/$ciskanego oznacza to réwnos¢ pierwszych pochodnych na granicach
komorek i podkomoérek

h1>1|x:111 = h2>1|x=111 > h1>1|x=0 = h2>1|x=ll (llb)

— musi by¢ oscylujaca w komoérce

hy h
jh]dxl + J. hdx; =0 (110)
0 h10

— ze wzgledu na wystgpujaca w rownaniu (10) usredniona warto$¢ pierwszej po-
chodnej funkcji ksztaltu zadna z funkcji sktadowych nie moze by¢ symetryczna
wzgledem srodka swojej podkomorki, gdyby tak byto, utamek wystepujacy we
wspotczynniku sztywnosci przyjmowatby warto$¢ 0.

Dodatkowo przyjmuje si¢ warunek ograniczajacy wartosci funkcji — ekstre-
ma maja by¢ rzgdu szerokosci komorki. Spotyka si¢ czgsto wartos¢ A, = 24+/3
(zwlaszcza przy funkcjach kawatkami liniowych, tzw. funkcjach typu ,,pita”), jed-
nak w pracy przyjeto A,,, = £/;.

Warunki (11) spetnia funkcja przedstawiona ponizej (przyjgta przez autora — wy-
kres na rys. 3):

A cos(ﬂj dlax € [0, Ij;)
h(x) = y (12)

_ll COS(”(X—_I“)) dlaxe [111, 11)

1_111

Postgpowanie przy wyznaczaniu czgsto$ci drgan wlasnych przebiega analogicz-
nie do postgpowania w przypadku preta jednorodnego. Jesli rozwigzanie ogolne
réwnania (9) przedstawi¢ w postaci:

eff

(o)

to wyrazenie w nawiasie opisuje postaci drgan wlasnych, gdzie czgstosci drgan wia-
snych sa réwne:

u(x, t) = (Ccos%x + Dsin%ij(t), a= (13)
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=1
RYSUNEK 3. Funkcja ksztattu w kierunku x;
FIGURE 3. Shape function in the x; direction
— dla preta utwierdzonego z obu stron
n |CV

w, = dlan=1,2,3, ..
I\ (o)

— dla preta utwierdzonego z jednej strony i swobodnego z drugiej

eff
0, =" dan=1.3.5. ..

2\ ()

gdzie: C — wspolczynnik efektywny okreslony wzorem (10).

Latwo tez sprawdzi¢, ze wspotczynniki usrednione w uktadzie (7) odznaczaja
si¢ nastgpujacymi cechami:

— wspolczynnik (4 + 2u)h,;) w ogole nie zalezy od wymiaréw komorki i podko-
morki, a jedynie od statych materialowych w14,

— wsp6tczynnik (4 + 2u)(h,1)?) zalezy od stosunku wymiaru podkomoérki do wy-
miaru komorki oraz od kwadratu liczby =,

— wspotezynnik (A + 2u)h?) zalezy od kwadratu wymiaru komorki.

Analiza wspolczynnika sztywnoSci efektywnej
Jesli wprowadzi si¢ oznaczenie: n = [y, / [, gdzie [; — dtugos$¢ komorki (rys. 2),

11} — dlugo$¢ podkomorki (obszaru wzmocnionego), to na podstawie wzoréw (10)
1 (12) wspodtezynnik efektywny mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
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8(1— (A + 24 — Ay + 24)°
2= (A +2u) + (A +2)]
(14)

gdzie: 1, u, — stale Lamégo dla kazdego z obszaréw; a = 1 oznacza obszar wzmoc-
niony, & = 2 — 0SNOW¢.

CT =n(A +2m) + 1= + 2u) -

Zakladajac, ze material wzmocnienia i material osnowy maja taka sama licz-
be Poissona, a rdznia si¢ jedynie modutem Younga (dla kompozytow typu stal-be-
ton takie zalozenie jest stuszne), mozna okresli¢ stosunek tych modutow: a = E|/E,
(E, > E,, czyli a > 1). Wynika stad, ze stosunki stalych Lamégo sa takze roéwne a.
Dlatego wspotczynnik # nazwano wspotczynnikiem udziatu podkomorki sztywniejsze;.
Zaleznoé¢ wspdlezynnika C od # dla roznych wartosci a przedstawia rysunek 4.

fr

p O Ja=19

3_
a=7T

E_

I a=>5
4+

i a=3
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RYSUNEK 4. Zalezno§¢ wspotczynnika efektywnego (C%, wzor 13) od udziatu podkomorki sztyw-
niejszej (#, linie ciagle) w poréwnaniu z zaleznoscia samego wspotczynnika <A + 24> od 5 (linie prze-
rywane)

FIGURE 4. Relation between an effective coefficient C/ (13) and the share of a stiffer subcell 5 (con-
tinuous lines) compared to the relation between the coefficient <A + 24> and # (dashed lines)

Najwigkszy wptyw niejednorodnosci wystepuje dla wartosci # odpowiadaja-
cej ekstremum utamka (Fr) we wzorze (14); warto$¢ ta oraz ekstremum sa réwne
odpowiednio:
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Nie zawsze jednak funkcja ksztaltu przyjeta w postaci kombinacji sinusow/co-
sinusow jest wygodna w obrdbce. Spotyka si¢ przypadki, gdzie warunki, ktore musi
speli¢ funkcja ksztaltu, sa takie, ze przyjecie pewnego typu funkcji (trygonome-
trycznych, wyktadniczych, hiperbolicznych) wymusitoby poszukiwanie wspotczyn-
nikéw funkcyjnych poprzez rozwiazywanie uktadu rownan uwiktanych. Dlatego
wygodnie czgsto postugiwac sig¢ wielomianami (np. Chalecki 2011).

Warunki (11) spetnia nastgpujaca wielomianowa funkcja ksztattu:

6 o AS-10p-n’) 5 300-2p) 4 120-2n)

5
| — X x” dlax€ [0, /)
H) = h(-n)° (1 -n)? Ent-n? K -n)’
2 22 3
St e/ . R Ve R R dlaxe iy, b)
a=m A=m" hd-n) (-m)
15)

Jej wykres jest bardzo podobny do wykresu z rysunku 3. Trzeba jednak zauwa-
zy¢, ze dla # > 0,5 nalezy przyja¢ funkcje ksztattu, ktora jest odbiciem tej z prze-
dziatem # € (0, 0,5) — wzor otrzymamy, wstawiajac do wzoru (15) /; — x, zamiast x.
Z kolei dobor stopnia wielomianu podyktowany jest nastgpujacymi warunkami:

— nieparzysta warto$¢ wielomianu wynika z warunku mowiacego, ze kazda z funk-
cji sktadowych nie moze by¢ symetryczna wzglgdem srodka swojej podkomorki
(por. rozdz. Funkcje ksztattu),

— wielomian dla podkomoérki wezszej ma wyzszy stopien niz dla szerszej, bo wte-
dy tatwiej jest ,,zszy¢” oba wielomiany tak, aby spetnialy warunki (11).

Dla takiej funkcji wspotczynnik efektywny jest rowny:

— dlay<0,5

CT =n(A +2m) + A=) (A +21) -

B 3501 ) (A + 2u — Ao + 2u)°
2(25 — 10077 +1451n% — 901" + 21n*)(A + 2u4) + 42(1 — n)’ (A, + 2u4)

(16a)
— dlay>0,5
CT = (A +2pm) + (1= 1)(Aa + 2p12) -
_ 351 = mn* (A + 20 = Ay + 24)°
20— 4n+n* —6n + 21n*) (A, + 2u) + 42(1 — )1 (A + 214:)
(16b)

Zaleznos¢ tego wspotczynnika od wartosci # jest pokazana na rysunku 5.
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02 04 06 08 10

RYSUNEK 5. Zalezno$é wspotczynnika efektywnego (C¢/, wzér 16) od udziatu podkomérki sztyw-
niejszej 7 (linie ciagle) w poréwnaniu z zaleznos$cia wspotczynnika wedtug wzoru (14) — linie przery-
wane (por. rys. 4)

FIGURE 5. Relation between an effective coefficient C/ (16) and the share of a stiffer subcell 5 (con-
tinuous lines) compared to the analogical relation for the coefficient according to the (14) — dashed
lines (see Fig. 4)

Ksztalt wykreséw pokazanych na rysunkach 4 i 5 jest zgodny z wynikami otrzy-
manymi przez innych autoréw. Nagorko oraz autor (Chalecki i Nagorko 2010, Wil-
manski iin., red. 2011) otrzymali identyczne wykresy dla plyty warstwowej, stosujac
funkcje ksztaltu, bedace kawatkami parabol (mimo zZe funkcje te nie sa oscylujace).
Podobne wykresy otrzyma sig tez z zalezno$ci na sztywnosci ptyt cienkich zebrowa-
nych, przedstawionych przez Z. Kaczkowskiego (por. Wozniak, red. 2001, cz. III).

Podsumowanie

Projektowane i realizowane obiekty budowlane, oprocz bezpieczenstwa kon-
strukcji, musza spelnia¢ wiele wymogdéw waznych z punktu widzenia parametréw
srodowiskowych, takich jak: hatas, energooszczednos¢, drgania. Artykut dotyczy
jednego z nich, tzn. drgan.

Przedstawiono model drgan ciata niejednorodnego periodycznie, ktéry moze od-
wzorowywac zachowanie r6znego rodzaju elementéw konstrukcyjnych, na przyktad
stupow lub murow ceglanych. W szczego6lnosci moze postuzy¢ do obliczenia drgan
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wlasnych, co jest istotne m.in. z punktu widzenia przenoszenia drgan i hatasu na
pozostate elementy konstrukcji.

W skonstruowanym modelu wystepuje w ogdlnym przypadku 3(N + 1) rownan
na przemieszczenia i na fluktuacje (w przedstawionym przyktadzie drgan jednowy-
miarowych — N + 1), ktérych wyznaczenie zalezy od pewnych postulowanych funk-
cji periodycznych i oscylujacych, zwanych funkcjami ksztattu (N — liczba tych funk-
cji). Musza one by¢ znane. W pracy przedstawiono te funkcje zgodnie z kryteriami
techniki usredniania tolerancyjnego. Pokazano dwa sposoby doboru funkcji ksztattu
w odniesieniu do preta niejednorodnego periodycznie, zbudowanego z dwoch ma-
teriatbw. Daja one bardzo podobne wyniki, jednak sposob wykorzystujacy wielo-
miany jest tatwiejszy w zastosowaniu. Wedlug przedstawionego modelu sztywnos¢
efektywna rosnie wraz ze wzrostem udziatu materialu o wigkszym module Younga,
ale wzrost ten jest poczatkowo stabszy, a dopiero po przekroczeniu 60—70% udzia-
hu sztywno$¢ gwaltownie ro$nie. Wyniki te wydaja si¢ by¢ zgodne z rzeczywisto-
Scia, sq tez bardzo podobne do wynikéw innych autordéw, powinny jednak zostaé
potwierdzone innymi metodami. Nalezy podkresli¢, ze w modelu nie uwzgledniono
mikrodrgan, co wprowadza pewien btad, jednak jego wielko$¢ oraz istotnos$¢ dla
rozwazanego problemu moze by¢ okreslona dopiero przez eksperyment.

Porownujac to podejscie z klasyczna homogenizacja, nalezy zaznaczy¢, ze
w zaprezentowanym modelu wystepuje efekt skali. Oznacza to, ze otrzymane wyni-
ki zaleza od wymiaru komorki periodycznosci.
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Streszczenie

O pewnym modelu drgan cial periodycznie wieloskladnikowych. Artykut przedstawia
metod¢ wyprowadzania rownan ruchu tréjwymiarowych ciat periodycznie niejednorodnych
oraz zastosowanie tych rownan do obliczenia czgstosci drgan wlasnych preta periodycznie
niejednorodnego. Przedstawiono tez sposob konstrukcji funkcji ksztaltu. Sg one zaprezento-
wane w dwoch postaciach: jako kombinacja funkcji trygonometrycznych oraz kombinacja
wielomianow. Obie postaci daja bardzo podobne zaleznosci modutu sztywnos$ci efektywne;j
od struktury komorki periodycznoéci; zaleznosci te sa podobne do prezentowanych w litera-
turze problemu.

Summary

Free vibrations model for periodically multicomponent bodies. The paper presents a
certain method of deriving of motion equations of 3-dimensional periodically multicompo-
nent bodies as well as the application of those equations to calculate natural frequencies of a
periodically non-homogeneous bar. A way of a construction of shape functions is also shown.
Those functions are presented in two forms: as a combination of trigonometric functions as
well as a combination of polynomials. Both of those ways give very similar dependence be-
tween the effective stiffness modulus and the structure of the periodic cell; this dependence
is similar to those presented in the literature.
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