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Stosowanie funkcji Ripleya do badania anizotropicznych rozmieszczeñ drzew

The use of Ripley’s function for investigations of anisotropic spatial patterns of trees

Abstract. One of the most frequently used methods of spatial analysis – Ripley’s K(t) function has limitations which
constrain the usefulness of this method. The classical estimator of Ripley’s K(t) function can only be used in case when
examined point pattern formed by trees is homogenous and isotropic. In the paper, the idea of spatial stochastic point
process was described in rather illustrative manner. Special attention was paid to anisotropy as a feature of the point
process. Detection of anisotropy in the horizontal distribution of trees can direct further investigations of agents
shaping tree stand structure. Classical estimator of Ripley’s K(t) function is not able to provide any information about
the anisotropy of the spatial pattern. The review of the current methods of anisotropy detection in the point pattern is
presented with special attention for directional estimators of Ripley’s K(t) function. Unfortunately, suitable software
for such analyses is hardly available (e.g. SPPA). There are graphical methods implemented in noncommercial
statistical package R which can help the investigator to examine the point pattern. The library ecespa contains
procedure getis which can calculate local values Li(t) of Ripley’s function in the way described by Getis and Franklin.
The map of Li(t) values can show the shape of potential point clusters and encourage a researcher to make formal test for
anisotropy. The library spatstat contains the procedure Kmeasure which can calculate a reduced second measure of the
point process. The graphical output of this procedure shows the probability of finding another tree in the neighborhood
of a ‘typical tree’ in the investigated point pattern and can show any directional difference in such probability.
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1. Wstêp

Funkcja Ripleya (1977) sta³a siê standardowym i czêsto
stosowanym narzêdziem analizy struktury przestrzennej
drzewostanów (Bolibok 2003, Fajardo et al. 2006,
Koukoulas i Blackburn 2005, Motta i Edouard 2005).
Powszechnoœæ stosowania tej metody wynika m.in. z coraz
³atwiejszego dostêpu do odpowiedniego oprogramowania.
Wzglêdna ³atwoœæ zastosowania metody nie powinna
jednak prowadziæ do ignorowania wa¿nych ograniczeñ
metodycznych. Weiner (1985) bardzo przekonuj¹co przed-
stawi³ zagro¿enia, jakie niesie ze sob¹ ³atwoœæ przeprowa-
dzenia obliczeñ bez znajomoœci statystycznych podstaw
stosowania korelacji i regresji. Podobnie rzecz siê ma w
przypadku analizy danych punktowych za pomoc¹ funkcji
Ripleya. Poprawne zastosowanie tej funkcji wymaga
przyjêcia szeregu za³o¿eñ, które nie ka¿dy zestaw danych
mo¿e spe³niæ. Celem tego artyku³u jest przybli¿enie pojêcia

anizotropii danych punktowych oraz wp³ywu tej
w³aœciwoœci danych na wyniki analizy struktury
przestrzennej drzewostanu uzyskane za pomoc¹
funkcji Ripleya.

2. Wymagane cechy analizowanych

danych o rozmieszczeniu drzew

Czêsto badanym aspektem struktury prze-
strzennej drzewostanów jest typ rozmieszczenia
drzew, a dok³adnie typ rozmieszczenia pni drzew na
powierzchni badanego drzewostanu. Zazwyczaj
informacja o rozmiarach pni drzew jest ignorowana i
ka¿de drzewo jest reprezentowane przez jeden punkt
o znanych wspó³rzêdnych prostok¹tnych b¹dŸ
k¹towych. Ostatecznie wiêc przedmiotem badania
jest zbiór wspó³rzêdnych opisuj¹cych rozmiesz-
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czenie punktów na p³aszczyŸnie, dalej zwany
rozmieszczeniem. W dalszej czêœci tekstu, dla
odró¿nienia od zwyk³ych punktów tworz¹cych p³asz-
czyznê, punkty tworz¹ce rozmieszczenie bêd¹ nazywa-
ne obiektami. Funkcja Ripleya mo¿e dostarczyæ
odpowiedzi na pytanie, czy rozmieszczenie drzew jest
nielosowe i w jakiej skali przestrzennej to zjawisko
mo¿e byæ obserwowane. Najczêœciej dostêpny w opro-
gramowaniu do analiz przestrzennych standardowy
estymator funkcji Ripleya (1977), stosuj¹cy wspó³czyn-
nikow¹ korekê efektu brzegowego, pozwala na uzyska-
nie wiarygodnych informacji jedynie na temat struktury
przestrzennej rozmieszczeñ jednorodnych (stacjonar-
nych) i izotropicznych. Obecnoœæ kierunkowych zmian
wartoœci lokalnego zagêszczenia obiektów (powoduj¹ca
niejednorodnoœæ rozmieszczenia) bardzo czêsto prowa-
dzi do fa³szywego wskazania skupiskowoœci w badanym
rozmieszczeniu drzew (Bailey i Gatrell 1995, Bolibok
2008).

Przed zdefiniowaniem pojêcia izotropii rozmiesz-
czenia wprowadzone zostanie pojêcie przestrzennego
procesu stochastycznego i jego szczególnej formy –
przestrzennego procesu Poissona, który jest zarówno
jednorodny, jak i izotropiczny. Przedstawiony opis
przestrzennego procesu stochastycznego i jego w³aœci-
woœci ogranicza siê tylko do p³aszczyzny, ma charakter
mniej formalny, ilustracyjny. Bardziej sformalizowany i
wyczerpuj¹cy opis czytelnik mo¿e znaleŸæ w podrêcz-
nikach dotycz¹cych analizy danych przestrzennych
(Stoyan et al. 1987, Bailey i Gatrell 1995).

Proces stochastyczny mo¿na sobie wyobraziæ jako
mechanizm stochastyczny generuj¹cy rozmieszczenia
zajmuj¹ce ca³¹ p³aszczyznê. Konkretne rozmieszczenie
jest nazywane realizacj¹ procesu stochastycznego.
Jakkolwiek liczba realizacji procesu stochastycznego
jest nieskoñczona, to jednak ka¿de rozmieszczenie, jakie
zostanie wygenerowane przez dany proces, nosi jego
piêtno. Analiza relacji przestrzennych pomiêdzy
obiektami pozwala na formu³owanie hipotez doty-
cz¹cych natury procesu, który je wygenerowa³.
Wiêkszoœæ metod analizy danych punktowych (w tym
funkcja Ripleya) odwo³uje siê do matematycznie
opisanych w³aœciwoœci procesów stochastycznych.

W przypadku badania typu rozmieszczenia drzew
najczêœciej stawiana jest hipoteza zerowa, zak³adaj¹ca
¿e badane rozmieszczenie jest losowe. Wiele metod
analizy struktury przestrzennej populacji odwo³uje siê
bezpoœrednio lub poœrednio do jednorodnego prze-
strzennego procesu Poissona jako modelu losowego
rozmieszczenia obiektów. Mo¿na by powiedzieæ, ¿e jest
on wzorcem losowego rozmieszczenia obiektów. W tym
przypadku s³owo „wzorzec” nie jest rozumiane jako
rozmieszczenie obiektów (w tym znaczeniu u¿ywali go
Szwagrzyk i Ptak 1991), ale zosta³o u¿yte w kontekœcie

takim jak w wyra¿eniu: „wzorzec metra przechowywany
w Sèvres ko³o Pary¿a”. Porównuj¹c w³aœciwoœci ba-
danego rozmieszczenia z w³aœciwoœciami procesu
Poissona (a w zasadzie z w³aœciwoœciami generowanych
przezeñ rozmieszczeñ) mo¿na zweryfikowaæ hipotezê
zerow¹ o zgodnoœci badanego rozmieszczenia z realiza-
cjami tego procesu.

Clark i Evans (1954) opisuj¹ rozmieszczenie losowe
jako rozmieszczenie, w którym ka¿dy obiekt ma tak¹
sam¹ szansê na znalezienie siê w dowolnym fragmencie
rozmieszczenia, ka¿dy wybrany fragment rozmiesz-
czenia o tej samej powierzchni ma tak¹ sam¹ szansê na
otrzymanie obiektu, a po³o¿enie dowolnego obiektu nie
jest w ¿aden sposób zdeterminowane przez po³o¿enie
innych obiektów. Mo¿na powiedzieæ, ¿e takimi
zasadami „kieruje siê” przestrzenny proces Poissona,
generuj¹c idealnie losowe rozmieszczenia. W przypad-
ku procesów przestrzennych generuj¹cych rozmieszcze-
nia skupiskowe szansa na odnalezienie drugiego obiektu
w otoczeniu dowolnego obiektu jest wiêksza ni¿ w roz-
mieszczeniu losowym o tym samym zagêszczeniu
obiektów przypadaj¹cych na jednostkê powierzchni. W
przypadku procesów generuj¹cych rozmieszczenia
równomierne szansa ta bêdzie mniejsza. Okreœlenie typu
badanego rozmieszczenia mo¿e sprowadzaæ siê do
porównania, jak kszta³tuje siê liczba obiektów w otocze-
niu dowolnego obiektu badanego rozmieszczenia w sto-
sunku do liczby obiektów znajdowanych w takim
samym otoczeniu w rozmieszczeniu idealnie losowym.
Otoczenie mo¿e byæ zdefiniowane jako ko³o o pro-
mieniu t. Dokonuj¹c kolejnych porównañ badanego
rozmieszczenia z rozmieszczeniem losowym dla ró¿-
nych wartoœci t otrzymuje siê informacjê o kszta³-
towaniu siê typu badanego rozmieszczenia w ró¿nych
skalach przestrzennych.

Liczba obiektów n, które mo¿na spotkaæ na
powierzchni próbnej o wielkoœci |A| w rozmiesz-
czeniach idealnie losowych jest zmienn¹ o rozk³adzie
Poissona (wzór 1).
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gdzie e - podstawa logarytmu naturalnego.

Œrednia (oczekiwana) liczba obiektów przypadaj¹ca
na jednostkê powierzchni w generowanych rozmiesz-
czeniach nosi nazwê intensywnoœci pierwszego rzêdu �.

W przypadku procesów stacjonarnych (jednorodnych),
do których nale¿y przestrzenny proces Poissona,
intensywnoœæ procesu jest sta³a na ca³ej p³aszczyŸnie.
Je¿eli w ró¿nych czêœciach badanego rozmieszczenia
intensywnoœæ zmienia siê doœæ znacznie, proces nie jest
stacjonarny. Stoyan et al. (1987) opisuj¹ proces stacjo-
narny jako taki, którego statystyki (a wiêc intensywnoœæ)
s¹ niezmienne pod wp³ywem translacji (przesuniêcia).
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Szerzej wp³yw niejednorodnoœci rozmieszczenia na wy-
niki analizy za pomoc¹ funkcji Ripleya zosta³ opisany w
innych publikacjach (Bailey i Gatrell 1995, Bolibok
2008).

Ustalanie typu badanego rozmieszczenia mo¿e
sprowadzaæ siê do badania otoczenia obiektów two-
rz¹cych to rozmieszczenie. W przypadku rozmieszczeñ
izotropicznych szansa na znalezienie kolejnego obiektu
w otoczeniu danego obiektu zale¿y tylko od promienia
badanego otoczenia, ale wcale nie zale¿y od kierunku
(geograficznego), w jakim prowadzone s¹ poszu-
kiwania. Jednakowo prawdopodobne jest znalezienie
kolejnego obiektu na pó³noc i na wschód od dowolnego
obiektu badanego rozmieszczenia. Je¿eli by³oby inaczej
(na pó³noc szansa by³aby wiêksza), to obrót ca³ego
rozmieszczenia (np. o 90 stopni) zmienia³by jego
w³aœciwoœci. Po obrocie szansa znalezienia kolejnego

obiektu by³aby wiêksza na wschód od danego obiektu.
Stoyan et al. (1987) opisuj¹ proces izotropiczny jako
taki, którego statystyki nie ulegaj¹ zmianie pod
wp³ywem obrotu badanego rozmieszczenia.

Proces przestrzenny Poissona jest izotropiczny.
Mo¿na to obrazowo wyjaœniæ w ten sposób: wybieraj¹c
dowolny obiekt w realizacji procesu i przeszukuj¹c jego
otoczenie, prawdopodobieñstwo znalezienia innego
obiektu jest takie samo, niezale¿nie w jakim kierunku
(geograficznym) te poszukiwania bêd¹ siê odbywaæ.
Tomppo (1986, str. 11) zaproponowa³ sposób na
wykrywanie anizotropii rozmieszczenia polegaj¹cy na
zastosowaniu powierzchni próbnych o wyd³u¿onym
kszta³cie i ró¿nej orientacji przestrzennej. Graficzn¹
ilustracjê tego twierdzenia przedstawiono na ryc. 1a-d.

Mapka na ryc. 1a przedstawia fragment realizacji
przestrzennego procesu Poissona, o wymiarach 100 na
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Rycina 1. Szacowane prawdopodobieñstwo

spotkania okreœlonej liczby obiektów na

powierzchniach próbnych o ró¿nym kszta³cie

i orientacji w rozmieszczeniu losowym (a)

i anizotropicznym (e), rozk³ad

prawdopodobieñstwa dla powierzchni

kolistych (b, f) prostok¹tnych po³o¿onych w

kierunku wschód zachód (c, g) i prostok¹tnych

po³o¿onych w kierunku pó³noc po³udnie (d, h)

Figure 1. Estimated probability of finding a
defined number of objects found in sample areas
of different shape and orientation in random
pattern (a) and anisotropic pattern (e), probability
distribution detected in circular sample areas (b,
f), in rectangular sample areas oriented in east-
west direction (c, g) and in rectangular sample
areas oriented in north-south direction (d, h)



100 metrów, zawieraj¹cy 400 obiektów, uzyskany za
pomoc¹ symulacji komputerowej, zwany dalej rejonem
badañ. Intensywnoœæ dla tego rozmieszczenia mo¿na
oszacowaæ na 0,04 obiektów/m2. Poni¿ej mapy znajduj¹
siê trzy histogramy opisuj¹ce rozk³ad prawdopodobieñ-
stwa napotkania okreœlonej liczby obiektów na ma³ej
powierzchni próbnej umieszczanej na przedstawionym
rozmieszczeniu losowym (ryc. 1 b, c, d). Maj¹ one
charakter empiryczny, gdy¿ zosta³y ustalone na pod-
stawie zliczania obiektów na powierzchniach próbnych
o wielkoœci |A|=30 m2, ale o ró¿nym kszta³cie. W
pierwszym badaniu (ryc. 1b) zastosowano ko³ow¹ po-
wierzchniê próbn¹, w drugim prostok¹tn¹ o wymiarach
3×10 m zorientowan¹ d³u¿szym bokiem w kierunku
EW, a w trzecim podobn¹, ale zorientowan¹ w kierunku
NS. Ró¿nica pomiêdzy drugim i trzecim wariantem to
odpowiednik rotacji rozmieszczenia, z tym ¿e zamiast
rozmieszczenia obrócono powierzchniê próbn¹. Obiekty
by³y zliczane jedynie na tych powierzchniach próbnych,
które w ca³oœci mieœci³y siê w przyjêtym rejonie badañ.
Algorytm dzia³a³, a¿ do uzyskania 1000 takich prób. Na
rycinach umieszczono te¿ informacjê o œredniej liczbie
obiektów na powierzchni próbnej (szacowana intensyw-
noœæ). Niezale¿nie od zastosowanego kszta³tu powierz-
chni próbnej histogramy s¹ niemal identyczne, a œrednia
liczba obiektów napotkanych na powierzchniach prób-
nych bardzo podobna. Jest to empiryczna graficzna ilu-
stracja stacjonarnoœci badanego rozmieszczenia.

Na rysunku 1e przedstawiono fragment rozmiesz-
czenia anizotropicznego o wymiarach 100×100 m. Brak
izotropii uzyskano przez rozmieszczenie obiektów
wed³ug schematu wiêŸby prostok¹tnej o wymiarach
1×6 m i losowe wybranie z tego schematu 400 obiektów.
Wizualnie podobne rozmieszczenie mo¿e siê ukszta³-
towaæ w przypadku wydzielania siê drzewek z upraw
leœnych zak³adanych w wiêŸbie prostok¹tnej. Analiza
przedstawionego rozmieszczenia wykaza³a, ¿e empi-
ryczny rozk³ad prawdopodobieñstwa napotkania n

obiektów dla prób pobieranych na kolistych powierz-
chniach próbnych (ryc. 1f) jest bardzo podobny do roz-
k³adu uzyskanego na takich samych powierzchniach
próbnych w rozmieszczeniu losowym (ryc. 1b). Po-
dobny rozk³ad uzyskano równie¿ stosuj¹c powierzchnie
prostok¹tne zorientowane w kierunku EW (ryc. 1g).
Rozk³ad napotkania n obiektów dla prób pobieranych na
prostok¹tnych powierzchniach o orientacji NS (ryc. 1h)
wyraŸnie odbiega o rozk³adu przy orientacji WE.
Poniewa¿ „rzêdy sadzenia” s¹ od siebie zdecydowanie
bardziej odleg³e ni¿ „drzewka w rzêdzie” powierzchnia
próbna o orientacji NS czêœciej trafia³a na pusty frag-
ment rozmieszczenia (prawdopodobieñstwo 0,54) ni¿
powierzchnia o orientacji EW (prawdopodobieñstwo
0,28). Jest to jaskrawy przyk³ad anizotropii badanego
rozmieszczenia.

3. Wp³yw anizotropii rozmieszczenia

na przebieg estymatora funkcji Ripleya

Wp³yw anizotropii rozmieszczenia na wyniki
uzyskiwane za pomoc¹ funkcji Ripleya jest bardziej
subtelny ni¿ wp³yw niestacjonarnoœci, lecz nie nale¿y go
ignorowaæ. Analiza rozmieszczenia za pomoc¹ funkcji
Ripleya K(t) odwo³uje siê do tak zwanych w³aœciwoœci
drugiego rzêdu badanego procesu. Iloczyn �K(t) równy
jest oczekiwanej liczbie obiektów oddalonych nie
bardziej ni¿ t od dowolnego punktu w analizowanym
rozmieszczeniu. W idealnie losowych rozmieszczeniach
oczekiwania liczba obiektów w odleg³oœci t od dowol-
nego obiektu wynosi ��t2, st¹d funkcja K(t)= �t2. Pro-
gramy komputerowe, w których stosuje siê korektê
wspó³czynnikow¹, s¹ w stanie obliczyæ wartoœæ estyma-
tora funkcji Ripleya dla badanego rozmieszczenia na
podstawie zliczania obiektów w s¹siedztwie o promieniu
t woko³o ka¿dego obiektu w badanym rozmieszczeniu
wed³ug wzoru:
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efektu brzegowego.

Dla wygody interpretacji wartoœæ estymatora czêsto
poddawana jest transformacji wg wzoru:

�( ) � ( )L t K t t= −π (3)

Funkcja dla idealnie losowego rozmieszczenia prze-
biega wzd³u¿ osi OX, a odchylenie ponad oœ OX
sugeruje skupiskowoœæ rozmieszczenia w danej skali
przestrzennej.

Rozmieszczenie obiektów w rejonie badañ trakto-
wane jest jako fragment realizacji procesu stochastycz-
nego zajmuj¹cego ca³¹ p³aszczyznê. Gdy procedura
bada otoczenie obiektów le¿¹cych przy granicy rejonu
badañ, mo¿e zachodziæ potrzeba ustalenia liczby obiek-
tów znajduj¹cych siê w otoczeniu badanego obiektu,
lecz le¿¹cych poza granicami rejonu badañ. Mo¿na to
ustaliæ empirycznie, wykonuj¹c w trakcie prac tereno-
wych mapê obiektów wokó³ powierzchni badawczej.
Gdy z ró¿nych wzglêdów jest to niemo¿liwe, powstaje
problem tzw. efektu brzegowego. Wartoœci estymatora
funkcji Ripleya mog¹ byæ zafa³szowane z powodu braku
informacji o rozmieszczeniu obiektów woko³o rejonu
badañ. W celu rozwi¹zania tego problemu stosuje siê
ró¿ne metody korekty efektu brzegowego (por.
Szwagrzyk i Ptak 1991). Czêsto stosowan¹ metod¹ jest
tzw. korekta wspó³czynnikowa. Jej zalet¹ jest to, ¿e
mo¿na j¹ stosowaæ dla rejonów badañ o dowolnym
kszta³cie. Jednym z wa¿nych jej ograniczeñ jest wymóg,
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aby analizowane rozmieszczenie by³o izotropiczne.
Wzór 2 zawiera w sobie wspó³czynnik wij, który kory-
guje liczbê stwierdzonych w otoczeniu obiektów w
sytuacji, gdy badane jest otoczenie obiektu le¿¹cego
przy granicy rejonu badañ. W przypadku analizy otocze-
nia o promieniu t wokó³ analizowanego obiektu podsta-
w¹ korekty jest ustalenie, jaka czêœæ obwodu okrêgu
opasuj¹cego otoczenie badanego obiektu le¿y poza
granicami rejonu badañ. Im wiêksza czêœæ wspomnia-
nego okrêgu znajdzie siê poza granicami rejonu badañ,
tym wiêksze jest prawdopodobieñstwo, ¿e w otoczeniu
badanego obiektu, ale poza granicami rejonu badañ,
znajd¹ siê inne obiekty. W przypadku rozmieszczeñ
izotropicznych nie ma znaczenia, czy fragment obwodu
analizowanego okrêgu le¿y poza pó³nocn¹ czy poza
zachodni¹ granic¹ badanego rozmieszczenia, liczy siê
tylko jego d³ugoœæ. W przypadku rozmieszczenia ani-
zotropicznego, takiego jak na ryc. 1e, prawdopodo-
bieñstwo napotkania innego obiektu na pó³noc b¹dŸ na
po³udnie od badanego obiektu jest wyraŸnie wiêksze, ni¿
na wschód b¹dŸ na zachód od niego. Korekta wspó³-
czynnikowa zawarta we wzorze 2 nie jest w stanie uwzg-
lêdniæ tej ró¿nicy i bêdzie dawaæ tak¹ sam¹ poprawkê,
niezale¿nie czy badane obiekty le¿¹ przy pó³nocnej czy
przy zachodniej granicy rejonu badañ. Tylko z tego
powodu wartoœæ estymatora funkcji Ripleya obliczo-
nego ze wzoru 2 dla rozmieszczeñ anizotropicznych
bêdzie obarczona b³êdem.

Wa¿nym metodycznym przeciwwskazaniem dla sto-
sowania klasycznej postaci estymatora funkcji Ripleya
dla rozmieszczeñ anizotropicznych jest fakt, ¿e pod-
stawy teoretyczne stosowanie tego estymatora wywodz¹
siê z w³aœciwoœci procesów izotropicznych. Chocia¿
algorytm komputerowy potrafi obliczyæ wartoœci esty-
matora funkcji Ripleya, to jednak klasyczna
interpretacja jego przebiegu mo¿e byæ zawodna. Je¿eli
dla analizowanego dystansu t estymator ma wartoœæ
wiêksz¹ ni¿ wyliczona dla danego t wartoœæ górnego
przedzia³u ufnoœci, to zwyczajowo przyjmuje siê, ¿e w
skali przestrzennej t badane rozmieszczenie jest
skupiskowe. W odniesieniu do relacji przestrzennych
miêdzy obiektami mo¿e to œwiadczyæ, ¿e iloœæ obiektów,
jakie znajdowano w odleg³oœci mniejszej lub równej t

woko³o obiektu, by³a w badanym rozmieszczeniu
wiêksza, ni¿by oczekiwano w rozmieszczeniu idealnie
losowym o takiej samej powierzchni i liczbie obiektów
jak badane rozmieszczenie. W ostatnim stwierdzeniu na
podkreœlenie zas³uguje s³owo „woko³o”. S³owo to
oznacza tutaj, ¿e w ró¿nych kierunkach, ale z tym
samym prawdopodobieñstwem w ka¿dym kierunku, w
odleg³oœci nie wiêkszej ni¿ t od dowolnego obiektu
mo¿na napotkaæ inne obiekty czêœciej, ni¿ ma to miejsce
w rozmieszczeniu losowym. Dla rozmieszczeñ
izotropicznych skala przestrzenna t, w której estymator

osi¹ga lokalne maksimum ponad górnym przedzia³em
ufnoœci, odpowiada œredniej odleg³oœci obiektów znaj-
duj¹cych siê w skupiskach, która bywa interpretowana
równie¿ jako promieñ skupieñ (Rebertus et al. 1989).

Zastosowanie klasycznego estymatora funkcji
Ripleya (1977) do analizy rozmieszczeñ anizotropicz-
nych mo¿e prowadziæ do utraty informacji wa¿nych z
ekologicznego punktu widzenia. W przypadku anizotro-
picznego rozmieszczenia skupiskowego (obiekty tworz¹
eliptyczne skupienia o jednakowej orientacji d³u¿szej osi
skupieñ) klasyczny estymator prawdopodobnie wska¿e
skupiskowoœæ takiego rozmieszczenia, ale w skali prze-
strzennej odpowiadaj¹cej „uœrednionej wartoœci” pro-
mienia takich skupieñ. Gdy badane rozmieszczenie jest
nielosowe, otwiera to drogê do poszukiwania czynników
odpowiedzialnych za skupiskowoœæ rozmieszczenia.
Wskazanie, ¿e skupiska s¹ eliptyczne i jednakowo zo-
rientowane w przestrzeni, mo¿e ukierunkowaæ te poszu-
kiwania. Niestety na podstawie klasycznego estymatora
funkcji Ripleya takiej wskazówki nie uzyskamy.

4. Estymatory kierunkowe

Istnieje modyfikacja funkcji Ripleya stworzona w
celu wykrywania anizotropii rozmieszczeñ. Ohser i
Stoyan (1981, za Mugglestone i Renshaw 1996) opisali
funkcjê K t' ( , )ϕ , której przebieg okreœlany jest na pod-
stawie zliczania obiektów znajduj¹cych siê w sektorze o
promieniu t i k¹cie ϕw otoczeniu obiektów tworz¹cych
badane rozmieszczenie. Je¿eli badany sektor ma k¹t
pe³ny (badane jest ca³e otoczenie ko³owe, ϕ π= 2 ) to
K t K t' ( , ) ( )2π = . W idealnie izotropicznym rozmiesz-
czeniu dla sektorów skierowanych na po³udnie i na
wschód, ale o takich samych wartoœciach promienia i
k¹ta rozwarcia, przebieg estymatora funkcji K t' ( , )ϕ po-
winien byæ bardzo podobny.

Przyk³ad zastosowania kierunkowego estymatora
funkcji K(t) podaje w swoim podrêczniku Dale (1999).
Autor podda³ powtórnej analizie dane opublikowane
przez Gibsona i Browna (1991). Dane te dotycz¹ roz-
mieszczenia drzew gatunku Lagarostrobos franklinii

(Hook.f.) Quinn, który ma dosyæ du¿e wymagania
œwietlne oraz du¿y potencja³ do tworzenia odroœli z pnia
i konarów powalonych drzew. Czêsto obserwuje siê
dojrza³e drzewa tego gatunku rosn¹ce wzd³u¿ linii
le¿¹cych silnie roz³o¿onych pni. Gibson i Brown (1991)
przeanalizowali dane o rozmieszczeniu pni za pomoc¹
klasycznego estymatora funkcji Ripleya. Estymator ten
wykaza³ skupiskowoœæ pni drzew w skali przestrzennej
10 metrów, co zosta³o zinterpretowane jako skupis-
kowoœæ rozmieszczenia drzew wywo³ana odnawianiem
siê tego œwiat³o¿¹dnego gatunku w lukach. Dale (1999)
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podda³ dane ponownej analizie, zwróciwszy uwagê, ¿e
na mapie punkty reprezentuj¹ce drzewa Lagarostrobos

franklinii uk³adaj¹ siê jak gdyby w trzy po³o¿one w
pewnej odleg³oœci od siebie szeregi przebiegaj¹ce
równolegle do osi OX mapy pni drzew. Badaj¹c za
pomoc¹ estymatora kierunkowego funkcji Ripleya
s¹siedztwo punktów w kierunku OX, otrzyma³ wyniki
podobne do wyników uzyskanych przez Gibsona i
Browna (1991). Natomiast stosuj¹c estymator kierun-
kowy do badania s¹siedztwa punktów w kierunku OY,
wykaza³ skupiskowoœæ tylko w skali 2 metrów, a w
wiêkszych skalach siln¹ równomiernoœæ (repulsjê)
rozmieszczenia badanych drzew. Z analizy Dale’a
(1999) wynika³oby, ¿e skupiska (trzy szeregi drzew) s¹
silnie eliptyczne i byæ mo¿e w tym przypadku czyn-
nikiem determinuj¹cym rozmieszczenie pni drzew w
badanym drzewostanie by³o raczej rozmna¿anie

wegetatywne, a je¿eli generatywne – to prawdopodobnie
nasiona kie³kowa³y na powalonych i roz³o¿onych
pniach, co jest inn¹ cech¹ charakterystyczn¹ omawia-
nego gatunku (Gibson i Brown 1991).

Haase (2001) zmodyfikowa³ i poda³ przyk³ad
wykorzystania kierunkowego estymatora funkcji Ri-
pleya stosowanego do badania wzajemnego rozmiesz-
czenia obiektów dwóch rodzajów (Lotwick i Silvermann
1982). Autor udostêpni³ program komputerowy (Haase
2002) pozwalaj¹cy na zbadanie kierunkowej zale¿noœci
pomiêdzy obiektami dwóch rodzajów. Ideê takiej
analizy ilustruje nastêpuj¹cy przyk³ad. Na rycinie 2a
przedstawione zosta³o rozmieszczenie obiektów czar-
nych (sosen) i czerwonych (dêbów). Rozmieszczenie to
zosta³o wygenerowanie podobnie jak rozmieszczenie z
ryc. 1e. Inspiracj¹ do niego by³a metoda Sobañskiego
(Niemiec i Sobañski 2007), polegaj¹ca, w jednym z
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Rycina 2 Wyniki dwuczynnikowej analizy symulowanego rozmieszczenia sosen i dêbów: mapa rozmieszczenia (a), wynik

zastosowania klasycznego estymatora �K(t) funkcji Ripleya K(t) (b), wyniki zastosowania estymatorów kierunkowych dla

sektora pó³nocnego (c), po³udniowego (d), zachodniego (e) i wschodniego (f).

Figure 2. Results of the bivariate analysis of simulated spatial distribution of pines and oaks: the map of distribution (a), outcome
of classical estimator of Ripley’s �K(t) function (b), results of directional estimators for north sector (c), south sector (d), west
sector (e) and east sector (f).



wariantów, na ³¹czeniu odnowienia siewem gatunków
biocenotycznych z odnowieniem sadzeniem gatunków
g³ównych na powierzchni z przygotowaniem gleby w
bruzdy. Algorytm komputerowy wygenerowa³ roz-
mieszczenie sosen w wiêŸbie prostok¹tnej 1,5×0,65 m
(9859 szt./ha) oraz dêbów w wiêŸbie 1,5×1,05 m (6200
szt./ha). Drzewka obu gatunków by³y rozmieszczane we
wspólnych rzêdach co 1,5 m, co mia³o naœladowaæ
przygotowanie gleby w bruzdy. Poniewa¿ udatnoœæ
siewów rzadko jest równomierna, wprowadzono nie-
znaczne wahania w po³o¿eniu dêbów w rzêdzie. Metoda
Sobañskiego ma s³u¿yæ miêdzy innymi wzbogaceniu
bazy ¿erowej jeleni. Po kilku latach uprawy s¹ rozgra-
dzane i zwierzyna mo¿e zgryzaæ dêby. Aby symulowaæ
mapê pni drzew po trzydziestu latach, algorytm kompu-
terowy zredukowa³ liczbê drzew, usuwaj¹c losowo 70%
sosen i 90% dêbów. Wiêksza redukcja dêbów ma od-
zwierciedlaæ ni¿sz¹ ich prze¿ywalnoœæ na ubogim
siedlisku oraz wp³yw zgryzania. Czy rozmieszczenie
przedstawione na ryc. 2a mog³oby zaistnieæ w rzeczy-
wistoœci, jest kwesti¹ otwart¹, natomiast znakomicie
nadaje siê ono do zademonstrowania dzia³ania estyma-
tora kierunkowego funkcji Ripleya w analizie dwuczyn-
nikowej. Na rycinie 2b zamieszczono wynik analizy
wspomnianego rozmieszczenia za pomoc¹ klasycznego
estymatora (Lotwick i Silverman 1982). Jak widaæ, linia
estymatora (czarna) nie wychodzi poza zakres prze-
dzia³ów ufnoœci (szary obszar) wygenerowanych za
pomoc¹ metody Monte Carlo (Haase 2002) przez symu-
lacjê 99 rozmieszczeñ (kolejne symulacje otrzymywano
za pomoc¹ toroidalnego przesuniêcia rozmieszczeñ
dêbów wzglêdem rozmieszczeñ sosen). Statystyczna
istotnoœæ wyniku zosta³a potwierdzona testem zapro-
ponowanym przez Ripleya dla skal przestrzennych od
0,1 m do 5 m (por. Haase 2002). A wiêc, bazuj¹c na war-
toœciach klasycznego estymatora, nale¿a³oby
powiedzieæ, ¿e sosny i dêby po 30 latach s¹ rozmiesz-
czone wzglêdem siebie w sposób niezale¿ny.

Przecz¹ temu stwierdzeniu wyniki uzyskane za
pomoc¹ estymatorów kierunkowych (ryc 2c, 2d, 2e, i
2f). Estymator kierunkowy badaj¹cy rozmieszczenie w
sektorze po³udniowym otoczenia drzew (od azymutu
135° do 225°), wykaza³ agregacjê (przyci¹ganie) w skali
przestrzennej oko³o 0,6 m, co mo¿na traktowaæ jako
konsekwencjê tego, ¿e dêby by³y siane w tych samych
rzêdach, w których sadzono sosnê. Podobn¹ tendencjê,
aczkolwiek nieistotn¹ statystycznie, wykazuje estyma-
tor badaj¹cy pó³nocn¹ czêœæ otoczenia drzew (od
azymutu 315° do 45°). Estymatory badaj¹ce otoczenie w
kierunku wschodnim (od azymutu 45° do 135°) i za-
chodnim (od azymutu 225° do 315°) wykaza³y
segregacjê (odpychanie) sosen i dêbów w skali prze-
strzennej oko³o 1,3 m, co mo¿e byæ pochodn¹ sadzenia
drzewek w rzêdach odleg³ych co 1,5 metra. Opieraj¹c siê

na wskazaniach estymatorów kierunkowych, mo¿na
powiedzieæ, ¿e dêby i sosny w badanym rozmieszczeniu
nie s¹ rozmieszczone niezale¿nie oraz, ¿e „po 30 latach”
analizowane rozmieszczenie odzwierciedla sposób
zak³adania drzewostanu.

5. Inne metody wykrywania anizotropii

w danych punktowych

Wiele z metod badañ przestrzennych analizuje dane
z rejonu badañ stosuj¹c w tym celu mniejsze powierz-
chnie próbne. Zastosowanie w ramach stosowanej
metody analizy wyd³u¿onych (prostok¹tnych, eliptycz-
nych) powierzchni próbnych mo¿e byæ w niektórych
przypadkach sposobem na wykrycie anizotropii ba-
danych rozmieszczeñ. Nale¿y w tym celu przeprowadziæ
kilka analiz, za ka¿dym razem inaczej orientuj¹c w
przestrzeni d³u¿sz¹ oœ powierzchni próbnej. Przyk³adem
takiego postêpowania jest zastosowana w niniejszym
artykule metoda (ryc 1. e-h) zaproponowana przez
Tomppo (1986).

Niektóre metody analizy danych punktowych
oferuj¹ mo¿liwoœæ identyfikacji anizotropii rozmiesz-
czenia niejako przy okazji. Jak zauwa¿aj¹ Mugglestone i
Renshaw (1996), w przypadku analizy spektralnej
danych punktowych, tzw. spektrumΘmo¿e byæ u¿yte po
odpowiednim przekszta³ceniu do oceny izotropii bada-
nego rozmieszczenia.

Obecnie problem anizotropii rozmieszczeñ zyskuje
coraz wiêksz¹ uwagê badaczy, co owocuje nowymi
metodami pozwalaj¹cymi formalnie testowaæ za³o¿enie
o izotropii badanego rozmieszczenia. Rosenberg (2004)
zaproponowa³ metodê odwo³uj¹c¹ siê do analizy
falkowej i wymagaj¹c¹ zastosowania metody Monte
Carlo do testowania istotnoœci wyników.

Guan et al. (2006) opracowali funkcjê SSIF (sample
second-order intensity function) oraz formaln¹
statystykê opart¹ na rozk³adzie χ 2 . Zastosowanie

funkcji SSIF, w odró¿nieniu od wszystkich omawianych
dotychczas metod, pozwala na ocenê statystycznej
istotnoœci wyników obliczeñ.

6. Graficzne metody badania anizotropii

pokrewne do funkcji Ripleya

Obecnie dostêpnoœæ programów komputerowych do
estymacji kierunkowej funkcji Ripleya jak równie¿
innych metod wykrywania anizotropii jest doœæ ogra-
niczona. Oczekuj¹c na odpowiednie oprogramowanie,
mo¿na poddaæ badane rozmieszczenie analizie pod
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k¹tem wykrycia ewentualnej anizotropii rozmieszczenia
drzew za pomoc¹ metod graficznych.

Jedn¹ z takich metod jest opisana przez Getisa i
Franklin (1987) modyfikacja funkcji Ripleya pozwa-
laj¹ca wyliczyæ lokaln¹ wartoœæ transformowanego
estymatora funkcji Ripleya Li(t) woko³o wybranego
obiektu i. Do wykonania wykresów prezentowanych na
rycinach 3d, 3e, 3f, 4d, 4e i 4f zosta³ wykorzystany
algorytm getis napisany przez de la Cruz (2007).
Pozwala on przedstawiæ graficznie kszta³towanie siê
wartoœci funkcji Li(t) w rejonie badañ. Zastosowanie
tego rozwi¹zania pozwala zobaczyæ skupiska obiektów
lub rejony bez obiektów, tak jak je „widzi” funkcja
Ripleya. Poniewa¿ funkcja Ripleya mo¿e przyjmowaæ
ró¿ne wartoœci w zale¿noœci od promienia analizowa-
nego otoczenia t, aby zobaczyæ kszta³towanie siê
skupisk w ró¿nych skalach przestrzennych, dla ka¿dej z
nich nale¿y wykonaæ oddzieln¹ rycinê.

Drug¹ z metod graficznych jest tzw. zredukowana
miara drugiego momentu przestrzennego procesu sto-
chastycznego κ (ang. reduced second moment measure).
Mo¿na j¹ zdefiniowaæ w taki sposób, ¿e dla „typowego”
obiektu x danego procesu stochastycznego oczekiwana
liczba innych obiektów tego procesu y, takich, dla
których wektor y-x jest po³o¿ony wewn¹trz rejonu A, jest
równa iloczynowi λκ A , gdzie λ to oczekiwana liczba
obiektów na jednostkê powierzchni w danym procesie
(Baddeley i Turner 2005). Z matematycznego punktu
widzenia funkcja Ripleya jest przypadkiem szczegól-
nym miary κ. Algorytm Kmeasure opracowany przez
Baddeley i Turnera (1995) pozwala przeœledziæ kszta³-
towanie siê wartoœci � wokó³ abstrakcyjnego „typo-
wego” obiektu z badanego rozmieszczenia. Analizuj¹c
tak¹ rycinê (por. ryciny 3g, 3h, 3i, 4g, 4h i 4i) mo¿na
zobaczyæ, czy prawdopodobieñstwo znalezienia innych
obiektów wokó³ badanego obiektu jest we wszystkich
kierunkach takie same.

Sposób pos³ugiwania siê tymi narzêdziami zosta³
przedstawiony na rycinach 3 i 4. Na rycinach 3a 3b i 3c
przedstawiono odpowiednio rozmieszczenia: równo-
mierne, losowe i skupiskowe. Zosta³y one wygenero-
wane tak, ¿e zawieraj¹ tak¹ sam¹ liczbê obiektów (400)
na kwadratowej powierzchni o wymiarach 100×100 m.
Na rycinach 3d, 3e i 3f zamieszczono przestrzenne
zró¿nicowanie wartoœci estymatora funkcji � ( )L ti

obliczonych dla t = 5 m. Obszary zaznaczone ciemno-
niebieskim kolorem to fragmenty rozmieszczeñ z bardzo
ma³ymi wartoœciami estymatora � ( )L ti , a kolorem ¿ó³tym

i czerwonym z wy¿szymi. W przypadku rozmieszczenia
równomiernego (ryc. 3d) widoczna jest drobna mozaika
granatowych i ¿ó³tych plamek bez widocznych
wiêkszych obszarów, w których dominowa³by jeden
kolor. W rozmieszczeniu skupiskowym (ryc. 3f) na

ciemnoniebieskim tle odcinaj¹ siê jaœniejsze „wyspy” –
to s¹ w³aœnie skupiska. Udzia³ powierzchniowy tych
wysp jest stosunkowo ma³y i warto podkreœliæ, ¿e nie
wszystkie grupki punktów widoczne na ryc. 3c zosta³y
zinterpretowane przez estymator � ( )L ti jako skupiska.

Na rycinie 3e przedstawiono przestrzenne zró¿nico-
wanie wartoœci estymatora � ( )L ti dla rozmieszczenia

losowego. Obraz ma w³aœciwoœci poœrednie w stosunku
do dotychczas omawianych. Widaæ na nim „wyspy”, ale
nie odcinaj¹ siê one od t³a tak wyraŸnie jak w roz-
mieszczeniu skupiskowym. Mapa przestrzennego zró¿-
nicowania wartoœci estymatora � ( )L ti nie jest podstaw¹

do oceny typu rozmieszczenia obiektów (to zadanie sto-
sunkowo dobrze spe³nia klasyczny estymator funkcji
Ripleya), natomiast pozwala zobaczyæ kszta³t skupieñ,
co mo¿e byæ przydatne w poszukiwaniu anizotropii.

Ryciny 3g, 3h i 3i, przedstawiaj¹ce kszta³towanie siê
wartoœci estymatora � ( )κ t dla skali t = 5 m, w roz-
mieszczeniach równomiernym losowym i skupiskowym
s¹ bardziej abstrakcyjne. Przestrzenny zakres charak-
terystyki otoczenia „typowego” obiektu badanego
rozmieszczenia siêga prawie 100 metrów w ka¿dym z
g³ównych kierunków, ale najistotniejsza informacja jest
przedstawiona w obszarze w okolicach punktu (0,0), w
którym jest po³o¿ony „typowy” obiekt. Na rycinie 3g, w
centralnej czêœci, widoczna jest kolista ciemna plama,
oznaczaj¹ca niskie wartoœci estymatora � ( )κ t w bezpo-
œrednim otoczeniu „typowego” obiektu. Tego nale¿a³o
siê spodziewaæ, bior¹c pod uwagê utrzymywanie
minimalnego dystansu przez obiekty w rozmieszczeniu
równomiernym. Z kolei na mapie estymatora � ( )κ t

sporz¹dzonej dla rozmieszczenia skupiskowego, w cen-
tralnej czêœci, widoczna jest kolista jasna plama,
oznaczaj¹ca wysokie wartoœci estymatora w bezpo-
œrednim otoczeniu „typowego” obiektu. W skupiskach
roœnie szansa na znalezienie innego obiektu w naj-
bli¿szym otoczeniu. Kolisty kszta³t tej plamy jest
œwiadectwem izotropii badanego rozmieszczenia.
Natomiast czêœæ centralna mapy dla rozmieszczenia
losowego (ryc. 3h) nie ró¿ni siê od innych czêœci mapy –
najbli¿sze otoczenie nie ró¿ni siê od dalszych po³o¿eñ
pod wzglêdem szansy napotkania innych obiektów.

Rycina 4 ukazuje wynik analizy trzech ró¿nych
rozmieszczeñ anizotropicznych. Na rycinie 4a zamiesz-
czono omawiane ju¿ rozmieszczenie z ryc. 1e. Roz-
mieszczenie na ryc. 4b wygenerowano w ten sposób, ¿e z
rozmieszczenia losowego z ryciny 3b usuniêto po³owê
obiektów (losowo wybranych), a pozosta³e zdupli-
kowano, przesuwaj¹c kopiê o wektor (8,8) tak, ¿e w
nowym rozmieszczeniu ka¿dy obiekt z pozostawionej
po³owy ma towarzysza ze po³owy zduplikowanej, po³o-
¿onego 11,31 m na pó³nocny wschód od siebie. Roz-
mieszczenie na rycinie 4c powsta³o z przekszta³cenia
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Rycina 3. Przyk³ady rozmieszczeñ:

równomiernego (a), losowego (b) i

skupiskowego (c) oraz sporz¹dzone dla

nich mapy wartoœci estymatora lokalnej

wartoœci funkcji Ripleya � ( )L t
�

(d, e, f)

oraz estymatora zredukowanej miary

momentu drugiego rzêdu � ( )κ t (g, h, i)

wykonane dla skali przestrzennej t = 5 m.

Figure 3. Examples of regular (a), random
(b) and clustered (d) point patterns and
calculated for them maps of the estimator
value of � ( )L t

�
local Ripley’s function (d, e, f),

and maps of values of the estimator of � ( )κ t

reduced second moment measure (g, h, i)
made for the spatial scale t = 5 m.

Rycina 4. Przyk³ady rozmieszczeñ

anizotropicznych z nasileniem anizotropii

w kierunku pó³noc – po³udnie (a),

pó³nocny wschód – po³udniowy zachód (b)

i wschód – zachód (c) oraz sporz¹dzone

dla nich mapy wartoœci estymatora

lokalnej wartoœci funkcji Ripleya � ( )L t
�

(d,

e, f) oraz estymatora zredukowanej miary

momentu drugiego rzêdu � ( )κ t (g, h, i)

wykonane dla skali przestrzennej t = 5 m.

Figure 4. Examples of anisotropic patterns
with strong anisotropy in north-south
direction (a), north east – south west
direction (b), east – west direction (c) and
calculated for them maps of the estimator
value of � ( )L t

�
local Ripley’s function (d, e,

f), and maps of values of the estimator of � ( )κ t

reduced second moment measure (g, h, i)
made for spatial scale t = 5 m.



skupiskowego rozmieszczenia z ryciny 3c. Losowo
wybran¹ po³owê obiektów z tego rozmieszczenia
przesuniêto na zachód o wektor (-8,0). W ten sposób
skupiska pierwotnego rozmieszczenia uleg³y rozci¹g-
niêciu w kierunku wschód – zachód.

Wszystkie trzy wykresy przestrzennego zró¿nico-
wania wartoœci estymatora funkcji � ( )L ti obliczonych dla

t = 5 m dla badanych rozmieszczeñ (ryc. 4d, e i f) wyka-
zuj¹ oznaki anizotropii, przejawiaj¹ce siê charakte-
rystycznym rozci¹gniêciem plam kolorów: w rozmiesz-
czeniu równomiernym (ryc. 4d) w kierunku pó³noc –
po³udnie, w losowym (ryc. 5e) – z pó³nocnego wschodu
na po³udniowy zachód, a w skupiskowym – ze wschodu
na zachód. Wspomniane oznaki nie s¹ elementem
rozstrzygaj¹cym o istnieniu anizotropii, ale powinny
sk³aniaæ badacza do podjêcia bardziej formalnych
poszukiwañ w tym kierunku.

Równie¿ na mapach przedstawiaj¹cych wartoœci
estymatora � ( )κ t w badanych rozmieszczeniach
widoczne s¹ oznaki anizotropii, lecz s¹ one bardziej
jednoznaczne. Na rycinie 4g widoczne s¹ jasne pionowe
pasy. Jest to wyraŸny sygna³ silnej anizotropii w
kierunku pó³noc – po³udnie. Ponadto, wystêpowanie
wielu równoleg³ych pasów jest oznak¹ periodycznoœci,
czyli powtarzalnoœci uk³adu obiektów formuj¹cych
badane rozmieszczenie. Rycina 4h nie pozostawia
z³udzeñ, co do sposobu powstania badanego
rozmieszczenia. Dwie jasne plamy oddalone o 11.31 m
w kierunku pó³nocny-wschód – po³udniowy-zachód
zdradzaj¹ metodê generacji rozmieszczenia jak równie¿
œwiadcz¹ o jego bardzo silnej anizotropii. Na mapie
rozmieszczenia skupiskowego (ryc. 4i) w centralnej
czêœci widnieje eliptyczna wyd³u¿ona jasna plama, które
jednoznacznie oddaje anizotropiczny charakter skupisk
w badanym rozmieszczeniu.

7. Podsumowanie

W dobie rosn¹cej dostêpnoœci oprogramowania do
analiz przestrzennych nie nale¿y myœleæ o anizotropii
rozmieszczeñ drzew jako o kolejnym formalnym utrud-
nieniu w prowadzeniu analiz, analogicznym do braku
normalnoœci rozk³adu zmiennych w analizie wariancji.
Raczej jest to okazja to identyfikacji kolejnego czynnika
kszta³tuj¹cego rozmieszczenie drzew w badanym
drzewostanie. Opanowanie oprogramowania niezbêd-
nego do analiz przestrzennych wymaga pewnego
wysi³ku i przed zainwestowaniem czasu i pieniêdzy
nale¿y starannie przejrzeæ ofertê. W tym kontekœcie
szczególne warty polecenia jest dostêpny nieodp³atnie
pakiet statystyczny R (R Development Core Team 2005)
wraz z licznymi stale rozwijanymi bibliotekami proce-

dur do analiz przestrzennych udostêpnianymi równie¿
nieodp³atnie przez takich badaczy jak Baddeley i Turner,
Diggle, Ripley i innych tworz¹cych wspó³czesne me-
tody analizy danych punktowych. Wszystkie obliczenia
(poza procedur¹ z programu SPPA) oraz ryciny zamiesz-
czone w tym artykule zosta³y wykonane za pomoc¹ tego
pakietu.
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