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Streszczenie. W pracy przedstawiono metodg wyznaczania zmiennego w czasie wspofczynnika
Poissona materiatu liniowo lepkosprezystego w oparciu o jednoosiowe funkcje relaksacji naprezen
uzyskane eksperymentalnie. Pokazano, ze jesli funkcje relaksacji aproksymowane sa dyskretnymi
modelami Maxwella 2-go rzgdu to wspétczynnik Poissona mozna przedstawi¢ jako kombinacjg funkcji
wyktadniczych, sktadowej stalej oraz sktadowych catkowych bgdacych suma pojedynczych, podwéjnych
oraz potrdjnych splotéw pierwotnych i zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwszego rodzaju.
Opracowano algorytm obliczeniowy identyfikacji wspolczynnika Poissona i implementowano go
z zastosowaniem standardowych technik obliczeniowych.

Stowa kluczowe: test relaksacji naprgzen, wspotczynnik Poissona, aproksymacja, algorytm

identyfikacji.
WSTEP

Materialy roslinne bedace przedmiotem produkeji rolniczej narazone sa na
réznego rodzaju obcigzenia mechaniczne podczas catego procesu produkcji
poczawszy od zbioru a skonczywszy na operacjach przerobu w zakladach przet-
worezych. Szczeg6lnie narazone na uszkodzenia sa materialy o znacznej masie
i wysokim turgorze w stanie dojrzatosci. Dotyczy to zarébwno popularnych owocdéw
(jablka, gruszki) i warzyw korzeniowych (marchew, ziemniaki) jak i roslin przemy-
stowych takich jak burak cukrowy.

Udary 1 dlugotrwale obciazenia o charakterze statycznym powoduja duze
straty wartosci odzywczych i handlowych a takze straty masowe i konieczno$é
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selekcji produktéow. Wynika stad konieczno$¢ poznania wlasciwosci mechanicznych
materialow roslinnych oraz powigzania ich z parametrami okre$lajacymi wymagania
przemystu przetworczego 1 preferencje klientow detalicznych. Doglebne studia nad
mechanikg uszkodzen a takze analiza standw naprezen i odksztalcen w materiatach
roslinnych powinny by¢ podstawa do weryfikacji szybkich eksperymentalnych metod
nieniszczacych umozliwiajacych oceng on-line tych materiatow.

Z punktu widzenia wielu zastosowan, w szczeg6lno$ci analizy przebiegu i skut-
kow obcigzen mechanicznych, materiaty ro§linne mogg by¢ traktowane jako liniowo
lepkosprezyste [1,2,4]. Jedna z podstawowych statych materiatowych dajacych obraz
reakcji materiatu w kierunku prostopadtym do osi przylozonego naprgzenia jest
wspolczynnik Poissona. Jest on powigzany zarowno z modutem sprezystosci
objetosciowej jak i postaciowej, ktore dla uktadow lepkosprezystych decyduja
o tempie zaniku naprgzen $cinajacych bgdacych najczgstsza przyczyna uszkodzen
wewnegtrznych materiatdw roslinnych.

WSPOLCZYNNIK POISSONA MATERIALU LEPKOSPREZYSTEGO

Trudnoé$¢ wyznaczania wspdtczynnika Poissona wynika z braku metody
eksperymentalnej pozwalajacej na jego bezposredni pomiar.

Stosowane dotychczas metody polegaja na pomiarach odksztalcen wzdtuznych
i bocznych probki Sciskanej jednoosiowo lub dwoch niezaleznych ekspery-
mentach, w ktérych wyznacza si¢ dwie niezalezne wielkosci pomocnicze [5-7].

W niniejszej pracy do wyznaczenia wspolczynnika Poissona zastosowano metode
Hughesa i Segerlinda [8] wymagajaca uzycia dwu probek z tego samego materiatu.
Jedna z nich $ciskana jest w warunkach jednoosiowego stanu naprezen a druga
w warunkach jednoosiowego stanu odksztatcen. Wychodzac z trzech rownan uogél-
nionego prawa Hooka opisujacych odksztalcenia probki cylindrycznej we wspot-
rzednych biegunowych Hughes i Segerlind [8] uzyskali zaleznos¢:

és [l + v]- [l - 2v]

&= (1)
X5 [1 - v]
gdzie: e; - modutl spre¢zystosci w warunkach jednoosiowego $ciskania,

X, - modul sprezystosci w warunkach jednoosiowego odksztatcania,

v - wspotczynnik Poissona materialu sprezystego.
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Zaktadajac lepkosprezystos¢ badanego materiatu i bazujac na zasadzie analogii
pomigdzy zjawiskami sprezystymi i lepkosprezystymi [3] rdwnanie (1) mozna
zastapi¢ rOwnaniem operatorowym postaci:

s E(s) [t+s-v(s)-[1-25-v(s)

s~X(s) [l—s-V(s)I ’

2)

gdzie E(s)zL[e(t)] i X (s)zL[x(t)] to, odpowiednio, transformaty Laplace'a
jednoosiowych funkcji relaksacji naprezen probki swobodnej e(t) oraz probki
ograniczonej x(t), V(s)=L[v(t)] jest transformata Laplace'a wspotczynnika
Poissona materiatu lepkosprezystego.

W oparciu o (2) mamy [4]:

Vo)=L (%_IH(%_@K{%_I] .

Do wyznaczenia oryginatu v(t) transformaty Laplace'a V(s) De Baerdemeaker
i Segerlind [4] zaproponowali procedur¢ numeryczng oparta o przyblizenie
funkcji v(t) skonczonym szeregiem ortogonalnych wielomiandéw Jacobiego,
jednak ze wzgledu na wilasnodci tych wielomianéw metoda ta pozwala aproksy-
mowac oryginal v(t) tylko dla bardzo matych czasow.

W tej pracy prezentujemy algorytm, ktory umozliwia wyznaczenie oryginatu
transformaty V(s) (3) dla dowolnej chwili czasu ¢ 20.

APROKSYMACJA FUNKCJI RELAKSACII

Bedziemy zaklada¢, ze przeprowadzono eksperyment dyskretny, ktorego
rezultatem jest zbiér pomiaréw e(tl-) i x(ti), i=1,2,..., N jednoosiowych
funkeji relaksacji naprezen S$ciskajacych probki swobodnej e(t) oraz probki
0graniczonej x(t).

Funkcje relaksacji e(t) oraz x(t) mozna przyblizy¢ w sposdb zadawalajacy
stosujac model Maxwella zlozony z dwu réownolegtych galezi, czyli kombi-
nacjami dwu funkcji wyktadniczych postaci:

eta)=Ae™™ + A% i %(b)=Be P + B P! 4)
1 2 1 4
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gdzie (t,a) i X(1,b) oznaczaja wartosci funkcji relaksacji wyliczone w oparciu
o przyjete modele natomiast a = (A, Ay,0,0,) i b=(By, By, B, B,) sa wekto-
rami parametréw tych modeli. Notacja E(t,a) i )"c(z,b) podkresla zalezno$¢ modeli
(4) od wektoréw ai b. Wspolczynniki Aj, Ay, B; B, oraz wykladniki ¢4, a5,
B i B, dobiera si¢ tak aby przyjete modele jak najlepiej przyblizaty wyniki
eksperymentu.

Jako miare doktadnosci modeli (4) przyjmiemy klasyczne kwadratowe wskazniki
jakosci postaci [9]:

Oc(a)=y L lel)-2lalf i 0:0)= I Ielu)-50)F .

“ M=z

L
N

™M=

2
N

Problem wyznaczenia najlepszych (optymalnych) parametréw a i b sprowadza
si¢ do rozwiazania nast¢pujacych zadan optymalizacji:

min Q. (a) i min 0, (). (5)

a

Uwzgledniajac wtasnosci funkcji relaksacji e(t) oraz x(t) tatwo pokazaé, ze
rozwigzania zadan minimalizacji (5) istnieja a parametry modeli optymalnych
przyjmuja warto$ci dodatnie. Sa to typowe zadania aproksymacji $rednio-
kwadratowej, mogg by¢ one rozwigzane z zastosowaniem standardowych
gradientowych technik optymalizacji bez ograniczen [14].

WYZNACZENIE WSPOLCZYNNIKA POISSONA v(r)

Uwzgledniajac (3) oraz modele (4) problem identyfikacji wspotczynnika
Poissona sprowadza si¢ wigc do wyznaczenia oryginalu V(t,c) transformaty

Laplace'a:
v Beg R (e

gdzie E_(s,a)z L[E(t,a)], X (s,b)= L[)_C(l‘,b)], c= (a,b) jest wektorem para-
metréw modeli (4).
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Transformate V (s,c) mozna przedstawi¢ rownowaznie jako sume:

V(s,c)=‘7](s,c)+‘£72(s,c) (6)
wyrazenia wymiernego:
— 1
W(s,c)=—[-2z(s,c)] ()
4s
oraz funkcji
\/z (s,c P +8-2(s,c), ®)
gdzie:
E(s, a)
7z —
(s¢)=1-= 20.0) ©)

Oryginat v; (t,c) funkcji wymiernej \71(s,c) istnieje dla dowolnych dodatnich
parametrow modeli (4) 1 jest kombinacja liniowa trzech sktadowych
wykladniczych oraz skladowej statej postaci:

Dle_alt +D2€-a2t +D3e_y[ +D4 gdy El # QIE [ B ¢a2§
v (t,c)={Djte ™ + Dye™ ™ + Dye™® ' + D, gdy B=oyB (10)
Die ™ +Dyte™® + D™ '+ Dy gdy B=w,B

gdzie B=BBy+By8, B=B +B, a wspoleczynniki D;,D,,D3,D, oraz
wyktadnik y zalezg od wektora parametrow c .

Zaréwno licznik jak i mianownik funkcji Z (s,c) (9) sa wielomianami zmienne;j
zespolonej s rzedu 3-go, w konsekwencji wyrazenie Z(s,c) +8-Z (s,c) wyste-
pujace pod pierwiastkiem w transformacie 172(s,c) (8) jest funkcja wymierna,
ktorej licznik 1 mianownik stanowig wielomiany rzedu 6-go. Funkcje ‘72(s,c)
mozna jednak przeksztatci¢ do postaci:

Vo (s, )=%Z(s,c)-W(s,c), (11)

gdzie:
W(s,c)=Y(s,c (12)
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natomiast
8  9X(s,b)-E(s,a)

Z(s,c)_ )?(s,b)—f(s,a) W)

Y(s,c)= 1+

jest wyrazeniem wymiernym, ktorego licznik i mianownik sa wielomianami rzedu
trzeciego o wspodlczynnikach zaleznych od wektorow parametrow ai b.

Posta¢ oryginatu Laplace'a funkcji W(s,c)= 1/Yis,ci zalezy od wtasnosci funkcji
Y(s,c). Wyrazenie wymierne Y (s,c) mozna przestawié w postaci:

Y(S,C):M(S_ZIXS—ZZXS_ZfS) (14)

(S_SIXS_S2XS_S3).

Zera 7y,2p,z3 oraz bieguny sy, s,,s53 funkcji Y(s,c) zaleza od wektora
parametrow ¢, ich potozeni¢ na plaszczyznie zespolonej decyduje o postaci
oryginatu w(t,c)= L'lz Yis;e 3

Mozliwe sa cztery komplementarne przypadki:

(Al) 1z, 29,23 oraz sy, s, 83 S3 rzeczywiste

(A2) z1, 29,23 oraz s| sarzeczywiste, s,,s3 sq zespolone

(A3) z; jestrzeczywiste, z;,Z3 sazespolone, sy, 55,53 s3 rzeczywiste

(A4) z; 1 s sarzeczywiste, z,23 oraz S;,S3 sa zespolone.
Oryginatl Laplace'a funkcji W(s,c) podaje nastgpujace twierdzenie; dla uprosz-
czenia notacji pominiemy zalezno$¢ definiowanych ponizej funkcji od wektora
parametréw c . Zdefiniujemy:

- §;—Z; Sy +2; s
£i@)=pi-e® o (p; - 1)+ 1 (p; 1)) Pi=—l-?i, qi=—’?—'1 i=1,12,3,
I, (x) to zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu [12]:

L(x)=i"-J,(-x), n=0,1,2,-,

gdzie J, (x) oznacza funkcjg Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu:

= (—IYC 2k+n
J = ¥ y , =0,1,2,--
) k=0 2% . Pk +1)-T'(k+n+1) i e

natomiast F(x)z jtx~1e_'dt oznacza funkcj¢ I" Eulera [12].
0
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Twierdzenie [11] Oryginal transformaty Laplace'a funkcji W(s,c)z ,/Yis,c)
(12); ¥ (s, c) jest wyrazeniem wymiernym (14), przyjmuje ogolna postac:

w(t,c)= \/ﬁ{fl(m git)+ }fl(r)-g,-(z—r)dr +5(z)} , (15)

0

gdzieS(l) oznacza dystrybucj¢ Diraca, funkcje g,-(t), i=1,2,3,4, odpowia-
dajace przypadkom (A1) - (A4), sa nastgpujace:

gdzie:

(AD)

(A2)

(A3)

(A4)

810)= £20)+ £50)+ :I)fz(f)-fa(t—f)df

g2(t)=1y )+ 1y (f)+(f)hl(f)‘h2(f—f)df

2= =) b+ | P st—oh|

640~ hl)n )+ 5 el sl

(e)=uy €2 (I (g 1)+ 11y 1))

e (= 23) Jo (i -1)= 11 - J1 (1 -1)]

e3t)=e"" Lus 1), i=0,1

hs(e)=e"" [Jo(rs 1)+ To(r 1))

hie(t)=€?" - Ji(n 1), i=0,1

:Z3—Zz, uZ:Z3+Z2’u =S3—52’u4:5‘3+52

u
d 9 ) 375 2

r =|Im(sy ), r, =Re(sy), ry =|im(z, ), rq = Re(z,). B

Dowdd twierdzenia bazuje na odpowiednim rozwinigciu funkcji Y(s,c) (14)
w szeregi potggowe Newtona [10], wykorzystuje wilasnosci funkcji Bessela,
funkcji I" Eulera i catkowego przeksztatcenia Laplace'a [13].
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Z dowodu twierdzenia wynika, ze oryginat w(t,c)= K (\/ Y is,c )) (15) istnieje dla
dowolnego wektora parametréw c .

W oparciu o (11), (7) oraz (15) wykorzystujac twierdzenie Borela o transformacie
splotu funkcji oraz selektywnos$¢ delty Diraca (t) [13] mamy:

vz(t,c)=_ivl(f,c).w(t_f,c)dw-m(})vl b, &) —, 0 )0 O 5,6,
gdzie:

Wi (t,¢)= ml:fl )+ i)+ fie)gi(t-7)dr|. (16)

0

Stad, wobec (6), oryginat transformaty wspdlczynnika Poissona dany jest
wzorem:

a(t,c):(1_m%(t,c)am(})al(f,c).wm(z_T,c)df. (17

Stale A;,A,, By B oraz &y, Qy, By i By, od ktorych zalezy zaréwno postaé
oryginatu V(t,c) jak 1 jego wartosci, zostaty dobrane tak aby przyblizone modele
Maxwella (4) jak najlepiej aproksymowaly pochodzace z eksperymentu warto$ci
funkeji relaksacji e(r) oraz x(t), podobnie model (2) opisujacy zjawiska
relaksacji w zachodzace w badanym materiale roslinnym stanowi jedynie
przyblizenie zjawisk rzeczywistych. Oznacza to, ze \7(1‘,6) (17), mimo, Ze istnieje
dla dowolnych warto$ci parametrow A;,A,, B By oraz oy, ¢y, P, B, moze
nie gwarantowa¢ dobrego przyblizenia wspolczynnika Poissona. Przyktadowo
bedzie tak wowczas, gdy oryginat V(t,c)—) —oo dla t — 0. Korzystajac z tzw.
twierdzen granicznych transformacji Laplace'a [13] mozna wyprowadzi¢
nastgpujace warunki konieczne na to aby oryginat V(t,c) mogt stanowi¢ dobre
przyblizenie wspotczynnika v(t) charakteryzujacego rzeczywisty proces.
Stwierdzenie. Jesli oryginat V(t,c) (17) spetnia nierownosci:

0< lim v(t,c)<oo i 0< lim v(t,c)<e  (18)
t—0* 1o

to
A1<B1, AZ <Bz, a1<ﬁ1 (19)

(Ajorg + Agary ) By By < (B1 By + By By oy oty (20)
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Nierownos$¢ (19) wynika z fizycznej natury sygnatow e(t) oraz x(t) ijest warun-
kiem koniecznym pierwszej z nierownosci (18); warunek (20) wynika z tego, ze
granica funkc;ji V(t,c) przy t — oo istnieje i jest skonczona.

Aby wyznaczy¢ optymalne parametry a i b spetniajace warunki (19), (20) dogodnie
jest zastapi¢ dwa niezalezne zadania minimalizacji (5) zadaniem optymalizacji:

min [Q(a: b)= Qe (a)+ Ox (b)]
(@)
przy ograniczeniach
A <By, Ay<By, o4<p 21

(Ajory + Agery ) By By < (By By + Ba By oy
a=(Ay, Ay,0q,07), b=(By,By,B1,)

Podobnie jak (5) jest to typowe zadania minimalizacji z addytywna rézniczkowalna
funkcja celu i ograniczeniami nieréwnosciowymi, ktére moze by¢ rozwigzane
z zastosowaniem standardowych technik optymalizacji z ograniczeniami [14].

ALGORYTM

Wspolczynnik Poissona v(t) mozna wyznaczy¢ w oparciu o podwojny test
relaksacji naprezen stosujac nastgpujaca procedurg:
Krok 1. Wyznacz eksperymentalnie jednoosiowe funkcje relaksacji naprezen $ciska-
jacych probki swobodnej e(z) i ograniczonej x(t), czyli zmierz wartosci e(t;) oraz
x(t;) dlai=1,2,..., N
Krok 2. Wyznacz wektory parametrow optymalnych a= (Al,Az,al,az)
ib= (31:32: B, [32) w modelach Maxwella (4) stosujac do rozwigzania zadah
minimalizacji (5) wybrang standardowsg procedure optymalizacji bez ograniczen.
Krok 3. Sprawdz czy spelnione sa warunki konieczne (19), (20) na to aby funkcja
V(t,c) (17) byta przyblizeniem rzeczywistego wspolczynnik Poissona v(t). Jesli
tak to przejdz do kroku 5. W przeciwnym przypadku przejdz do kroku 4.
Krok 4. Wyznacz wektory parametréw optymalnych a i b spehiajacych warunki
(19), (20), czyli rozwiaz problem optymalizacji (21) stosujac wybrana procedure
optymalizacji z ograniczeniami.
Krok 5. Wyznacz oryginat v; (t,c) funkcji wymiernej V) (s,c) w oparciu o (10).
Krok 6. Wyznacz zera zj, 25,23 1 bieguny sy, 59,53 wyrazenia wymiernego
Y(s, c) (13) a nastgpnie wyznacz oryginat V(t,c) w oparciu o (17) i (16).
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UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono algorytm wyznaczania lepkospre¢zystego wspotczyn-
nika Poissona materialu roslinnego w oparciu o tzw. podwojny test relaksacji.
Pokazano, ze wspolczynnik Poissona mozna opisa¢ kombinacja funkcji
wyktadniczych ) (t,c) oraz splotowych sktadowych catkowych v, (t,c). Przepro-
wadzone badania numeryczne wskazuja, ze sktadnik v, (t,c) stanowi ok. 38-40%
warto$ci wspdtczynnika Poissona V(t,c .

Oczywiscie jako$¢ przyblizenia rzeczywistego wspdtczynnika Poissona v(t)funkch
17(t,c) zalezy od dokfadno$ci modelu (3) oraz doktadnos$ci przyblizenia funkcji
relaksacji modelami Maxwella (4), a takze od dokladnosci z jaka obliczane sa
numerycznie catki (16) oraz (17).

Zaproponowany algorytm wyznaczania wspotczynnika Poissona mozna uogolnié
dla funkcji relaksacji e(t) i x(z) aproksymowanych kombinacjami k funkcji
wyktadniczych postaci:

k k
e(t)= T Ae ™™ oraz x(t)= 3 Be Pt 22)
i=1 i=1
W tym przypadku skltadowa v, (t,c) bedzie kombinacja wielokrotnych splotow
funkcji Bessela.
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COMPUTATIONAL ALGORITHM FOR DETERMINING
THE VISCOELASTIC POISSON'S RATIO OF PLANT MATERIALS

K. Golacki, A. Stankiewicz

Department of Technical Science, Agricultural Academy, ul. Doswiadczalna 50A, 20-280 Lublin

e-mail: golacki@faunus.ar.lublin.pl, ania@faunus.ar.lublin.pl

Summary. A complete procedure for determining the time-varying Poisson's ratio of
biological materials based on double relaxation test is proposed. It is proved that if discrete Maxwell
models of 2-nd order are used to approximate the relaxation functions the Poisson's ratio can be
given as a linear combination of exponential functions, constant element and multiple convolution
integrals of Bessel functions. A computational algorithm for Poisson's ratio identification is
developed and implemented by using the standard numerical optimization techniques.

Keywords: relaxation test, Poisson's ratio, model approximation, identification algorithm.





