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Zastosowanie trygonometrycznego modelu zbiezystosci
do okreslania ksztaltu strzat swierka

The use of a trigonometric taper model for the determination
of the shape of spruce stems

ABSTRACT

On the basis of sectional measurements of diameters of trees from 5 sawtimber spruce stands in the Beskid
Slaski and Beskid Zywiecki, a non-lincar shape model for spruce stems has been developed using
a trigonometric model [Bi 2000]. Subsequently, the accuracy of the proposed solution has been evaluated
and compared with the accuracy of a linear model [Socha 2000]. The discussed non-linear model for
describing the shape of stems is quite satisfactory, however, with regard to the accuracy of the determina-
tion of the stem morphological curve and volume this solution is inferior to the linear model.
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Wstep

Znajomos¢ ksztattu drzewa jest podstawg do szacowania migzszosci sortymentéw na drzewach
stojacych [Korol, Gadow 2003]. Z ksztaltem zwigzana jest réwniez doktadnos¢ okreslania
migzszosci. Ksztatt strzal drzew mozna okresla¢ migdzy innymi za pomocg tablic zbiezystosci,
ktére dla gléwnych gatunkéw lasotwérezych Polski zostaly opracowane przez Radwariskiego
[1955, 1957, 1963, 1974]. Korzystanie z tablic jest pracochtonne i na obecnym etapie rozwoju
technik obliczeniowych stato si¢ mato zasadne [Dudziriska 2003]. Coraz cz¢sciej ksztatt drzew
lesnych okresla si¢ za pomocg wzoréw empirycznych nazywanych inaczej modelami zbiezystos-
ci lub modelami ksztaltu. Modele ksztattu mozna podziceli¢ na dwie podstawowe grupy [Korol,
Gadow 2003]: modele liniowe i modele nieliniowe. Modele liniowe opisujg ksztatt drzewa
za pomocg pewnej liczby grubosci z réznych wzglednych wysokosci strzaty [Prodan 1965;
Sloboda 1984; Socha 2002]. Kazda ze srednic wyliczana jest na podstawie oddzielnego réwna-
nia. Do grupy modeli liniowych zaliczy¢é mozna model ksztattu strzat opracowany przez
Bruchwalda [1980] i zmodyfikowany przez Siekierskiego [1992] oraz Dudziriskg [2003].
We wspomnianym modelu ksztattu grubosci z 15 wzglednych wysokosci strzaty okreslane sg na
podstawie udzialu w migzszosci drzewa 15 sekcji, na ktére podzielono strzale. Udziat ten jest
wyliczany wedlug opracowanych wzoréw empirycznych. Wadg liniowych modeli ksztaltu jest
fakt, ze na ich podstawie mozliwe jest bezposrednie okreslenie tylko srednic na pewnych
statych wysokosciach wzglednych, natomiast do okreslania grubosci z innych wysokosci trzeba

stosowaé interpolacje. Najliczniejszg grupe
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bieg krzywej morfologicznej drzewa [Fang i in. 2000;
Flewelling, Raynes 1993; Kilkki, Varmola 1981; Kozak 1988;
Wensel, Olson 1995]. Do wad niekt6érych modeli nielinio-
wych zaliczy¢ mozna zbyt malg elastycznosé i stabe dopa-
sowanie funkcji ksztaltu do rzeczywistego ksztattu drzew
[Van Laar, Aka 1997] co moze skutkowa¢ wystgpowaniem
na pewnych odcinkach strzaty btedéw systematycznych. Ich
zaletg jest mozliwos¢ bezposredniego okreslania grubosci na
dowolnej wzglednej wysokosci strzaly.

Celem pracy jest opracowanic nicliniowego modelu
ksztattu strzal $wierka na bazie modelu trygonometrycz-
nego opracowanego przez Bi [2000], sprawdzenie doktad-
nosci takiego sposobu okreslania ksztattu oraz poréwnanie
jej z dokladnoscig opracowanego dla $wierka liniowego
modelu ksztattu [Socha 2002].

Material badawczy i metodyka badan

Material badawczy stanowig wyniki pomiaru sekcyjnego
1142 drzew pochodzacych z pigciu ponad 100-letnich drze-
wostanéw $wierkowych nadlesnictw Wista i Ujsoty (tab. 1).
Poza piersnicg i wysokoscig drzew do obliczeri wykorzys-
tano grubosci pomierzone na réznych wysokosciach strzaty.
Wysokosci te wynosity kolejno: 0,0; 0,5 m; 1,3 m; 1,5 m
i dalej az do wierzchotka drzewa z odstgpem jednego metra.
W ten sposéb dla kazdego drzewa uzyskano okoto 20-46 par
zmiennych wysokos$¢ — grubosé. F.acznie dla catosci mate-
riatu badawczego liczba par zmiennych wysoko$¢ — grubosé
wynosita 40 383.

Model ksztaltu strzaly zbudowano na bazie modelu
opracowanego przez Bi [2000], ktdry jest rozwinigciem
modelu zbiezystosci Kozaka [1988]. Ogélna posta¢ funkeji
opisujacej ksztalt strzaly drzewa jest nastepujaca:

d = B* [1]
gdzie:

d — grubos¢ wzgledna na danej wysokosci wyliczona

jako iloraz grubosci z tej wysokosci i piersnicy,

B - funkcja bazowa,

K - wykladnik ksztaltu, ktérego wartos¢ zalezy od

piersnicy i wysokosci drzewa oraz od wzglednej
wysokosci potozenia danego przekroju na strzale.

Bi [2000] zaproponowat nast¢pujgcg postaé funkcji bazowe;j:
In sin (ﬂ /zj
B = 2 (2]

In sin (ﬂ b]
2

Tabela 1.
Charakterystyka powierzchni badawczych

Description of study sites

Cechy taksacyjne

Powierzchnie prébne

Potozenie

Wskaznik
zadrzewienia

Zasobnosé
[m?/ha]

Klasa
bonitacji

H
[m]

35,02
36,68
30,11

[cm]
24

Wiek D
[ha]

Wzniesienie Obszar
n.p.m

powierzchni

Siedliskowy  Nazwa
typ lasu

Nadlesnictwo Lesnictwo Oddziat

0,60
0,71
0,62
0,66
0,62

478
586
413

L0
[a,8

111

600 0,75
1,61
1,19
1,08
1,36

L600

26b LMG

Laliki
Beskidek

Ujsoty

444

120
103
113

LMG B650 650

LMG

64c
34c
249¢

Wista

1,9
Ia,3

40,8

800
830

0800

Olecki
Petkéwka

Wista

590
494

38,15

50,1

P830

LG
LMG

Ujsoty

12,9

36,13

1000 122 488

P1000

Petkéwka 246¢

Ujsoty
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gdzie:
/ — wysokos¢ wzgledna,
I L3
b —wzgledna wysokos¢é piersnicy: 4 = ,
TH — wysokos¢ strzaly. TH

Opracowana przez Bi [2000] funkcja do okreslania wykfadnika K ma posta¢:

ay sin [— ﬁj
K = a; + a, sin [% ﬁj + a3 cos (37” ﬁj + + + asDis + aeh Dz + d%ﬁ [3]

gdzie:
h — wzgledna wysokos¢ grubosci pomierzonej na danej wysokosci (H) wyliczona z ilorazu
odleglosci od podstawy i wysokosci drzewa (TH),
D, ; - piersnica w korze.

Po podstawieniu B i K do wzoru [1] ostatecznie ogélna posta¢ modelu jest nast¢pujaca:

n
ay sin [7/!

) a1+ az sin [%ﬁ]+(l3 c()s[:’?ﬂll]-# +asDy 3 +aehy D13 +ﬂ7/l‘\/ﬁ

In sin [ﬂ Vi
2

In sin (ﬁ b]
2
gdzie:

d — oznacza wzgledng grubos¢ na wzglednej wysokosci h wyliczong jako iloraz grubosci
z tej wysokosci i piersnicy drzewa,
, @7 — parametry modelu

d = (4]

a, ...

Zmienne wyjasniajgce takie jak: piersnica (D, 3), wysokos¢ (TH) oraz pary grubo$¢ — wysokos¢
z réznych wysokosci strzaty postuzyly do oszacowania wartosci parametréw modelu (a;-a.).
Parametry okreslono po linearyzacji funkcji ksztattu [1], ktérg uzyskano przez jej zlogaryt-
mowanie:

In(d) = K In(B) [5]

Drugim etapem badan bylto okreslenie doktadnosci modelu i poréwnanie jej z dokladnoscig
opracowanego wezesniej liniowego modelu zbiezystosci swierka [Socha 2002]. Model ten opar-
ty jest na réwnaniach stuzgcych do okreslania grubosci wzglednych (dmy.) na 20 wzglednych

wysokosciach strzaly (ﬁw.). Wzgledne grubosci wyliczone sg zgodnie z wzorem:

ﬂ’w/ = dj
D1,3

(6]

gdzie:
dwy. - wzgledna grubosé
[6.— grubos¢ w korze na wzglednej wysokosci hj (hj=0,0125; 0,05; 0,10; 0,15;... ;0,95)

Zaleznos¢ pomigdzy grubosciami z poszczegélnych wysokosci wzglednych a zmiennymi wyjas-
niajagcymi wyrazono za pomocg réwnania:

dmy':ﬂ()/+ﬁ1j'D1,3+ﬂzj'TH [7]
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gdzie:
‘/my" grubos¢ wzgledna na wysokosci hj {j=0,0125h, 0,05h; 0,10h; 0,15h; ...; 0,95h},
D, ; - piersnica drzewa w korze,

TH — wysokos¢ strzaly.
Wyniki badan

Na podstawie zmiennych wyjasniajacych, ktérymi w réwnaniu [4] sg pier$nica, wysokosé,
wzgledna wysokos¢ piersnicy oraz pary zmiennych wysokosé — grubosé, numerycznie oszaco-
wano wartosci parametréw trygonometrycznego modelu ksztattu a-a; (tab. 2). Istotnos¢ poszcze-
gélnych parametré6w zbadano za pomocy testu t-Studenta. Wszystkie oszacowane parametry
réwnania, poza parametrem a, okazaly si¢ istotne na poziomie a=0,01. Wspétezynnik korelacji
krzywoliniowej dla réwnania [4] wyniést 0,991. Jakos¢ dopasowania modelu do danych empi-
rycznych oceniono réwniez na podstawie skorygowanego wspétezynnika determinaciji, ktérego
warto$¢ wynosi 0,982. Oznacza to, ze analizowany model w 98,2% wyjasnia zmienno$¢ grubosci
na réznych wysokosciach wzglednych strzatl.

Za podstawowe kryterium oceny modelu ksztattu drzewa przyjeto jego doktadnosé.
Rozpatrywano jg w odniesieniu do doktadnosci okreslania krzywej morfologicznej oraz w odnie-
sieniu do doktadnosci okreslania migzszosci strzaty oraz 20 cze¢sci (sekeji), na ktére podzielono
kazdg strzatg. Oceng doktadnosci okreslania krzywej morfologicznej wykonano na podstawie
wielkosci btedéw okreslania grubosci na wybranych wysokosciach strzaty. W tym celu dla
kazdego drzewa na podstawie opracowanego modelu wyliczono grubosci na 20 wysokosciach
wzglednych strzaty (0,0125, 0,05, 0,10, 0,15, itd. az do wysokosci 0,95) oraz poréwnano je
z warto$ciami rzeczywistymi, ktére okreslono na podstawie danych pochodzgcych z pomiaréw
drzew. Wielkos¢ bitgdéw scharakteryzowano na podstawie sredniej wartosci bledu okreslania
grubosci oraz odchylenia standardowego btedéw (ryc. 1). Bledy srednie okreslania grubosci za
pomocg modelu trygonometrycznego na poszczegdlnych wysokosciach wzglednych na ogél nie
przekraczajg jednego cm. Wyjatkiem jest podstawa drzewa. Odchylenia standardowe bledéw
wahajg si¢ natomiast w przedziale od okoto 0,75 cm w czesci wierzchotkowej drzewa do okoto
1,95 w czgsci odziomkowej. Stwierdzono pewien zwigzek wielkosci bledéw okreslania grubos-
ci ze wzglgdng wysokoscig. U podstawy strzaly, w zakresie wysokosci od 0k.0,35 do okoto 0,55
i przy wierzchotku strzaly model trygonometryczny powoduje wystgpowanie przewagi btedéw
dodatnich, natomiast dla zakresu od okoto 0,1 do 0,25 oraz od 0,70 do 0,80 wysokosci drzewa

Tabela 2.
Oszacowane parametry trygonometrycznego modelu ksztattu strzat Swierka i ocena ich istotnosci

Estimated trigonometric parameters of the shape model for spruce stems and assessment of their signifi-
cance

Wartos¢é Btad Warto$¢ t Poziom Przedziat ufnosci
parametru standardowy  statystyki prawdopodobieristwa  -95% 95%
al 25397 0,1163 21,8467 0,0000* 2,3118 2,7677
a2 —0,7875 0,0585 -13,4707 0,0000* -0,9021 -0,6729
a3 -0,1113 0,0103 -10,8105 0,0000* -0,1314 -0,0911
a4 -1,3421 0,0622 -21,5912 0,0000* -1,4640 -1,2202
a5 0,0021 0,0003 7,5708 0,0000* 0,0015 0,0026
a6 -0,0061 0,0045 -1,3569 0,1749 -0,0148 0,0027
al  -0,0186 0,0024 ~7,7643 0,0000* ~0,0233 ~0,0139

* warto$¢ parametru istotna dla 0=0,01;
* parameter significant for a=0,01
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a) b)

Blad okreslenia grubosci [cm]
Blad okreslenia grubosci [em]

-7
001 010 020 030 040 050 060 070 080 090 0,01 010 020 030 040 050 060 070 080 090
005 015 025 035 045 055 065 075 08 095 005 0,15 )25 035 045 055 065 075 085 095

Wysokos¢ wzgledna Wysokos¢ wzgledna
Rye. 1.
Warto$¢ $rednia i odchylenie standardowe btedéw absolutnych okreslania grubosci na wzglednych wyso-
kosciach strzat dla modelu trygonometrycznego a) i modelu liniowego b)

Mean value and standard deviation of absolute errors for the determination of diameters along relative
stem heights in the trigonometric model a) and linear model b)

wystepuje przewaga bledéw ujemnych okreslania grubosci. Przy zastosowaniu do okreslania
grubosci na poszczegélnych wysokosciach wzglednych, liniowego modelu ksztaltu srednie bigdy
okreslania grubosci sg zblizone do zera (ryc. 1). W przypadku doktadnosci okreslania migzszos-
ci poszezegdlnych sekeji, podobnie jak w przypadku doktadnosci okreslania grubosci stwier-
dzono, ze zastosowanic modelu trygonometrycznego spowodowalo wystgpowanie na pewnych
odcinkach strzaty przewagi bledéw dodatnich (u podstawy strzaly, w zakresie wysokosci od ok.
0,35 do okoto 0,55 i przy wierzchotku) (ryc. 2, ryc. 3). Na innych wysokosciach srednie btedy
absolutne i procentowe wtérne okreslania migzszosci sg natomiast mniejsze od zera (dla zakre-
su od okoto 0,1 do 0,25 oraz od 0,70 do 0,80 wysokosci drzewa). W przypadku modelu liniowego
srednie bledy absolutne okreslania migzszosci byly na poszczegdlnych wysokosciach strzaty
zblizone do zera. Jedynie Srednia wartosé biedu procentowego wtérnego okreslania migzszosci
dwdch ostatnich sekcji byta wyraznie wigksza od zera (ryc. 3.).

W przypadku catej strzaty blgdy absolutne migzszosci okreslonej na podstawie modelu try-
gonometrycznego wynosity od —0,91 m?* do 0,82 m? (tab. 3). Dla modelu liniowego zakres
bledéw absolutnych byt nieznacznie mniejszy i wynosit od —0,88 m? do 0,76 m®. Srednia wartos¢
bledu absolutnego analizowanych rozwiazad wynosi 0,01 m®. Réwniez srednie bledy procen-
towe i absolutne okreslania migzszosci strzaty byly zblizone do zera (tab. 3). W przypadku mo-
delu trygonometrycznego stwierdzono wickszy rozstep bledéw, wigksze jest tez odchylenie

Tabela 3.
Charakterystyka doktadnosci okreslenia migzszosci catej strzaty
Description of the accuracy for the determination of the whole stem volume

Charakterystyka Blad absolutny [m?] Btad procentowy wtérny [%]
biedu Model Model Model Model
trygonometryczny liniowy trygonometryczny  liniowy
Srednia 0,01 0,01 0,32 0,27
Skrajny btagd ujemny -0,91 -0,88 -18,4 -16,9
Skrajny btagd dodatni 0,82 0,76 25,6 25,1

Odchylenie standardowe 0,2 0,2 7,2 7
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Btedy absolutne okreslania migzszosci wyliczonych dla 20 sekcji wedlug modelu trygonometrycznego a)
i modelu liniowego b)

Absolute errors for the determination of the volume calculated for 20 sections in accordance with the
trigonometric model a) and linear model b)
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Rye. 3.

Bledy procentowe wtérne okreslenia migzszosci 20 sekceji wedtug modelu trygonometrycznego a) i mode-
lu liniowego b)

Secondary percentage errors for the determination of the volume calculated for 20 sections in accordance
with the trigonometric model a) and linear model b)

standardowe bledéw procentowych okreslania migzszosci. Ponadto w poréwnaniu z modelem
liniowym rozwigzanie to charakteryzuje si¢ wickszg asymetrig rozktadu btedéw procentowych
okreslania migzszosci strzaty (ryc. 4).

Podsumowanie wynik6éw i wnioski

# 'Trygonometryczny model ksztattu charakteryzuje sic dos¢ duza doktadnoscig opisu krzywej
morfologicznej strzaty. Udzial wariancji wyjasnionej wynosi bowiem ponad 98%. Na pewnych
odcinkach strzaly model ten powoduje jednak wystgpowanie systematycznych bledéw
okreslania grubosci. Prowadzi to w konsekwencji do bledéw systematycznych okreslania
migzszosci tych jej czgsci.
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zestosé (%)

C

.’_h. B .I_h.'—\‘“.'_‘—'.'_' .

-18 - -0 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Blad procentowy wtérny okreslenia migzszosci [m’]
OModel trygonometryczny EModel liniowy

Ryec. 4.
Rozktad btgdéw procentowych wtérnych okreslenia migzszosci pojedynczego drzewa wedtug modelu try-
gonometrycznego i modelu liniowego

Secondary percentage error distribution for the determination of the volume of a single tree in accordance
with the trigonometric model and linear model

# Bledy srednie okreslania migzszosci calej strzaly s dla analizowanych rozwigzan zblizone do
zera. Rozktad procentowych bledéw migzszosci charakteryzuje si¢ jednak skosnoscig dodat-
nig.

# Analizy wskazujg na mozliwos¢ stosowania trygonometrycznego modelu ksztaltu do opisu
krzywej morfologicznej strzat swierka. W tym celu potrzebna bylaby jednak taka modyfika-
cja tego rozwigzania, ktéra wyeliminowataby wystgpowanie na pewnych odcinkach strzaty
bigdéw systematycznych.

# W poréwnaniu z modelem trygonometrycznym liniowy model ksztattu wykazuje wigkszg
doktadnos¢ okreslania przebiegu krzywej morfologicznej oraz migzszosci zaréwno catej
strzaly jak i jej czesci. Ponadto jego stosowanie nie jest obarczone btedami systematycznymi
okreslania grubosci i miazszosci na zadnym odcinku strzaty.
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SUMMARY

The use of a trigonometric taper model for the determination
of the shape of spruce stems

The paper presents research results of sectional measurements of diameters of trees from 5 saw-
timber spruce stands in the Beskid Slaski and Beskid Zywiecki.

The objective of the studies is to develop a non-linear stem shape model for spruce using
a trigonometric model [Bi 2000], to evaluate the proposed solution and compare it with the
linear model [Socha 2002].

On the basis of the diameters at breast height, heights and pairs diameter-height from dif-
ferent stem heights, the values of parameters of a trigonometric stem shape model were calcu-
lated and compared with the values of a linear shape model developed on the same material.

"Taking into consideration the fitting to empirical data, the accuracy of the discussed non-
linear model for describing the shape of stems is quite satisfactory. The non-linear correlation
coefficient was 0.991 which means that this solution accounts for 98% of variations in the stem
morphological curve. However, in terms of the accuracy of determining the morphological curve
and volume of a stem or part of it, the non-linear model is less accurate than the linear shape
model.



