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Streszczenie: W pracy rozwaza si¢ zagadnienia przewodnictwa cieplnego w kompozy-
tach periodycznie warstwowych przy zastosowaniu metody homogenizacji mikrolokalnej
[Wozniak 1987]. Przyjmuje si¢, Ze temperatura catkowita (%) jest sumg dwoch sktadni-
kéw: makrotemperatury (6) i mikrotemperatury (6). Makrotemperatura opisuje przebieg
temperatury w kompozycie z pominigciem wplywu jego budowy, natomiast mikrotempe-
ratura uwzglednia wplyw wlasnosci termofizycznych poszczegdlnych warstw jednorod-
nych. W rozwazaniach wyznaczone zostaly takie wielkodci, jak: makrotemperatura,
usrednione parametry opisujace wiasnosci termofizyczne kompozytu oraz parametry
mikrolokalne. W pracy przedstawiono przypadki szczegolne rozwiazan dla cial perio-
dycznie dwuwarstwowych wraz z analiza numeryczna.

Stowa kluczowe: przewodnictwo cieplne, niejednorodne osrodki warstwowe, modele
usrednione, parametry mikrolokalne

WSTEP

Modelowanie wzajemnych zaleznosci migdzy problemami dynamiki cieplnej
w obiektach budowlanych, ktérymi dla przykladu sa: dobor instalacji grzewczych
i chtodniczych, regulacja ich obcigzen, zewnetrzne warunki klimatyczne, doboér wiasno-
$ci cieplnych elementéw budynku, warunki jego eksploatacji itd., jest obecnie w coraz
wigkszym stopniu mozliwe dzigki stosowaniu obliczeniowych technik numerycznych.
Ciagle jednak stosowanie tych technik zwigzane jest z wieloma ograniczeniami. Dla
przyktadu wskazemy na dwa takie ograniczenia:

— potrzeba uwzglednienia, pomijanych dotychczas dla uproszczenia, cech zjawisk
prowadzi do nowego modelu teoretycznego, tym samym dezaktualizuje opracowane
programy komputerowe,

— konieczno$¢ badania i wyznaczenia zakresu stosowalnosci opracowanych pro-
graméw komputerowych, oparta na analizie blgdéw obliczen numerycznych, eliminuje
rozwiazania spoza tego zakresu, czyli rozwigzania niewiarygodne.
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Na og6t dostatecznym powodem modyfikacji uzytych do konstrukcji programu
komputerowego modeli zjawisk jest ulepszanie opisu zjawiska, polegajace na osfabianiu
zatozen upraszczajacych lub uwzglednianiu pomijanych dotychczas cech badanego
zjawiska. Przykladem moze tu by¢ traktowanie ciat niejednorodnych jako jednorodne.
Przyblizenie to jest dopuszczalne, gdy mamy do czynienia ze ,,staba” niejednorodno-
$cig. Obecnie jednak coraz cze$ciej stosuje si¢ materialy ,,silnie” niejednorodne, takie
jak na przyktad kompozyty. Zatozenie upraszczajace o jednorodnosci osrodka trzeba
w takim przypadku odrzuci¢ [Wozniak 1987, Matysiak i Nagdérko 1989, Nagérko
i Zielinski 1999].

W pracy przeanalizujemy zagadnienie przeptywu ciepta w ciatach z ,,silna” niejedno-
rodnoscia materiatowa, tzn. niejednorodnoscia z oscylujacymi i niecigglymi funkcjami
charakteryzujacymi ciato, takimi jak: gestos¢, stale przewodnictwa cieplnego i ciepto
wlasciwe. Ponadto chodzi o to, by relacje w skonstruowanym modelu mialy prosta anali-
tyczng postaé, ktéra mozna fatwo zastosowaé do budowy programow numerycznych.

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W MATERIALACH NIEJEDNORODNYCH

Rozwaza¢ bedziemy o$rodek niejednorodny, zajmujacy obszar Q, ograniczony
powierzchnig 0Q. Oznaczymy przez 9(x,t) temperature, (x,1)€ Q, t€ (to,tl), a przez

A, p, ¢ odpowiednio: tensor przewodnictwa cieplnego, gestos¢ masy i ciepto wlasciwe.
W przypadku osrodkéw niejednorodnych wielkosci A, p, ¢ zaleza od x € Q.

W rozpatrywanym o$rodku ma miejsce nieustalony przeplyw ciepta opisany row-
naniem Fouriera [Nowacki i Olesiak 1991]:

pcd—(Ayd, ) =T, k,1=1,273 )

gdzie I jest gestoscig zrodet ciepla. W rownaniu (1) zastosowano oznaczenie f, , ktdre

dla dowolnej funkcji f = f(x,t) jest jej pochodng czastkowa f,; E-—aL, ponadto

axk
] . of
f oznacza pochodna czasowa f = TR
t
Strumien ciepla q = q(x,7) przyjmuje postaé:
qr =—Ay?d,, k,1=1,2,3 (2)

Réwnania (1) i (2) rozwiazuje si¢ przy odpowiednich warunkach poczatkowych
i brzegowych.

W przypadku elementu Q zlozonego z materialow o réznych, ale stalych warto-
$ciach A, p, ¢ rownanie (1) mozemy traktowac jako ukiad réwnan utworzony dla pod-
zbioréw Q odpowiadajacych jednorodnym materialom sktadowym wraz z warunkami
na powierzchniach granicznych.
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Jezeli wymiary podobszaréw wypelnionych materialem jednorodnym sa male —
rzedu bledu obliczeniowego, pojawiaja si¢ wtedy znaczne trudno$ci w stosowaniu
metod numerycznych. Model analityczny powinien by¢é uproszczony. Jedng z metod,
jaka tu mozna zastosowac, jest metoda homogenizacji [Wozniak 1987], ktéra opiszemy
w nastgpnym punkcie.

MODEL USREDNIONY DLA KOMPOZYTU PERIODYCZNIE
WARSTWOWEGO

Rozpatrzmy cialo materialne o grubosci L, wysokosci /i i szerokosci d, ztozone
z powtarzajacych si¢ pionowych warstw. Wprowadzmy kartezjanski uklad wspélrzed-
nych O(x|, x;, x3) tak, aby o$ Ox; byla prostopadia do uwarstwienia i lezala w polowie
wysokosci ciata (rys. 1).

X3

/777

h J \ Q

N | =

T _ ﬁ
D~ 2
VA % d
L
X2 =
Rys. 1. Cialo periodycznie dwuwarstwowe
Fig. 1. The two layered periodical body
: : ' . h h
Obszar ptaski o wymiarach d i i oznaczymy przez I1, tzn. [1=(0,d)X el

(xg,x3 )E I1. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy x; = x.
W  o$rodku Q elementem reprezentatywnym jest obszar Q. gdzie
Q. =Mx(x,%.), ¢=L2,..,¢9, a x. sg punktami: xy =0, x; =8, x, =26,...,

x., =cod = L. Element reprezentatywny o grubosci & zlozony jest z pojedynczych
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n
warstw jednorodnych i izotropowych o grubosci 8, tak ze § = 260,, =1l ey ey, ik
a=l1
Gestosé masy, ciepto wiasciwe oraz wspotczynnik przewodnictwa cieplnego dla
poszczegblnych warstw jednorodnych i izotropowych oznaczymy odpowiednio przez
PorCorNa-a=1,2,...,n, wielkosci te nie zaleza od czasu. Zalozymy, ze temperatura
(¥) nie zalezy od x; i x3, jest wigc funkcjq zalezna tylko od x i ¢, czyli ¥ = ¥(x,1).
Réwnanie (1) w opisanym przypadku przyjmuje postac:

KO—-AY =T (3)

_Y
ox
Mnozac réwnanie (1) przez dowolng temperature prébng (z) z przestrzeni tempera-
tury prébnej (7), przyjmujaca warto$ci zerowe na brzegu ciala, otrzymamy po prze-
ksztalceniach posta¢ catkowa réwnania przewodnictwa cieplnego:

gdzie Kk = pc, f’

L
(veeT) | [(cb-v+n0"7")dr=0 @)
0

Zgodnie z metoda homogenizacji mikrolokalnej, zalozymy w dalszym ciagu, ze
temperatura () sktada si¢ z dwu sktadnikéw: makrotemperatury (6) oraz mikrotempe-
ratury (6°¢):

V=0+0°¢ (5)
przy czym mikrotemperatura ma postac:

0° (x,1) = hy (%) g4(x,0) (©)
gdzie h,:Q >R, a=12,..,5, saznanymi funkcjami oscylujacymi, zwanymi funk-
cjami ksztaltu, natomiast g,:Q —R, a=12,..,s, sa funkcjami poszukiwanymi,
zwanymi parametrami mikrolokalnymi, opisujacymi wptyw niejednorodnosci na tempe-
ratur¢. Przyjmujac funkcje prébne (7), podobnie jak w zalezno$ci (6), oraz stosujac do

réwnania przewodnictwa cieplnego (4) formalizm wariacyjny, otrzymamy lokalne réw-
nanie na makrotemperaturg:

()0 = (A" +(A,)gn ©)
oraz na parametry mikrolokalne:

(Aa)gp =—(Aa)0’ (8)
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gdzie symbol ( ) oznacza warto$¢ $rednig funkcji f w warstwie reprezentatywnej:

) ') )
1 ’ l ’ ’
(f) =gj'f(x)dx, (Aﬂ)=;;—f/\hadx, (Aw)=5 [ M ©
0 0 0

Réwnania (7) i (8) stanowia uklad rownan usrednionego modelu przewodnictwa
cieplnego dla periodycznych os$rodkéw warstwowych. Réwnania (8) sa ukladem
s-linlowych réwnan algebraicznych na niewiadome parametry mikrolokalne (g,
a =132 7% %s).

Jezeli macierz <A,,,,> jest nieosobliwa, wtedy:

o

8a =—(Np)Aw) 0’ (10)

Podstawiajac zaleznosé¢ (10) do (7), réwnanie przewodnictwa cieplnego przyjmuje
postac:

(K6 =HA)~ (A0 ) (A2 ()7 )

Réwnanie (11) opisuje przewodnictwo cieplne w modelu u$rednionym. Czton
X.=<A,,>(Ab><A,,b>_[ uwzglednia wplyw struktury warstwowej ciala na przebieg

temperatury. Wielko$c ta znika w przypadku ciata jednorodnego i izotropowego, a row-
nanie (11) jest wtedy rownaniem Fouriera. Do réwnan (10) i (11) nalezy dolaczy¢ od-
powiednie warunki poczatkowe i brzegowe.

CIALA PERIODYCZNIE DWUWARSTWOWE

Rozwazmy kompozyt, w ktérym warstwa reprezentatywna o grubosci J sktada si¢
z dwdch warstw jednorodnych i izotropowych o grubosciach &, #0 i §, # 0. Wielko-

$ci usrednione <K> i<A> beda w tym przypadku réwne:

(K)=771K1+(1_771)K2 oraz <A)=771A1+(1‘7h)/\2

. 6 o
gdzie: M =21 = (t-m)==.

Dla rozpatrywanego ciata przyjmiemy jedna funkcje ksztaltu postaci:
x—6—2l dla xe <0,5,)

h(x) = _5|(x—5) __5_1
2

52 dla xe (5|,6>

Architectura 2 (1) 2003



36 W. Nagédrko, M. Piwowarski

przedstawiong na rysunku 2. Podstawiajac A(x) do wielkosci usrednionych (9), otrzy-
mujemy:

)
Ar=m(A1=Az), <A11>=771(A1+6 16 Az)
0]

oo LARY o AL ) "
Czlon A = ( 1> jest réwny: A = 77_1({\1—/\-)_ . Wielko$¢ A jest funkcja czterech

<A“> A+ A,
6-6,
zmiennych: 8,8, A, As.
h A h
a
Lo
2
>
x
8 \ \
2
% 3y L 92 L o L
1 4 | a 1

Rys. 2. Wykres funkcji ksztaltu dla ciala dwuwarstwowego
Fig. 2. Diagram of the shape function for the two layered bodies

Przyjmijmy, ze A, =const=Ag #0 oraz § =01 m, a 516(0,%), Niech
o (51_10512)(/\0—/\1)2
A, €(0370) wtedy A =A(6,.A,)= 2
_G( ) wtedy (1 “) (0’1—5I)A0+5IA2

b}

A przedstawiaja rysunki 3-5. Na wykresie z rysunku 3 przyjeto Ay = 0,042
W-m™- K, co odpowiada wspétczynnikowi przewodnictwa ciepinego dla styropianu.
Na rysunku 4 przyjeto Ay =58 W-m™'-K~', co odpowiada wspétczynnikowi prze-

wodnictwa cieplnego dla stali, natomiast na rysunku 5 przyjeto Ay =200 W-m~'-K~!

. Wykresy funkcji

(aluminium).
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E300-350
250-300
E200-250
C150-200
J100-150
E50-100
J0-50

Rys. 3. Wykres funkcji A(S;, A,) dla A} =0,042W-m™ K™
Fig. 3. Diagram of the function A(8,, A,) for A} =0,042W -m~" K™

E120-140
0100-120
E80-100
60-80
40-60
m20-40
E0-20

m160-180
[J140-160
E120-140
[1100-120
Em80-100
J60-80
[40-60
m20-40
[20-20 |

Rys. 5. Wykres funkcji A(5;, Az) dla Ay =200 W-m™ - K~!
Fig. 5. Diagram of the function /~\(5|, /\2) for Ay =200 W-m™ . K
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PRZYKLADY ROZWIAZAN NUMERYCZNYCH

1. Rozpatrzmy ptlyte nieograniczong w kierunkach x; i x3, ktéra jest dwusktadniko-
wym kompozytem periodycznym o grubosci / = 0,4 m, w ktérym element reprezenta-
tywny ma grubo$¢ 6 =0,035m i skiada si¢ z warstwy styropianu (8; =0,005 m)
i warstwy betonu zwyklego z kruszywa kamiennego (&, =0,03 m). Temperatura jednej
$ciany x = 0 wzrasta od 0 do 20°C. Po drugiej stronie ptyty x = /, temperatura wynosi
0°C. Wyznaczmy przebieg makrotemperatury G(x,t) po uplywie czasu ¢. Wielkosci p,
¢, A dla poszczegdlnych warstw jednorodnych sg rowne:

— styropian: A; =0,02W.-m™'.K~!, p, =30kg-m~3, ¢, =1,46kJ-kg™'-K!,

— beton zwykly z kruszywa kamiennego: A, =170W.-m™'.K!,
P2 =2400kg-m™3, ¢, =0,84kJ-kg~! - K.

Wielko$ci usrednione dla warstwy reprezentatywne;j: <K>= 1734,257kJ-m=3 - K-},

A=(A)=(A, Ay )Ag)" =0254W.m~ K1, Poszukiwana funkcja 0(x,7) jest
rozwiazaniem réwnania rézniczkowego:
9%0 d06
a2 da
przy warunkach poczatkowym 6(x,0) =0 i brzegowych 6(0,a) = Aa, 0(l,a) =0, przy

12)

|>n

czym A jest wspo6lczynnikiem proporcjonalnosci oraz a = —t.

()
Makrotemperatura 0(x,¢) jest réwna [Guz i Kacki 1967]:
sin ﬂx n2M2a

25 1 21? 3 -
Ox,t)=A|[1-=|a-— (x> =302 +202x )+ =) — L ¢ 12 13
i ( z)a g ¥ 3t 1 24%) H3Z1 o S

Makrotemperaturg w kompozycie dla czasu ¢ = 6 h (zakladajac wzrost temperatury
6, od 0 do 20°C) przedstawiono na rysunku 6 (6, — przebieg temperatury w styropianie).
25 -

N
o

—
w

=1
o

wm

Temperatura, °C
Temperature, °C

o

P T T T T S T
el
=}

1

T
® © 9o o O © < w ©o o
R O ¥ T T S OF SR O O
o o o oo oo o © o

0,24
0,27

X, m
Rys. 6. Przebieg temperatury w kompozycie periodycznie dwuwarstwowym
Fig. 6. Course of the temperature in two layered periodical composites
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2. Piyta réwnolegloscienna o grubosci 2! (—l stl), [ = 0,2 m, nieograniczona
w kierunkach x; i x3, zostata nagrzana w chwili z = 0 do temperatury 6, =20°C. Plyta

jest kompozytem periodycznie dwuwarstwowym o grubosciach warstw jednorodnych
6, =0,005m (styropian), &, =0,03 m (beton zwykly z kruszywa kamiennego).
Wyznaczyé rozkiad temperatury 6(x,z) po uplywie czasu # = 6 h, jesli temperatura
otoczenia wynosi 0°C. Wielkosci p, ¢, A dla poszczegélnych warstw jednorodnych
WYynosza:
—warstwa 1: A; =0,02W-m~.K™, p, =30kg-m™3,¢, =1,46kJ -kg™! - K,
—warstwa2: A, =1,70W-m™ .K~!, p, =2400kg-m—3,¢, =0,84kJ-kg™! - K.

Wielkosci usrednione: (i) =1734,257kJ-m= K=, A =0254 W-m~' .K .
Funkcja 6(x,?) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (12) oraz musi spetniac
warunki poczatkowy 0(x,0)=60, dla -I<x<[ i brzegowe 6(-l,a)=0(l,a)=0
dla0<a< e

Makrotemperatura w ptycie ma postac:

oy =200 3 I oo (20t I,

14
TS EPEN 2 05

n=0

Przebieg temperatury przedstawiono na rysunku 7.
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Rys. 7. Przebieg temperatury w kompozycie periodycznie dwuwarstwowym
Fig. 7. Course of the temperature in two layered periodical composites

PODSUMOWANIE

Przedstawiona metoda rozwiazywania zagadnienia przewodnictwa cieplnego
pozwala na zbadanie wplywu budowy cial periodycznie warstwowych na przebieg
temperatury przy zmiennych warunkach brzegowych. Zaproponowana metoda pozwala
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na fatwe wyznaczenie takich wielkosci, jak A i K, ktére sa potrzebne do okreslenia
poszukiwanej makrotemperatury (6). W metodzie tej nie trzeba rozpatrywa¢ warunkow

brzegowych dla kazdej warstwy z osobna.
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THERMAL CONDUCTIVITY IN PERIODICAL LAYERED COMPOSITES

Abstract: In the paper the problem of thermal conductivity in periodical layered compo-
sites is analyzed using the method of microlocal homogenisation [Wozniak 1987]. It is
assumed that the temperature () consists of two parts: macrotemperature (%) and
microtemperature (0%). The macrotemperature describes the distribution of the tempe-
rature in the body neglecting the influence of the body structure, the microtemperature
includes the structure by including different thermophysical properties of the investigation
layer. In the considered homogenised model the numerical analysis of the macrotempera-
ture, the microlocal parameters, the parameters describing the thermophysical properties
of the investigated body and the total temperature was conducted. The examples for two
layered periodical bodies are calculated in this paper.

Key words: thermal conductivity, periodical layered composites, homogenised model,
microlocal parameters
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