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Nieliniowe zagadnienie konsolidacji gruntu 
A nonlinear consolidation analysis 

Wstep 

W procesie odkształcania gruntu pod 

wpływem obciążenia zmieniają się para- 

metry ściśliwości i filtracji. Dlatego też 

rozważając konsolidację warstwy gruntu, 

nie można traktować tych parametrów 

jako stałych, jak to czyni się przy badaniu 

zagadnienia liniowego konsolidacji. Nie- 

zbędne jest natomiast badanie zagadnie- 

nia nieliniowego. 

Jednowymiarowe zagadnienie kon- 

solidacji nasyconego wodą gruntu zapi- 

sać można w postaci (Florin 1961): 

OH _1 aq _ moh  Kl+e) OH, 

Ot уд у 9 ya ox? 

+(1+e wz) + (1+5 

ан\ Ym „OH OH ЭН Ym 
dx -— д бо у 

Ym Ok OF | 

y de 8x © 

. Uo 

(1) 
gdzie: 

HF — nadwyżka ciśnienia porowego, 

h = h(t) — miąższość warstwy gruntu, 

q — qg(t) — obciążenie jednostkowe 
konsolidowanej warstwy, 

x — współrzędna pionowa, 

t— czas 

Uy=utv (2) 

gdzie: 

u — prędkość filtracji wody, 

v — prędkość „filtracji fazy stałej. 

= (3) 

gdzie: 

€ — wskaźnik porowatości, 

o — naprężenie efektywne w gruncie, 

k — współczynnik filtracji, 

Ym — ciężar objętościowy szkieletu 

gruntu, 

Y — ciężar objętościowy wody. 

Wielkość uo nie zależy od x i dla 
każdego konkretnego zagadnienia może 
być wyznaczona z zależności (2) i z za- 

leżności 

oH 
uy =(1+€)v—k 7 (4) 
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W równaniach (1), (3) i (4) należy 

uwzględnić, że k= k(e) i E = e(0). 

Przyjmujemy (Florin 1961): 

k = ky exp Be (5) 

&= 50 — с. Ш (1+5) (6) 

gdzie kg, cc, B ib — parametry i współ- 
czynniki określone eksperymentalnie dla 
danego rodzaju gruntu. Naprężenie o 

można zapisać w następującej postaci 
(Florin 1961): 

O= 9 + Yh — YH YX (7) 
Przy wyprowadzeniu rownania konsoli- 

dacji zaniedbuje sie wyrazy zawierajace 
jako czynnik prędkość filtracji. Równa- 
nie (1) wyprowadzono bez pominięcia 

tych wielkości (Florin 1961), co dopro- 

wadziło do pojawienia się po prawej stro- 
nie równania (1) ostatnich czterech skład- 

ników. Zasadność pominięcia szóstego 
składnika po prawej stronie równania (1) 
pokazana jest w pracy (Florin 1961) dla 
zagadnienia związanego z chwilowym 
przyłożeniem obciążenia do stałej war- 
stwy gruntu. 

Aby pominąć szósty i siódmy skład- 
nik po prawej stronie równania (1), wy- 

starczy (wynika to z porównania tych 
składników z czwartym i piątym), aby 
zachodziła nierówność: 

Ok 
Ae 2k 

lub rownowaznie 

В>1. (8) 

W tym przypadku równanie konsoli- 
dacji można zapisać w postaci: 

aH _1 aq , tm 0h 
ot yor y or 

l+e 0,0H 
  

Jeśli podłoże warstwy gruntu jest nie- 
przepuszczalne 1 nieściśliwe, to dla x = 0, 

Wowczas z rownania (4) wynika, ze 

ug = 0. 

W tym przypadku równanie (9) uprasz- 
cza się 1 przyjmuje postać 

ЭН _1 94 Ym oh 
dt yor y ot 

l+e 0 , 0H 
ay ox ax 

(10) 

  

Ostatni wyraz w równaniu (9) znika rów- 

nież, gdy rozważyć zagadnienie od- 
kształcenia warstwy gruntu znajdującej 
się na przepuszczalnym podłożu. Jeśli 

przyjąć, że środek warstwy znajduje się 
w początku układu współrzędnych, to 

OH 

  

(z symetrn): dla x=0,v=0i ay =0. 

a zatem 1 ug =0. 

Tak więc dla naszego zagadnienia 

aH _1aq, 1+e a, dH 
9 y ot” ay ax dx (11). 

1. Warunki modelowania dla 
nieliniowego zagadnienia kon- 
solidacji gruntu 

Otrzymane w tej pracy warunki mo- 

delowania mogą być stosowane do roz- 
wiązywania zagadnień nieliniowych. 
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Wprowadzamy współczynniki bez- 

wymiarowe: 

h 6 
= QM, — Or = =,“ = $ 

и hy ° Oy 

—, a 

Hy x 

  
t 

= Ча, =, = 

qm IM Ум ”  Vm,, 

k l+€ a 
OQ, =—, A, = ,a,= 

к Км Е l+ey a 

  

dy 

Indeks M dotyczy funkcji opisujących 

model. 

Niech wielkości €, a i k będą jedno- 

znacznymi funkcjami o. Biorąc pod uwa- 
gę, że wielkości bezwymiarowe nie zale- 
za od 0, wykazemy, ze 

0; = 0, = 0, = 0, = 1 (12) 

Istotnie, przyjmijmy na przykład k= (6) 
oraz załóżmy, że ko = g(0) ź 0. Zgodnie 
z określeniem 

glo) _ PiOGOw) 
Gu) PCS) 

Podstawiajac w tej równości 

бм=0 

znajdujemy 

04 = | 

Stąd 

Ф(0%бм) = Ф(бм) Е 0% = 1. 

Rozpatrzmy zagadnienie konsolidacji 
stałej warstwy gruntu pod wpływem 
zmiennego w czasie obciążenia zakłada- 
jąc, że ciężar gruntu można zaniedbać. 
Równania konsolidacji i równowagi 

w tym przypadku można zapisać w posta- 
ci (tak jak w równaniu 1) 1 

o=q-yH (13) 

Zapiszemy te równania uwzględniając 
współczynniki bezwymiarowe i zależno- 

ści (12), czyli 

= + 
Oty  OLQL м Oty 

a, 1+8м д OH yy 

020%, Умом dzy" AX 

  

  + (14) 

Oy = dm — Ly M (15) 

Z równań tych wynika, że 

2 — z Ot = Of 00, = AOL, 4 = 1, бб, = 1. 
Warunki początkowe i brzegowe nie na- 
kładają dodatkowych zależności na 
współczynniki bezwymiarowe. 

Ostatecznie warunki modelowania 
otrzymamy w postaci 

t ty H Hy 
q=q > 5 = 5 = 

м ху хим т Мм 

  (16) 

Jeśli przyjąć yY = yy, to z rozwiązania 
nieliniowego zagadnienia dla warstwy o 
grubości h można otrzymać rozwiązanie 

dla warstwy o grubości h, drogą prostego 

przeliczenia skali zgodnie ze wzorem 

thy 
t= 7 (17) 

Rozpatrzymy teraz problem modelowa- 
nia zagadnienia konsolidacji powiększa- 

jącej się warstwy gruntu. 

Równania konsolidacji i równowagi 

w tym przypadku mają postać: 
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  OH tm dh l+e O „OH 
ay at ay dx! dx (8 

6=4„fh=YHT="y" (19) 

lub uwzględniając współczynniki bezwy- 

miarowe i równania (12): 

OH yy Oy Op Vm,, Ohyy 
a + 

Oty Oly Yu Aty 

Qa l+ey д 
M 

OLOLy ayYmM OX ‘ 

  

OH 
| Ox M 

      (20) 

Oy = Cy Oy Ym, Ay — Oy Cn Ym Hm + 

(21) ~ Oy QO, Ут, Хм 

Z równań (20) i (21) wynikają warunki 

modelowania: 

Ot, = OLO, Ot, 04, = OLO = 1 (22) 

Przyjmując 

Oly = Oty,» Oe = Oty 
otrzymujemy 

O, = Oy, 1 Oly = Ol (23) 

Z równości (23) wynika, że jeśli Y = yy, 

to 0,=0y=Oy=l lub t=ty,h=hy, 

H = Hy. 

Tak więc warunki modelowania dla za- 

gadnień konsolidacji powiększającej się 

warstwy gruntu nie pozwalają sprowa- 

dzić rozwiązania jednego zagadnienia do 

drugiego drogą przeliczenia skali. W tym 

przypadku każde zagadnienie należy roz- 

wiązywać oddzielnie. 

2. Stopniowe powiększanie gru- 
bości warstwy 

Zagadnienie konsolidacji powiększa- 
jącej sięwarstwy gruntu sprowadza się do 

rozwiązania równania: 

ЭН _ Vm oh (1+5) д. OH 

oy oa ay z ar (24) 

w obszarze 

0<x<x(t)=h(t), t20 (25) 

z warunkami brzegowymi 

OF _ 0 dlax=0iH=0 dla x= H(t) 
Ox 

(26) 

Rozpatrzmy zagadnienie powiekszania 

grubosci warstwy gruntu w czasie zgod- 
nie z zależnością liniową: 

= dlat>7T 

A(t)=h dlat>T 

gdzie: 

h — maksymalna miąższość warstwy, 

T — czas. 

Ponieważ wszystkie zależności przy roz- 
wiązaniu liczbowym zagadnienia tracą 
sens w momencie czasu £ = 0, jako waru- 

nek początkowy przyjmuje się 

H ty x)= TE (27) 

gdzie 

f= 
n 

I - 
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Fizycznie odpowiada to chwilowemu po- 

. . ‚.Й 
większeniu warstwy o grubości „› а 2а- 

tem wzrostowi liniowemu. Aby oszaco- 

wać błąd powstały wskutek zmiany wa- 

runków początkowych, przeprowadzono 

porównanie wyników otrzymanych z ob- 

liczeń numerycznych dla zagadnienia li- 

niowego konsolidacji z dokładnym 

rozwiązaniem analitycznym Gibsona 

(1958). Zgodność wyników okazała się 

pełna. 

Sformułujemy schemat różnic skoń- 

czonych odpowiadający powyższemu 

zagadnieniu różniczkowemu . 

Niech (x;, t;) — równomierna wzglę- 

dem x i t prostokątna siatka różnicowa 

pokrywa obszar (25). W celu uproszcze- 

nia warunków brzegowych x = h(1) 

przyjmujemy krok względem czasu 

Т 
TEN 

krok względem grubości warstwy gruntu 

[= mt, m=, t= jt, x)= il, 

1,7 =0,1,... N,..., 

Na (x;, 6) wprowadzamy funkcje siatko- 

wą y,, odpowiadającą ciśnieniu H. 

Ponadto przyjmujemy następujące ozna- 

czenia: 

: м . 
У=У (хь уни = УТ, УЕУ (х, t)=y 

*Problemom związanym z obliczeniami 
numerycznymi dla zagadnień nieliniowych konso- 
lidacji będzie poświęcona oddzielna praca. 

У= (ЧУ), + plx, Г, У, A (v)] 

_ afl) 
=y (xt/, t), w= BE, 

  

  

[ ’ 

V 
z pl) — у a у —y 

Ух = ] , У; — т , 

do). = Чу (Уна — У) - ау: - Ури) 
( Vx) x ~~ р , 

a=d(x,t,v"), vy =0,5 (v +y00), 

У 

t =t—T, AG) =0,5 - Oe +3y). 

Doprowadzimy równanie (24) do posta- 
CI: 

9 _ 0] +es)ktx, H) GH | | 
Or 0х а(х,Ну — ox 

‚О ед H) ga OH | Ym dh 
a*(x, H)y ax ox у 9! 

1 zapiszemy równanie (28) w postaci 

schematu różnicowego (Samarski 1962) 

  

  (28) 

(29) 

z warunkami brzegowymi i początkowy- 
mi, odpowiadającymi (26) 1 (27) 

= [h(), = 0, y,=0dlax=x= 0; 

ya, = Fax, (30) 

Ponieważ rozpatrywane zagadnienie 
dotyczy gruntu jednorodnego 1 funkcje 
k (x,H) i a (x, H) są ciągłe w całym 

obszarze, możemy przyjąć następujący 

schemat dyskretny: 

| +e,|kGoj) EG I> y;) 

2 lalay) aia») 

= Ф[ хь 6 уь Му} 

  0; = 
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Uwzględniając zależności: 

a= be 1 po 0 
l +bo' (1+bo)B 
  

gdzie: 6 = yyh — YH — y,x, Ey= ef, 

otrzymujemy następujące wzory: 

ри A(1 + eg)Eg, 
= ae, | (1 + bo*)! Be + 

+ (1 + bo; „) Bo, 

  

„AB! +E[(0 + ОА] 
b cY(1 + о) В 

+ 7 gh (31) 

gdzie 

OF = Yxh(t) — wien — Уихь 

Gi-1 "Yph(t) — p — Yar i-1> 

6; = Ygh — YV; — Yprti- 

Równość (29) wraz z warunkami 

brzegowymi (30) sprowadza się do trój- 

diagonalnego algebraicznego układu 

równań nieliniowych względem y(x, 2). 

Rozwiązanie tego układu znajdujemy 

metodą prostej iteracji zamieniając rów- 

ność (29) na układ równań liniowych 
względem y** (x, 2) 

HD = (dO ED), + plx, t ¥, Ay) 
(32) 

gdzie: 

A= d (x, yl), 

k+1) _Y 
(ety _ YP -y 

M — т , 

У — К па iteracja funkcji siatkowej; za 

zl = / przyjmuje się wartość funkcji 
siatkowej w momencie czasu £ — T. Proces 

iteracyjny prowadzi do rozwiązania ukła- 

du równań nieliniowych (29), jeśli 

ma x| y*) — yh| e, 
l 

przy tym wartość funkcji siatkowej 
w momencie £ wynosi y= ylk*1), 
Oczywiście, że liczba iteracji zależy od €. 

W naszych obliczeniach dla e = 10% wa- 
ha się ona od 5 do 7. 

Liczba algebraicznych równań linio- 

wych w układzie (32) zwiększa się wraz 

ze wzrostem grubości warstwy gruntu. 

3. Stopniowe powiększanie ob- 
ciążenia 

Rozpatrzmy odkształcenie gruntu 
w konsolidometrze z drenażem na górnej 
1 dolnej powierzchni warstwy. Równanie 
konsolidacji, warunki brzegowe i począt- 
kowe przyjmują w tym przypadku po- 
stać: 

OH _ 1 og, U +s) д 7 oH 

OT yot alx,Hyydx| ©” 0x] 

H(0,t)=H(h,t)=0, HQx,0)=0 (33) 

gdzie: 

Q q(t) = "at dlar<T, q(t)=O dlat>7, 
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Q — maksymalne obciążenie, 

T — czas wzrostu obciążenia, 

h — grubość warstwy. 

Zależność współczynników — filtracji 
k(x, H) i ściśliwości a(x, H) od 6 jest taka 

jak poprzednio, lecz 6 nie zależy w tym 

przypadku od współrzędnej x, ponieważ 
niewielka grubość warstwy pozwala za- 
niedbać ciężar gruntu: 

с = q(t) — YH. 

Metodyka rozwiazania danego zagadnie- 

nia jest analogiczna do przypadku po- 
przedniego zagadnienia. Prostsze sq obe- 
cnie warunki na brzegu, równanie różni- 
czkowe i wzór na współczynniki w sche- 
macie różnic skończonych. 

Zapisując równość (33) w postaci 

(28) iuwzględniając, ie! dx 0, otrzymu- 

Jemy równanie różniczkowe 

дн _ 9| @+еЖН) ан] ‚1 да 
д 9х аНуу 9х у 9 

I odpowiadający temu równaniu schemat 
różnic skończonych: 

Jr = (45), + Ф() (34) 

Siatkę współrzędnych (x;, t,) 1 wszystkie 

oznaczenia dla funkcji siatkowej y pozo- 

stawiamy tak jak poprzednio. Wartości 
brzegowe i początkowe dla funkcji siat- 
kowej mają postać: 

y(h, t) = y(0, t,) = y(x;, 0) = 0 

Współczynniki w równaniu (34) określo- 
ne są następująco: 

  

q. = АВо + =) (1 + Бо) 

a be 

_ Ym 94(1) _ = dlar< T 

Y 6. lądlar>7 

gdzie: 

9, =9(1) - YO; JF 

2 

Dalsze rozważania należy przeprowadzić 
analogicznie do poprzednich, określając 
funkcję siatkową y(x, t), będącą przybli- 

żonym rozwiązaniem równania (33) 
z układu algebraicznych równań nielinio- 
wych (34). Nieliniowy układ (34) analo- 
giczny do (29) rozwiązuje się metodą ite- 
racji. 

4. Wyniki obliczeń 

W celu interpretacji przedstawionych 
wyżej rozwiązań wykonano obliczenia 

numeryczne w następujących przypad- 
kach: 

a) zagadnienie nieliniowe konsolida- 

cji powiększającej się w czasie warstwy 
gruntu pod wpływem ciężaru własnego 

(punkt 2); 
b) zagadnienie nieliniowe konsolida- 

cji warstwy o stałej grubości pod wpły- 
wem rosnącego w czasie obciążenia bez 

uwzględnienia ciężaru własnego (punkt 3). 

Aby ocenić, jak na proces konsolida- 

cji wpływają zależności współczynników 
filtracji k(6) od naprężenia w szkielecie 
gruntu, sporządzono programy zagad- 

nień liniowych c) i d) odpowiadające 

a) 1b): 

OH OH  Vm oh 
ар у а 
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ЭН 0H 194 

d) Ot = Cy 0x2 W Ot 

gdzie: 

k(1 + Ex.) , , ; 
„Е — współczynnik konsoli- 

ay 
dacji. 

Liczbowe wartości parametrów ky, c,, B, 
b w zależnościach (5) i (6) otrzymano 

drogą aproksymacji krzywych ekspery- 
mentalnych uzyskanych w Instytucie 
Hydromelioracyjnym w Moskwie: 

A=2,2- 107! cm/s, b= 65 - 10° cm’/g, 

с= 62. 103, В = 12. (35) 

Ponadto, przyjęto: 

1+€=1 + e4, Y, = 1,6 G/em*, 

y= 1,0 G/em?, €p = 0,62, €.,= 0,50. 

(36) 

Wyniki obliczeń dla przypadku b) i róż- 
nych obciążeń przedstawia rysunek 1. 
W celu porównania przedstawiono na ry- 
sunku 1 rozwiązania dla zagadnienia d). 

Wielkości współczynników konsoli- 
dacji C, dla zagadnień liniowych określo- 
ne zostały ze wzorów (5) i (6) oraz (35) 

1 (36), C, obliczono ze wzorów: 

С _(+e;)k _ kot ko 
vo Ya , — 2 , 

Ey —€ 
a =" (37) 

gdzie: 

ky1kQ— współczynniki filtracji odpo- 
wiadajace 6 = 0 1 6 = Q określone za 
pomocą wzorów (5) i (6), 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

  

  
  

0 0,08 0,16 0,24 0,32 0,40 

RYSUNEK 1. Zależności nadwyżki ciśnień od 
czynnika czasu przy wzrastającym obciążeniu: 

| — zagadnienie liniowe; 2, 3, 4, 5, 6 — zagadnienie 

nieliniowe dla Q równego odpowiednio: 5; 10; 20; 
40 160 kG/cm 

=0 — wspodlczynnik porowatosci 
odpowiadajacy 6 = О określony ze wzo- 
ru (6). 

Jeśli na osi odciętych zaznaczyć wielkość 

Cyt 

OE 
to krzywe ilustrujące rozwiązania zagad- 

nień liniowych dla różnych wartości o 
pokrywają się. 

Z rysunku l widać, że rozwiązanie 

zagadnienia b) uwzględniające nielinio- 
wość różni się istotnie od analogicznych 
rozwiązań zagadnień liniowych. 

Zależności współczynników konsoli- 
dacji od 6 przedstawione są na rysunku 2. 

Krzywa 1 odpowiada współczynni- 
kowi konsolidacji obliczonemu zgodnie 
z metodą Cassagrandego, krzywą 2 uzy- 
skano zaś na podstawie wzoru uwzględ- 
niającego zmienną wartość k: 
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gdzie a = a 

dług wzorów (5) 1 (6). 

Z rysunku widać, że najmniejszy 
współczynnik konsolidacji jest taki sam 

dla krzywych 112. 

Q,kie określone są we- 

  
  

(C102, cm/s 1 
81 

61 

4 2 

21 

, > ż : > [0 104, g/cm?] 

RYSUNEK 2. Zależność współczynnika konsoli- 
dacji od naprężenia w szkielecie gruntu: | - według 
standardowej metody; 2 — dla wartości faktycznych 

Na rys. 3 przedstawione są rozwiąza- 

nia zagadnień nieliniowych dla różnych 

wartości Q i zagadnienia liniowego ze 
zmiennym współczynnikiem konsolida- 

cji. W tym przypadku, jak widać z rysun- 

ku, rozwiązania z uwzględnieniem nieli- 

niowości są bliskie rozwiązaniu zagad- 

nienia liniowego. 

Rozwiązanie zagadnienia nielinio- 
wego jest bliskie rozwiązaniu zagadnie- 

nia liniowego z najmniejszym współ- 

czynnikiem konsolidacji również dla za- 
gadnienia powiększającej się warstwy 

gruntu. 

Rozwiązania te dla dwóch wartości h 

przedstawione są na rys. 4 i rys. 5. 
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RYSUNEK 3. Zależności nadwyżki ciśnienia od 
czynnika czasu przy wzrastającym obciążeniu: |- 

zagadnienie liniowe; 2, 3, 4, 5, 6 — zagadnienie 

nieliniowe dla Q równego odpowiednio: 2,5; 10; 
20; 40 1 60 kG/cm 
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RYSUNEK 4. Zależność nadwyżki ciśnienia od 
czasu przy wzrastającej grubości warstwy (h = 25 
m): I — zagadnienie liniowe (Cv=Cyg); 2, 3 — 

zagadnienie nielinigwe dla © równego odpowie- 
dnio 20 i 40 kG/em 
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RYSUNEK 5. Zależności nadwyżki ciśnienia 
od czasu przy wzrastającej grubości warstwy 

(h = 50 m): I — zagadnienie liniowe; (Cy = C%); 2, 

3 — zagadnienie nielinigwe dla Q równego odpo- 
wiednio 40 1 60 kG/cm 

Tak wiec, dla przyblizonych rozwia- 

zan zagadnien konsolidacji nasyconego 

wodą gruntu z przyjętymi charakterysty- 

kami można posługiwać się rozwiązania- 

mi odpowiednich zagadnień liniowych 

przyjmując C, zmienne i zależne od stanu 

naprężenia O. 

Ponadto, w tych przypadkach słuszne 

są w przybliżeniu warunki modelowania, 

wyprowadzone dla zagadnień liniowych. 
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Summary 

A nonlinear consolidation analysis. 

The phenomenon of consolidation of a 
saturated soil stratum is studied in this 
paper. Proposed approach takes into con- 
sideration variability of permeability co- 
efficient and void ratio in consolidation 
process. Nonlinear soil characteristics 
make possible to describe the consolida- 
tion course for engineering purposes. The 
results obtained from calculation proce- 

dures indicate that the application of non- 
linear theory improves the consolidation 
prediction to a considerable extent. It me- 
ans that in the engineering calculation 
variability of soil parameters should be 
taken into account. 
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