Helena KAZIEKO, Lucyna KAZIEKO

Katedra Zastosowan Matematyki SGGW
Department of Applied Mathematics WAU

Nieliniowe zagadnienie konsolidacji gruntu
A nonlinear consolidation analysis

Wstep

W procesie odksztatcania gruntu pod
wplywem obciazenia zmieniaja si¢ para-
metry $cisliwosci 1 filtracji. Dlatego tez
rozwazajac konsolidacj¢ warstwy gruntu,
nie mozna traktowac¢ tych parametrow
jako statych, jak to czyni si¢ przy badaniu
zagadnienia liniowego konsolidacji. Nie-
zbgdne jest natomiast badanie zagadnie-
nia nieliniowego.

Jednowymiarowe zagadnienie kon-
solidacji nasyconego woda gruntu zapi-
sa¢ mozna w postaci (Florin 1961):

OH _19q
o yat
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F y ox  0ox Y

Ym Ok 8H

766
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(1)
gdzie:
H — nadwyzka cisnienia porowego,
h = h(f) — migzszos$¢ warstwy gruntu,

q — q(t) — obciazenie jednostkowe
konsolidowanej warstwy,

x — wspotrzedna pionowa,

t —czas

uy=u+v (2)

gdzie:
u — predkos¢ filtracji wody,
v — predkosc ,.filtracji” fazy stale;j.

g == (3)

gdzie:
€ — wskaznik porowatosci,
o — napre¢zenie efektywne w gruncie,
k — wspotczynnik filtracji,
Ym — cigzar objetosciowy szkieletu
gruntu,
Y — cigzar objgtosciowy wody.

Wielko$¢ uo nie zalezy od x 1 dla
kazdego konkretnego zagadnienia moze
by¢ wyznaczona z zaleznosci (2) 1 z za-
leznosci

oH

u0=(1+8)v—kg 4)
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W réwnaniach (1), (3) 1 (4) nalezy
uwzglednic, ze k= k(€)1 € = €(0).
Przyjmujemy (Florin 1961):

k= kyexp Be (5)
e=¢gy—c.In(1+bo) (6)

gdzie ko, cc, B 16— parametry i wspol-
czynniki okreslone eksperymentalnie dla
danego rodzaju gruntu. Naprezenie ©
mozna zapisaC w nastepujacej postaci
(Florin 1961):

=g+ Yph —YH—~ Ypx (7)

Przy wyprowadzeniu réwnania konsoli-
dacji zaniedbuje si¢ wyrazy zawierajace
jako czynnik predkos¢ filtracji. Rowna-
nie (1) wyprowadzono bez pominiecia
tych wielkosci (Florin 1961), co dopro-
wadzito do pojawienia si¢ po prawej stro-
nie rownania ( 1) ostatnich czterech sktad-
nikow. Zasadno$¢ pominigcia szdstego
sktadnika po prawej stronie rownania (1)
pokazana jest w pracy (Florin 1961) dla
zagadnienia zwiazanego z chwilowym
przytozeniem obciazenia do stalej war-
stwy gruntu.

Aby pominac szdsty 1 sidédmy sklad-
nik po prawej stronie réwnania (1), wy-
starczy (wynika to z poréwnania tych
skladnikéw z czwartym 1 piatym), aby
zachodzita niero6wnos¢:

ok
% 2k

lub rownowaznie

B>1. (8)

W tym przypadku réwnanie konsoli-
dacji mozna zapisaé¢ w postaci:

OH_13g tndh
gty ot vy ot
l1+e 0, 0H

Jesli podioze warstwy gruntu jest nie-
przepuszczalne 1 niescisliwe, todlax = 0,

Wowczas z rOwnania (4) wynika, ze
Ug — 0.

W tym przypadku réwnanie (9) uprasz-
cza si¢ 1 przyjmuje postac

oH _19dq

Ym Oh
at_y8t+

yat+

1+e@kgf_1
ay ox ox

(10)

Ostatni wyraz w rownaniu (9) znika row-

niez, gdy rozwazy¢ zagadnienie od-

ksztalcenia warstwy gruntu znajdujace;j

si¢ na przepuszczalnym podiozu. Jesli

przyjac, ze srodek warstwy znajduje si¢

w poczatku ukladu wspotrzednych, to
oH

(z symetrii): dla x=0,v=01 5; =)
azatemiuy =0.

Tak wigc dla naszego zagadnienia

O _13g 1+ed  oH

o v o ay axkax (D).

1. Warunki modelowania dla
nieliniowego zagadnienia kon-
solidacji gruntu

Otrzymane w tej pracy warunki mo-
delowania moga by¢ stosowane do roz-
wigzywania zagadnien nieliniowych.
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Wprowadzamy wspdtczynniki bez-
wymiarowe:

h (]
:ah _—

o = Ol =
" hy' ~° Oy

, A
HM x

t
aq:i,at:__’ayzl, =
am 'm Y ™ Y,

k l+¢ a

) =y O, = , O, =

aym

Indeks M dotyczy funkcji opisujacych
model.

Niech wielkosci €, a 1 k beda jedno-
znacznymi funkcjami 6. Biorac pod uwa-
ge, ze wielkosci bezwymiarowe nie zale-
za od 0, wykazemy, ze

a‘kzaa:aﬁza()':l (12)

[stotnie, przyjmijmy na przyktad k = @(0)
oraz zalozmy, ze k, = ©(0) # 0. Zgodnie
z okresleniem

o - () _ ¥k
: ¥oy) Oy

Podstawiajac w tej rownosci
Gy =0

znajdujemy

oy =1

Stad

P(0s0py) = O(Cyy) § O = 1.

Rozpatrzmy zagadnienie konsolidacji
stalej warstwy gruntu pod wpltywem
zmiennego w czasie obcigzenia zaklada-
jac, ze ciezar gruntu mozna zaniedbac.
Réwnania konsolidacji 1 réwnowagi

w tym przypadku mozna zapisac w posta-
ci (tak jak w réwnaniu 1) 1
c=q-YH (13)

Zapiszemy te rownania uwzgledniajac
wspdtczynniki bezwymiarowe 1 zalezno-
$ci (12), czyli

= +
oty 040y Yas Otrs

o l+€y; 9 oH ),
0‘_%0(7 VafOlas OXps o Oy

- (14)

O = Oy ns — OOl Yprt Ty (15)

Z réwnan tych wynika, ze

2 — s
0L = 04ty Oy = 000y 04y = 1, 00ty = 1.

Warunki poczatkowe 1 brzegowe nie na-
ktadaja dodatkowych zaleznosci na
wspotczynniki bezwymiarowe.

Ostatecznie warunki modelowania
otrzymamy w postaci

o n_ My
" XY Xy Y Yu

(16)

Jesli przyja¢ ¥ = Y, t0 z rozwigzania
nieliniowego zagadnienia dla warstwy o
grubosci 4 mozna otrzymac rozwigzanie
dla warstwy o grubosci /; drogg prostego
przeliczenia skali zgodnie ze wzorem

th?
t = 77 (17)
Rozpatrzymy teraz problem modelowa-
nia zagadnienia konsolidacji powigksza-
jacej si¢ warstwy gruntu.
Réwnania konsolidacji 1 rOwnowagi
w tym przypadku maja postac:
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OH _Tyoh 1+ed oM
oty ay omrox UY
G:Ymh“’YH—‘me (19)

lub uwzgledniajac wspotczynniki bezwy-
miarowe 1 réwnania (12):
BHM a’ymah 'YmM ahM
= +
Oty O4Oly Yar Oly
o l+gy, 9

M
OL‘Z'(LY aMYM axM !

oH,,

+ W
axM

(20)

Op = Oy Oy Yo, Ping — Oy Oy Yoy Hpg +
(21)

- aym ax YmM XM

Z rownan (20) 1 (21) wynikaja warunki
modelowania:

o, = 002, 0Ly O, = 040y = 1 (22)
Przyjmujac

0y =0y, 0=,

otrzymujemy

O,=0 1 0 =0y (23)

Z rownosci (23) wynika, ze jesli Y = Yu,
to o, =0y, =0y=1 lub t=1¢y, h=hy,
H= HM

Tak wiec warunki modelowania dla za-
gadnien konsolidacji powigkszajacej si¢
warstwy gruntu nie pozwalaja sprowa-
dzi¢ rozwiazania jednego zagadnienia do
drugiego droga przeliczenia skali. W tym
przypadku kazde zagadnienie nalezy roz-
wiazywac oddzielnie.

2. Stopniowe powig¢kszanie gru-
bosci warstwy

Zagadnienie konsolidacji powigksza-
jacej si¢ warstwy gruntu sprowadza si¢ do
rozwigzania rownania:

a_[—[_ha_h (1+8§r)i oH
oy o a ax[kg] (24)
w obszarze

O0<x<x(t)=h(t), t=20 (25)
z warunkami brzegowymi

H _ 6 dlax=0iH=0dlax=h)

ox
(26)

Rozpatrzmy zagadnienie powigkszania
grubosci warstwy gruntu w czasie zgod-
nie z zaleznoscia liniowa:

h(t)=ﬁTt dlar>T

hey=h dlat>T

gdzie:
h — maksymalna migzszos¢ warstwy,
T — czas.

Poniewaz wszystkie zaleznosci przy roz-
wigzaniu liczbowym zagadnienia traca
sens w momencie czasu ¢ = 0, jako waru-
nek poczatkowy przyjmuje si¢

H,, x) = 2L=2) (27)

gdzie

[ =

n

T
-
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Fizycznie odpowiada to chwilowemu po-
: : , . h
wigkszeniu warstwy o grubosci v azas

tem wzrostowi liniowemu. Aby oszaco-
wac btad powstaty wskutek zmiany wa-
runkow poczatkowych, przeprowadzono
porownanie wynikéw otrzymanych z ob-
liczen numerycznych dla zagadnienia li-
niowego konsolidacji z dokladnym
rozwigzaniem analitycznym Gibsona
(1958). Zgodnos¢ wynikow okazala sig¢
peha.

Sformutlujemy schemat réznic skon-
czonych odpowiadajacy powyzszemu
zagadnieniu rozniczkowemu’ .

Niech (x;, t;) — rownomierna wzgle-
dem x i ¢ prostokatna siatka réznicowa
pokrywa obszar (25). W celu uproszcze-
nia warunkéw brzegowych x = A(r)
przyjmujemy krok wzgledem czasu

T

T:]T/

krok wzgledem grubosci warstwy gruntu

/=m‘t,m:~]:,tj=jt,x,«=il,

,j=0,1,... N,...,

Na (x;, ;) wprowadzamy funkcje siatko-
wa y;, odpowiadajaca cisnieniu H.
Ponadto przyjmujemy nastepujace ozna-
czenia:

; AV .
y:y(xl.,yjﬂ):yl”,y:y(x, )=y

*Problemom zwigzanym z obliczeniami
numerycznymi dla zagadnien nieliniowych konso-
lidacji bedzie poswiecona oddzielna praca.

Yi= (dyf)x + (p[x’ , Y, 7\ 0’)]

_ 1)
=y (xtl, 1), v = Lt e

l bl
\%
_ V('H) — y _ y —y
,Vx - I ’ ,yj - T )
de). = dipt O =) —divi—yi)
( y-f)x - 12 )

oa=d(x,t,y"),y" =05y +)’(—])),
Vv
£ =t-T, M) =05 (5 +).

Doprowadzimy rownanie (24) do posta-

cl:

a_H_ 8 (1 +Eér)k(xaH) aH +

ot  dx| a(x,Hy  ox

(1 + esr)k(r H) aa BH Yﬂ%
a’(x, Hyy o ox

Y ot
1 zapiszemy rownanie (28) w postaci
schematu réznicowego (Samarski 1962)

(28)

(29)

z warunkami brzegowymi 1 poczatkowy-
mi, odpowiadajacymi (26) 1 (27)

= [h(®), =0, ', =0dlax=x)=0;

v =241 x (30)

Poniewaz rozpatrywane zagadnienie
dotyczy gruntu jednorodnego 1 funkcje

k (x,H) 1 a (x, H) sa ciagle w calym
obszarze, mozemy przyja¢ nastg¢pujacy
schemat dyskretny:

1+851Jk(x1’y1)+]‘(r ly;k)
2 laGy)  aGi,)]

= Q[x;, £, yi My)]

o; =
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Uwzgledniajac zaleznosci:

a= be 1 k———AE0
1 +bo’ (1 + bo)P’

gdzie: 6 = yyh — YH — ,x, Ey = ePeo,

otrzymujemy nastgpujace wzory:

g A(l + €g)E,,
‘T 2bc

(1+bo?)!Be 4

+ (1 +bo? )by

_AE(1 + 8 [0 + M)

@ cY(1 + bo,)Pe

+ % % (31)
gdzie

O = Yuh(1) - M;yf*] = YnXio

iy =Yuh(t) — Y(y—l;&i ~ YmXic1s

C; =Yrh — Wi — YmXi-

Rownos¢ (29) wraz z warunkami
brzegowymi (30) sprowadza si¢ do troj-
diagonalnego algebraicznego uktadu
rownan nieliniowych wzgledem y(x, f).
Rozwiazanie tego ukladu znajdujemy
metoda prostej iteracji zamieniajac réw-
nos¢ (29) na ukfad réwnan liniowych
wzgledem y* (x, 1)

) = (@B y), + @(x, 1, y 0, hy®)
(32)

gdzie:
AP =4 (x, y(k)),

k+1) Y
gty YD —y
.}[ - T D

M) — k — ta iteracja funkcji siatkowej; za

) =y przyjmuje sie wartosé funkc;ji
siatkowej w momencie czasu ¢ —T. Proces
iteracyjny prowadzi do rozwigzania ukla-
du rownan nieliniowych (29), jesli

ma x|y -y < e,
{

przy tym wartos¢ funkcji siatkowe;
w momencie ¢ wynosi y = y(kt1),
Oczywiscie, ze liczba iteracji zalezy od €.
W naszych obliczeniach dla € = 10°° wa-
ha sigona od 5 do 7.

Liczba algebraicznych réwnan linio-
wych w ukladzie (32) zwieksza sie wraz
ze wzrostem grubosci warstwy gruntu.

3. Stopniowe powiekszanie ob-
cigzenia

Rozpatrzmy odksztatcenie gruntu
w konsolidometrze z drenazem na gornej
1 dolnej powierzchni warstwy. Réwnanie
konsolidacji, warunki brzegowe i poczat-
kowe przyjmuja w tym przypadku po-
stac:

a__H_qu_ (1+€ér) 0 _a_[;]
oT vy 8t+a(x,H)y8x e, ox |

HO,0)=H(h,t)=0, Hx,0)=0 (33)
gdzie:

Q

q(t)=—T-t dlat<T, q(t)=0Q dlat>T,
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QO — maksymalne obciazenie,

T — czas wzrostu obciazenia,

h — grubos¢ warstwy.
Zaleznos¢  wspotczynnikéw  filtracyi
k(x, H) 1$cisliwosci a(x, H) od © jest taka
jak poprzednio, lecz ¢ nie zalezy w tym
przypadku od wspétrzednej x, poniewaz
niewielka grubos¢ warstwy pozwala za-
niedbac cig¢zar gruntu:

G =q(1) - YH.

Metodyka rozwiazania danego zagadnie-
nia jest analogiczna do przypadku po-
przedniego zagadnienia. Prostsze sg obe-
cnie warunki na brzegu, réwnanie rézni-
czkowe 1 wzdr na wspdiczynniki w sche-
macie roznic skonczonych.

Zapisujac rownos¢ (33) w postaci
da
ox

jemy rownanie roézniczkowe

oH 9| +epk(H) oH
ot ox| a(Hy  ox

1 odpowiadajacy temu réwnaniu schemat
roznic skonczonych:

(28) 1uwzgledniajac, ze = = 0, otrzymu-

Im 9q
+yat

yr=(dys), + 0(1) (34)
Siatke wspotrzednych (x;, ¢)) 1 wszystkie
oznaczenia dla funkcji siatkowej y pozo-
stawiamy tak jak poprzednio. Wartosci
brzegowe i poczatkowe dla funkcji siat-
kowej maja postaé:

Y(h, 1) = (0, 1) = y(x;,0)=0

Wspétezynniki w réwnaniu (34) okreslo-
ne sg nastgpujaco:

d__AEdl+£§X1+b0)“&
= be

_:ﬁﬁgm:%mwsr
Y 9 odlar>T

gdzie:

YO —Yi)

c,=4q(t) - 5

Dalsze rozwazania nalezy przeprowadzic
analogicznie do poprzednich, okreslajac
funkcj¢ siatkowa y(x, ), bedaca przybli-
zonym rozwiazaniem rownania (33)
z uktadu algebraicznych réwnan nielinio-
wych (34). Nieliniowy uktad (34) analo-
giczny do (29) rozwiazuje si¢ metoda ite-
racji.

4. Wyniki obliczen

W celu interpretacji przedstawionych
wyzej rozwiazan wykonano obliczenia
numeryczne w nastepujacych przypad-
kach:

a) zagadnienie nieliniowe konsolida-
cji powigkszajacej si¢ w czasie warstwy
gruntu pod wpltywem cigzaru wlasnego
(punkt 2);

b) zagadnienie nieliniowe konsolida-
cji warstwy o statej grubosci pod wpty-
wem rosnacego w czasie obciazenia bez
uwzglednienia cigzaru wlasnego (punkt 3).

Aby oceni¢, jak na proces konsolida-
cji wplywaja zaleznosci wspotczynnikow
filtracji k(o) od naprgzenia w szkielecie
gruntu, sporzadzono programy zagad-
nien liniowych ¢) 1 d) odpowiadajace
a)1b):

OH . PH Ym0k

Do T Ty

Nieliniowe zagadnienie konsolidacji gruntu
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oH 0’H 19dq
d) ot =G x> +y ot
gdzie:
k(1 + 8s’r) . . :
,=————— — wspolczynnik konsoli-
ay
dacji.

Liczbowe wartosci parametrow ky, ¢, B,
b w zaleznosciach (5) 1 (6) otrzymano
droga aproksymacji krzywych ekspery-
mentalnych uzyskanych w Instytucie
Hydromelioracyjnym w Moskwie:

A=22-10""cm/s, b=65- 107 cm?¥g,

c=62-107,B=12. (35)
Ponadto, przyje¢to:
1+e=1+egg, Y, = 1,6 G/em?,
vY=1,0 G/em’®, g, = 0,62, ., = 0,50.
(36)

Wyniki obliczen dla przypadku b) i roz-
nych obcigzen przedstawia rysunek 1.
W celu porownania przedstawiono na ry-
sunku 1 rozwiazania dla zagadnienia d).

Wielkosci wspotczynnikéw konsoli-
dacji C dla zagadnien liniowych okreslo-
ne zostaly ze wzordw (5) 1 (6) oraz (35)
1(36), C, obliczono ze wzorow:

c (L +egg)k kg t+ky
v ,Ya s - 2 ’
€y — €
a =0—QQ 37)
gdzie:

ko 1kp—wspolczynniki filtracji odpo-
wiadajace 6 = 0 1 6 = Q okreSlone za
pomoca wzorow (5) 1 (6),

0.8

06

0.4

0,2

0 008 016 024 032 0,40

RYSUNEK 1. Zalezno$ci nadwyzki cisnien od
czynnika czasu przy wzrastajacym obciazeniu:
| — zagadnienie liniowe; 2, 3,4, 5, 6 — zagadnienie
nieliniowe dla? rownego odpowiednio: 5; 10; 20);
40160 kG/cm

€p — wspolczynnik porowatos$ci
odpowiadajacy 6 = QO okreslony ze wzo-
ru (6).
Jesli na osi odcigtych zaznaczy¢ wielkosé

C,t
YT

to krzywe ilustrujace rozwiazania zagad-
nien liniowych dla réznych wartosci o
pokrywaja sig.

Z rysunku 1 widaé, ze rozwiazanie
zagadnienia b) uwzgledniajace nielinio-
wosC¢ rdzni sig istotnie od analogicznych
rozwiazan zagadnien liniowych.

Zaleznosci wspotczynnikéw konsoli-
dacji od o przedstawione sa na rysunku 2.

Krzywa 1 odpowiada wspdtczynni-
kow1 konsolidacji obliczonemu zgodnie
z metoda Cassagrandego, krzywa 2 uzy-
skano za$ na podstawie wzoru uwzgled-
niajacego zmienna warto$c¢ k:
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gdzie a = —g—g
dhug wzordow (5) 1(6).

Z rysunku widaé, ze najmniejszy
wspdtczynnik konsolidacji jest taki sam
dla krzywych 112.

O, ki¢e okreslone sa we-

4l €102 cm?s ] 1
gt
64
4 2
21
) 2 4 6 » [6-10% glcm?]

RYSUNEK 2. Zaleznos$¢ wspoétczynnika konsoli-
dacji od naprezenia w szkielecie gruntu: 1 —wedtug
standardowej metody; 2 — dla wartosci faktycznych

Narys. 3 przedstawione sa rozwiaza-
nia zagadnien nieliniowych dla r6znych
warto$ci Q i zagadnienia liniowego ze
zmiennym wspotczynnikiem konsolida-
¢ji. W tym przypadku, jak wida¢ z rysun-
ku, rozwigzania z uwzglednieniem nieli-
niowosci sg bliskie rozwiazaniu zagad-
nienia liniowego.

Rozwiazanie zagadnienia nielinio-
wego jest bliskie rozwiazaniu zagadnie-
nia liniowego z najmniejszym wspol-
czynnikiem konsolidacji réwniez dla za-
gadnienia powiekszajacej si¢ warstwy
gruntu.

Rozwiazania te dla dwoch wartosci A
przedstawione sa na rys. 4 i rys. 5.

| 1]
q

1
08

4
1
06
0.4
0.2 3
6 5 2
0 004 008 012 0,16 a

RYSUNEK 3. Zaleznosci nadwyzki cisnienia od
czynnika czasu przy wzrastajacym obciazeniu: 1-
zagadnienie liniowe; 2, 3, 4, 5, 6 — zagadnienie
nieliniowe dla Q Eéwnego odpowiednio: 2,5; 10;
20; 401 60 kG/cm

[H, m]
20

16

12

0 1 2 3 4 t lata

RYSUNEK 4. Zalezno$¢ nadwyzki ci$nienia od
czasu przy wzrastajacej grubosci warstwy (h = 25
m): | — zagadnienie liniowe (Cv= Cy); 2, 3 —
zagadnienie nielinigwe dla Q rownego odpowie-
dnio 20 1 40 kG/cm

Nieliniowe zagadnienie konsolidacji gruntu
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[H m]
481
40
32

24

161

LTEJta

RYSUNEK 5. Zaleznosci nadwyzki ci$nienia
od czasu przy wzrastajacej gruboSci warstwy
(h =50 m): I —zagadnienie liniowe; (Cy = Cy); 2,

3 — zagadnienie nielini?we dla QO réwnego odpo-
wiednio 40 1 60 kG/cm

Tak wigc, dla przyblizonych rozwia-
zan zagadnien konsolidacji nasyconego
woda gruntu z przyjetymi charakterysty-
kami mozna poshugiwac si¢ rozwiazania-
mi1 odpowiednich zagadnien liniowych
przyjmujac C, zmienne i zalezne od stanu
napre¢zenia o.

Ponadto, w tych przypadkach stuszne
sq w przyblizeniu warunki modelowania,
wyprowadzone dla zagadnien liniowych.
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Summary

A nonlinear consolidation analysis.
The phenomenon of consolidation of a
saturated soil stratum is studied in this
paper. Proposed approach takes into con-
sideration variability of permeability co-
efficient and void ratio in consolidation
process. Nonlinear soil characteristics
make possible to describe the consolida-
tion course for engineering purposes. The
results obtained from calculation proce-
dures indicate that the application of non-
linear theory improves the consolidation
prediction to a considerable extent. It me-
ans that in the engineering calculation
variability of soil parameters should be
taken into account.
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