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O rozwigzaniu nieliniowych zagadnien konsolidaiéji gruntow

Wstep

Zagadnienie konsolidacji gruntéw o
wlasnoSciach zaleznych od nadwyzki cis-
nienia wody w porach prowadzi do rozwia-
zania quasiliniowego réwnania typu para-
bolicznego ze zmiennymi wsp6iczynni-
kami. Nawet przy znajdowaniu przyblizo-
nych rozwiazafi analitycznych w w1ekszo-
$ci zagadnief nieliniowych pojawiaja si¢
powazne trudnosci.

W pracach Samarskiego (1962a,b,
1963) oraz Tichonowa (1961) podane sa
schematy r6znic skoficzonych dla linio-
wych 1 quasiliniowych réwnafi typu para-
bolicznego postaci:

du_ d
i Bx,[d (Jctu)a J

Ju
+f [x, Lu, axk]
gdzie

d(xtu)lf()c,tu,aa J

— zadane funkcje.

(D

Problemy istnienia i jednoznacznosci
rozwiazafi réwnafi postaci (1) podane s3
w pracy Tichonowa i Samarskiego (1961):
Otrzymane tam rezultaty okreSlaja waruqkn
istnienia i gtadkosci, przy ktérych spelnie-

niu dowodzi si¢ twierdzenia o zbieznoSci
dla rozwiazan numerycznych.

Wyznaczanie schematu réznic
skonczonych

Rozpatrujemy jednowymiarowe zagad-
nienie konsolidacji nasyconego woda grun-
tu z uwzglednieniem zalezno$ci wlasciwo-
Sci gruntu od nadwyzki ci§nienia porowe-
go. Réwnanie opisujace ten proces wg Flo-
rin (1948) ma postac

@. (1+e) 0
ot vya(x,t u ax(k("” “)a J
+f(x, 1) 2
gdzie:

u=u (x, f)—nadwyzka ci§nienia porowego,

t - czas,

X — wsp6lrzgdna,

Y — ciezar wlasciwy wody,

e — §rednia warto$¢ wskaznika porowatosci
gruntu,

a = a (x, t, u) — wsp6lczynniki Scis§liwosci,

k =k (x, t, u) — wsp6lczynnik filtracji,

f (x, 1) — funkcja odpowiadajaca cigzarowi
wlasnemu gruntu lub przylozonemu
zewnetrznemu obciazeniu.

Niech obszar okre§lonoSci u zalezy od
czasu

0<x<h(), 0<I<T (3)
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za$ warunki brzegowe i poczatkowe beda
nastepujace:

a1%+01 (t)u=u1 () dla x=0
)
du
0w +o,Ou=u® dax=h(

W szczeg6lnoSci, w przypadku konsoli-
dacji warstwy gruntu o stalej miazszosci hy,
h(f) = hy. Warunki brzegowe I i II rodzaju
otrzymuje si¢ z réwnania (4) przez odpo-
wiedni dob6r @;16;; i =1,2. W przypadku
konsolidacji warstwowego masywu zlozo-
nego z niejednorodnych gruntéw bedziemy
przyjmowac, ze na granicy warstw k(x, f, u)
i a(x, t, u) maja nieciaglosci I rodzaju oraz,
ze spelnione sa warunki:

gdzie i — numer warstwy.
Doprowadzimy réwnanie (2) do postaci

(D:

du_d (1+e) k (x, 1, u) du +
ot x| vya(x,tu  Ox

(6)
N (1+e)k(xt u _i_a)_j_cz_ %+f(x,t)

ya® (x, 1, u)
Oznaczamy:
d(xt,u)= (1+e)k(x,t,u

Ya(x,t, u

xtu%-
(py)’ax_

_(+ek(xt,u) da du
" yla(otw]® Ox ox +f(x 1)

(7

Fatwo wykazaé, ze:

k(x,t u)
a(x,t, u) >1

Jest to bowiem uwarunkowane fizyczna
istota wsp6lczynnikéw filtracji 1 Scisliwo-
§ci, natomiast niezalezno§¢ tych wspol-
czynnikéw od nadwyzki ciSnienia po-
rowego

P op ®)
zapewnia spelnienie zalozefi twierdzenia
14 Ladyzenskiej i Uralceva (1962), z kt6-
rego wynika, ze I zagadnienie brzegowe
dla réwnania (6) ma jednoznaczne roz-
wiazanie u(x, ) wraz ze swoimi pochod-

. du *u du

W o 32 o

W pracy Florin zauwazono, ze dla grun-
tow o malej Scisliwosci, wielko§€¢ wspot-
czynnika filtracji zalezy od gradientu cis-
nienia.

W pracy Ladyzenskiej badane jest qu-
asiliniowe rdéwnanie typu parabolicznego
w obszarze zmienno$ci x, statego w czasie
w jednorodnych warunkach brzegowych.
Jednak wszystkie wyniki mozna przenie§é
na przypadek zmieniajacego si¢ w czasie
obszaru (odpowiada to zagadnieniu etapo-
wego wznoszenia budowli ziemnej) lub
niejednorodnych warunkéw brzegowych
(zmienne zewnetrzne obciaZenie).

Pokrywamy obszar zmiennosci wsp6i-
rzednych x i ¢ prostokatna siatka z weztami
(x,-, tj)’ CZYli

X; = il, tj -_—j’C',

gdzie:
I —krok wzdtuz osi OX,
T —-krok wzdhuz osi OT.

. Dla uproszczenia bedziemy zaktadad,
ze h () - g6rna granica warstwy gruntu jest
lgxnﬂz(tlpa, na ktorg trafiaja brzegowe wezty
siatki.
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Dla kazdego wezta (x;, ;) konstruujemy
funkcje siatkowa yl, czyli y=y(x, £). Wpro-

wadzamy nast¢pujace oznaczenia (Samar-
skij 1962)

y =y, 1) =y,

y=y(x, )=y

y(ﬂ) =y(xx/p)
=@-y D/

¥e= 0" )/,

»=0-y)/1

byDx = i1 Gis1 — ¥ -

~ b=yl P
b=b(x t,y");
Y =050 +yD);
AD) =0,5(yz +x)

W klas1e nieciagtych wspétczynnik6w
AY) = b*Dy_+ by- . Przy tym ze wzor6w

(7), ¢ nalezy przeksztatci¢ do postaci

du
=0 [x, t,u,2d ax)

Zgodnie z twierdzeniem 8 (Samarskij
1962b) dla r6wnania rézniczkowego (6)
oraz dla warunku brzegowego i poczatko-
wego réwnania (4) mozna okre§li¢ nastepu-
jacy schemat réznic skoficzonych:

yi= (bydx + ¥ 1, y, My))
Oy, + Oy = Yl(t) dlax=0

©)

(10)

Q, y5+ G,y = Yo(¢) dla x =h(r)
y(x, 0) = yo(x)

(11)

przy tym y(x;, ;) Jest zbiezne jednostajnie

dou(x,?)dlat 2 To11l< Iy, gdy spetnione sa

nastepujace warunki:

1) zagadnienie (2)—(4) ma jedyne ciagle w
obszarze (3) rozwiazanie u(x, t);

du .

TRy
odpowiednio wzgledem ¢ i x;

3) funkcje d (x, t, u) — patrz ré6wnanie (7),
maja druga, a ¢(x, ¢, u, p) pierwsza po-
chodna wzgledem x, spelniajace waru-
nek Lipschitza wzgledem x.

Spelnienie warunkéw 1) i 2) zapewnia
twierdzenie 14 (Samarskij 1962a), a waru-
nek (3) bedzie spelniony, gdy na funkcje d
i @ nalozymy odpowiednie zadania. Rze-
czywiscie, d (x, t, u) i Q(x, t, u, p) wyrazaja
si¢ przez wspoOtczynniki filtracji i §ci§liwo-
§ci. Zalezno$¢ tych ostatnich od naprezenia
efektywnego, zaleznego od nadwyzki cis-
nienia wody w porach, okreSla si¢ na pod-
stawie danych eksperymentalnych i moze
byc aproksymowana funkcjami dostatecz-
nie dowolnej postaci.

WspGtczynniki b(x, 7, ") i W(x, 1, y, M),
schematu r6znic skoficzonych réwnania
(10) okreSlone s3 odpowiednimi funkcjona-
tami (Samarskij 1962a), przyjmujacymi w
klasie funkcji gtadkich (zagadnienie konso-
lidaciji dla gruntu jednorodnego W obszarze
(3) wartoSci dyskretne d(x, ¢, y ") i o w
weztach (x;, ¢;) prostokatnej siatki.

Na przyld]

spelniaja warunek Lipschitza

ldl—

b= v d
V=0, Vi

W zagadnieniu konsolidacji niejedno-
rodnego warstwowego gruntu wspoiczyn-
niki filtracji i ci§liwosci maja nieciagto$ci
I rodzaju. W celu okreSlenia funkcjonatow
w klasie funkcji nieciaglych w pracy Sa-
marskiego (1962a) podana jest metoda cal-
kowo-interpolacyjna, z kt6rej wynikaja na-
stepujace zaleznosci:

b= 0,5(d; + di_)
(12)
=0,5(Q;41 + 9i-1)
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Y d(x,t,y)

J”

x;

(13)

-

<p(x, LYy, }"(Y)) dx

ol

Numeryczne calkowanie w kazdym
kroku skoficzono-r6znicowej siatki jest
ucigzliwe. Uwzgledniajac to i ekspery-
mentalny charakter wspéiczynnikéw, na-
lezy zawsze brac takie formuty dla a(x, ¢, u)

i k(x, t, u), aby funkcje —L—*-— i

axty’)
@(x, t, y, My)) wzgledem x miaty oryginaty,
warunek ten nie jest trudny do spelnienia,
spelniaja go na przyklad funkcje

a(x,t,w)=v;(p +q 0)%

(14)
k(x, 1, u) = 1o(p + q 6)%2
gdzie:
o = o(x, t, u) — funkcja liniowa ze wzglgdu
na x,

Y1> Y2, P> q — dowolne funkcje 71 u,
d;, 0, — dowolne liczby.

Rozwigzanie réwnan réznicowych

Uktad skoficzono-r6znicowych réwnar
(10) okreslonych w kazdym punkcie x;
(1 <i<N-1, N - liczba krok6w wzgledem

, N = ﬁ(bt—) ) oraz warunk6éw brzegowych
(11) funkcji y w punktach x; i x); okre§laja
uktad algebraicznych ré6wnaf nieliniowych
wzgledem yi*l:

Yt B 001y D - - B (1Y) - i)

Gornyindeksw b, @iy okreSla, w jakim
momencie czasu nalezy wzia€ te funkcje.

W celu rozwigzania uktadu (15) wyko-
rzystamy metode prostej iteracji, rozpa-
trujac zamiast uktadu (15) odpowiadaja-
cy mu uktad réwnafi liniowych wzgle-
dem y¥*1, czyli

YU b (6 YY) DR -
- +
T 12
—bE(x, 1, y") DF -y
+ =
12
yl
=2+ V(6 1,7, A0)

(xl(y’fﬂ _ y6+1) + 0, 0+1 — Wi+1(z)

0N = KD + oy T = B
(16)

Jako pierwsze przyblizenie funkcji y"

przyjmujemy jej warto§¢ w momencie cza-
su —T:

=yl

Proces iteracyjny przerywamy, gdy
Spemiony jest warunek:

m'f).xl){-(ﬂ—yfcl<e (17)

gdzie € — zadana doktadnosé, przy czym
){:H — )/i(”'

T 12

o0 = i) + o1 ¥ = Bl (o);

— @ (x, 1,5, M) = 3,:—

+1 g+l +1 _ vi+l L)
RON —IN-1) + 05 YR = Bl ()
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Grupujac wspGlczynniki przy y¥H,
YW, y¥*! wukiadzie rownari (16) otrzymu-
jemy tr6jdiagonalny uktad N+1 réwnaf:

A¥ yiH - Byt 4 OfH1 ] =Df
(17)
gdzie:

Ak _ b{'c+1 (x’ L, y*)
i~ 12
AR

Cik:T

Bk_ b{'c+1 (x’ L y*) + b{'c(x! t’y*) _1_
i~ 12 - 1

Df-‘=§+\|l"(x, £, ¥, M)

A0=(I1, B0=a1—0'1, D0= Wi}l (t)
1<i<N-1
By=—(0p+0y), Cy=—0y,

Dy=¥ (5, Cy=Ay=0
(18)

Uklad (17) rozwiazuje sie metoda elimi-
nacji Gaussa i otrzymuje si¢ prosty algo-
rytm okreslajacy y¥1:

G
E= B;+A; Y41
izAiaiH_Di’ §.27 2
B;+A; Vi
CN. Dy

'YN=—B—N, SN__—BE

Yir1 =81 —Yi1 ¥ O0<Si<N

8 49— Dy
= By+1 A
(19)

Na zakoficzenie rozpatrujemy problem
zwiazany z wyborem krok6éw 7T i I. Dla
kazdego uktadu i kazdego r6wnania r6z-
niczkowego w pracach Samarskiego i Sa-
marskiego, Tichonowa podane s3 oszaco-
wania norm r6znic doktadnego i przyblizo-
nego rozwiazania wzgledem 1 i / oraz pew-
na stala wielko§¢ M. Na tej podstawie, zna-
jac zadang doktadno$é obliczefi i okre§lajac
N dla danych warto$§¢ 71 i /, mozna znalez¢
odpowiadajace danej doktadnosci wielko-
Sci krok6w. Lecz te oszacowania moga by¢é
duze lub moga by¢ okreslone za pomoca
ztozonych formut z wieloma parametra-
mi. RzeczywiScie, oszacowanie predkosci
zbieznosci w twierdzeniu (8,2) (Samarskij
1962b) dla naszego ukladu (10) jest
wyraZnie ulepszone w pracy Samarskiego
(1962b), jednak i tej, ostatniej nie ma sensu
wykorzystywac przy wyborze krok6w. Sa-
mo istnienie jednostajnej zbieznosci daje
mozliwo§¢ okreS§lenia bledu rozwiazania
przyblizonego w calym przedziale czaso-
wym dla rozwazanych obliczefi w obszarze
przylegajacym na przyktad do poczatko-
wych wartosci y(x, 0). Zmniejszajac kroki
btad ten latwo jest zmniejszy¢.

Metodyka om6wiona w powyzszej pra-
cy bedzie wykorzystana do rozwiazania za-
gadnienia konsolidacji jednorodnego grun-
tu (H. Kazieko, L. Kazieko 1994).
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Summary

A numerical solution of a non-linear equation of
soil consolidation. A finite-difference solution of a
non-linear one-dimensional of soil consolidation is
studied for a time-varying region and arbitrary bound-
ary conditions.

Soil characteristics depend on the excess pore pres-
sure. The case of the consolidation of a lagered and
unisotropic soil is taken into consideration.
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