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Niejednorodne plyty sprezyste w ujeciu wariacyjnym

Abstract

On the variational description of the non-
homogeneous elastic plates. Using the variational
approach an approximate model of thin elastic
nonhomogeneous plates has been proposed. The
notion of approximate models is defined in terms
of mathematical objects, and the method is outlined
on comparing the solutions of the boundary-value
problems formulated for the plate models with
unknown solution concerning the accurate three-
dimensional model.
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Wstep

Przedmiotem rozwazan sa sprezyste
plyty niejednorodne. Wychodzac z tréj-
wymiarowego opisu plyty, tzn. opisu, w
ktérym przemieszczenia i naprezenia sa
funkcjami trzech zmiennych przestrzen-
nych, w pracy przeprowadza sie konstru-
kcje ogélnego modelu dwuwymiarowego
spetniajacego postulowana zasade naj-
mniejszego bledu. Praca oparta jest na
wynikach przedstawionych w publika-
cjach [Nagérko 1983a, b; 1989] i stanowi
ich jednolite i rozszerzone ujecie.

Préby opisania tréjwymiarowego sta-
nu odksztalcenia i naprezenia ptyty fun-

kcjami okre§lonymi na powierzchni Srod-
kowej (plaszczyZnie) siggaja X VIII wie-
ku (pierwsze niedokladne réwnanie ptyt
sformutowane zostato przez J. Bernoul-
liego w 1789 roku). Zadowalajaca postac
teorii dwuwymiarowej zostala przedsta-
wiona w pracach Cauchy’ego (1828) i
Poissona (1929). Przyjeto w nich zaloze-
nie, ze mozliwe jest aproksymowanie
skladowych tensora naprezen wielomia-
nami. Taylora wzgledem zmiennej okre-
Slajacej odleglos$¢ dowolnego punktu pty-
ty od jej plaszczyzny Srodkowej w poto-
zeniu nieodksztalconym. Zachowujac w
tych wielomianach wigksza lub mniejsza
liczbe¢ wyrazéw, uzyskiwano — jak sie
wydawato — bardziej lub mniej doktadne
przejscie od zagadnienia tréjwymiarowe-
go do zagadnienia dwuwymiarowego.
Inny sposéb sprowadzenia tréjwymia-
rowego modelu plyty do modelu dwu-
wymiarowego zaproponowal Kirchhoff
(1850, 1876), przyjmujac dwa zatozenia
upraszczajace. Pierwsze z nich méwi, ze
widékna prostoliniowe plyty, normalne do
jej plaszczyzny Srodkowej, pozostaja po
odksztalceniu proste i normalne do od-
ksztalconej powierzchni §rodkowej, nie
zmieniajac przy tym swej dtugosci. Dru-
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gie dotyczy pomijalno$ci napregzen nor-
malnych dzialajacych na powierzchnie
réownolegte do powierzchni Srodkowe;j
plyty jako niewielkie w poréwnaniu z
pozostalymi napr¢Zeniami.

Kolejne konstrukcje teorit dwuwy-
miarowych pochodza od Arona (1874) 1
Love’a (1888, 1992) i dotycza nie tylko
plyt, lecz ogdlnie powlok. Teoria tam
przedstawiona przyjmuje zalozenia Kir-
chhoffa oraz dwa dodatkowe, w ktérych
wymaga si¢, by grubo§¢ powloki byla
niewielka w por6wnaniu z najmniejszym
promieniem krzywizny powierzchni
srodkowej powloki oraz by odksztalcenia
1 przemieszczenia byly male, tzn. takie,
by mozna bylo pominaé w réwnaniach
konstytutywnych wielkoSci mate wy-
zszego rzedu niz pierwszy. Teoria ta na-
zywa si¢ teoria Kirchhoffa—Love’a Iub
teoria pierwszego rzedu.
~ Dalsze prace z zakresu formutowania
teorii ptyti powlok powstawaly w wyniku
rozpatrywania réznych wariantéw zalo-
zeni upraszczajacych, takich jak liniowo§¢
rozktadu naprgzenn normalnych wzdhuz
grubosci plyty, dany z goéry rozklad na-
prezen stycznych, mozliwo$¢ rozklada-
nia poszukiwanych funkcji w szeregi
trygonometryczne lub w szeregi wielo-
mianéw Legendre’a.

W potowie XX wieku zaczgto for-
mulowac teorie, w ktérych zrezygnowa-
no z zalozen prowadzacych do teorii li-
niowej.

Przytaczajac ten krétki historyczny re-
jestr metod formulowania teorii dwuwy-
miarowych, polegajacych na przejSciu od
teorii trjwymiarowej do teorii dwuwy-
miarowej w wyniku przyjmowania réz-
nych zalozen upraszczajacych, trzeba za-
uwazyc, ze mozliwe jest takze podejScie
polegajace na traktowaniu ptyty czy po-

wloki jako kontinuum dwuwymiarowe-
go, zdolnego do przenoszenia nie tylko
sit, ale 1 momentow. Nie ma wtedy potrze-
by odwotywania si¢ do relacji tréjwymia-
rowych, bo relacje dwuwymiarowe nie sg
w tej metodzie wyprowadzane, lecz po-
stulowane. _

Traktowanie plyty jako ciala tréywy-
miarowego i badanie jej w ramach teorii
dwuwymiarowych nasuwaja pytanie: ja-
ka wybra¢ dla rozwazanych cial metode
konstrukcji teorii dwuwymiarowej?
OdpowiedZ na to pytanie nie jest tatwa.
Wybér metody powinien bowiem by¢
uzalezniony od tego, czy skonstruowany
model dwuwymiarowy dobrze aproksy-
muje model tréjwymiarowy.

Ocena metody formulowania teorii
dwuwymiarowej lub inaczej, ocena do-
ktadnoSci rozwiazan otrzymanych w ra-
mach teorii dwuwymiarowej —a wigc roz-
wiazan przyblizonych w stosunku do roz-
wigzan tréjwymiarowych — jest proble-
mem trudnym. Najwcze$niej stosowana
metoda oceny byla metoda testujaca,
polegajaca na poréwnywaniu wybranych
rozwigzan dwuwymiarowych ze znany-
mi rozwiazaniami tréjwymiarowymi.
Pé6zniej wprowadzono metody szacowa-
nia a priori blgdu w normie energetycz-
nej, a wigc bez znajomosSci rozwiazan
przyblizonych i dokladnych (tréjwymia-
rowych) oraz oszacowania a posteriori,
ze znajomoscia tylko rozwiazania przy-
blizonego, wyrazonego zwykle przezpo-
la statycznie i kinematycznie dopuszczal-
ne z wykorzystaniem twierdzenia o hiper-
sferze. Innymi metodami sa oszacowania
asymptotyczne, badania bledu rezydual-
nego itd.

Punktem wyj$cia w tej pracy jest zato-
zenie, ze metoda formulowania teorii
uproszczonej powinna opiera¢ sie¢ na
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wyraznie sprecyzowanych zalozeniach
prowadzacych do relacji dwuwymiaro-
wych oraz zZe powinna ona zawieral
odpowiedZ, w jakim sensie droga od tych
zalozen do relacji dwuwymiarowych jest
optymalna. Chodzi wigc tu o to, by w
postulowanej klasie przemieszczen i na-
prezenn blad byl analitycznie (w miarg
og6lnie) zdefiniowany i1 najmniejszy. By
to osiagnad, skonstruujemy najpierw stru-
kturg relacyjna dla tr6jwymiarowych ciat
sprezystych wlasciwa do opisu ptyt. Na-
stgpnie dla tej struktury zbudujemy dwie
struktury prostsze (dwuwymiarowe), tak
by w jednej mozna bylo wprowadzié wig-
zy dlaprzemieszczen, a w drugiej — wigzy
dla naprezen. Przyjecie wigzoéw jest row-
noznaczne z okresSleniem operatéw tacza-
cych struktury prostsze ze strukturg wyj-
Sciowa. Uklad relacji dwuwymiarowych
opisujacych plyte otrzymuje si¢ z postu-
lowanej zasady najmniejszego biedu.
Wykazuje sig, Ze nie jest mozliwe wypro-
wadzenie z zalozen Kirchhoffa wariacyj-
nych relacji dwuwymiarowych dla plyt,
bowiem nie otrzymuje si¢ w nich modu-
I6w sztywnoSci. Przyjgcie ogdlniejszej
postaci wiezéw doprowadza do sformu-
fowania, w ktérym moduly sztywnoSci
przyjmuja znana postac.

Struktura relacyjna dla ptyt

Strukturg relacyjna dla plyt traktowa-
nych jako ciala tréjwymiarowe skonstru-
ujemy z nastepujacych elementéw [Na-
gérko 1983]:

o Konfiguracji odniesienia 2, obszaru
odpowiednio regulowanego w R™.

® Przestrzeni funkcyjnej V zawierajacej
przemieszczenia ciala, a wigc funk%je
odpowiednio regularme v: Q — R 1

spelniajace warunki brzegowe na cze-
Sci brzegu d2Q; vl 3,0 = u (na 91Q
zadane sa warunki w naprezeniach)
oraz d1£2, d2€2 speiniaja warunki:
012 U QR =0Q, 312 N dQ=J.

® Przestrzeni E funkcji tensorowych za-

wierajacych miary odksztatcen ciata
e Q> R, k,[1=1,273, takich ze:

€ —l(u +ulk)
kl—2 k,l Lk (1)

lub

1
ekl= 7 (uk, |+ ul k+ Um, k Um, [)

)

Zauwazmy, ze odksztalcenie (2) odnie-
sione jest takze do konfiguracji Q.

® Przestrzeni S funkcji tensorowych za-
wierajacych miary naprgzen ciata
ok: Q> R, k, [ =1,2,3, takich ze:

Okl = Bkimn€mn 3)

ponadto Bkimn: £ — R i Bkimn = Bikmn =

= Bkinm = Bmnkd.

® Przestrzeni funkcyjnej B, sil maso-
wychbe B,B: Q 5 R,

® Przestrzeni funkcyjnej P, obciazen po-
wierzchniowychp € P, p: 1Q — R

® Relacji taczacej obiekty u € V,
(ek) € E,(or)e S,be Bipe P
W postaci wariacyjnej:

(Vve V)x @
X I [Omn(W)Vmn — bmvmldv = _[ pmvmda]
Q 01Q j

gdzie Omn(u) okreSlone jest zwiazkami
3)i(1) lub (3) 1 (2).
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Problem w tak okreSlonej strukturze
formutuje si¢ nastepujaco:

Znalezé takie u € V, ze dla danych
b, p zachodzi (1) — (4).

W powyzszej strukturze relacje (4)
sformulowaé mozna alternatywnie:

Znalezé takie u € V, 0 € S, ze dla
danych b, p zachodzi (1) - (3) oraz:

(Vte Sx

X {J- [Aklmncmn(u) — Ukl —
Q

— % Um k Um,] J Tkl dv = O}

&)
NMve V)X

X J Okl(Vk,l + aoum vm,pydv =
Q

= | bkvk+jpkvkda}
Q 01Q

gdzie ag = 0 lub ag = 1[(zalezy to od tego,
ktory ze zwiazkéw (1) czy (2) rozpatruje-
my] oraz Akimn Omn jest obrazem prze-
ksztalcenia A: S — S okre§lonego fun-
kcjami Akimn: €2 — R.

Skonstruowana wyzej struktura rela-
cyjna jest wiec postaci M =(R, Q, V, E,

S, B, P, M), gdzie oprécz zdefiniowanych
obiektéw mamy przestrzen liczb rzeczy-
wistych R, ktéra jest przestrzenia bazowa
oraz odwzorowanie M, ktére jest odwzo-
rowaniem laczacymu € Vz para (b,p) €
B x P. Odwzorowanie to okre§laja relacje
(1) = (3), czyli u — (o) (oznaczymy je
przez T) oraz relacje (4) (k) — (b,p),
ktére oznaczymy przez K, tak wiec M =
KoT.

Zasada najmniejszego bledu

W tej czgsci artykulu wybierzemy do
rozwazan niektére tylko elementy stru-
ktury skonstruowanej w poprzedniej cz¢-
éci. I tak, niech M =(V, S, E T, K), gdzie
F=BXP.

Oprocz struktury M rozwazaé bedzie-
my dwie struktury N® = ... Y% G%, N%),
o= 1,2, ktére nazwiemy strukturarm gro-
stszymi. W tych strukturach Y* i G
przestrzeniami funkcji okre§lonych na
pewnym obszarze dwuwymiarowym II o
warto$ciach w R”, N* za$ sa operatoram1
N% Y* - G*. Zalozmy, Ze struktury N®
sa polaczone ze struktura M, tak ze prze-
strzenie Y% sa przestrzeniami wspélrzed-
nych uogélnionych dla V%, a G* sa prze-
strzeniami wspoétrzednych uogolmonych
dla F. Sa wiec okre§lone operatory A%:

— V*iB*% F - G* (1ys.).

v T > S K > F
- ek
1
\4 N | > G’
y2

Rys. Powiazanie struktur
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Operatory A* wyznaczaja WIEZY W
przestrzeni |7l Pojecie wiezéw w mecha-
nice ma rézne znaczenia. W tej pracy
przez wigzy w przestrzeni Z bedziemy
rozumieé zawsze pewne ograniczenia (w
postaci niekoniecznie analitycznej) wy-
znaczajace niepuste podzbiory wlasciwe
w tej przestrzeni. Operatory A% wyzna-
CZaja WigC WICZy W Vv* oile rng A~ #0,
rng A% cV* i A% # V*. Podobnie opera-
tory B* moga wyznaczaé wiezy w G%.

W strukturach N* formutujemy prob-
lem:

Dane sa g§ € G, znalez¢ takie

e Y% ze gf =N* (%), a=12(6)

W celu ustalenia zwiazku miedzy roz-
wigzaniem problemu (6) i rozwiazaniem
problemu (5) wprowadzamy dla struktury
M pojecie funkcjonatu bledu. Dla upro-
szczenia zapisu oznaczamy przez W prze-
strzen V lub S.

Niech bedzie dany funkcjonat €: W X
W — (0, o) postaci (w1, w2) =llw1 —w2ll,
gdzie Il - Il jest norma w przestrzeni W.
Liczbe € nazwiemy bledem utozsamiania
elementéw w1 i wa.

Niech teraz y8‘ bedzie rozwigzaniem
problemu (6) odpowiadajacym sitom
uogélnionym gf. Jezeli g8 =B%(fo) i
v§ sa rozwiazaniem (5) (w przemiesz-
czeniach i napr¢zeniach) odpowiadajacy-
mi fo, to wtedy rozwiazanie y8‘ 1 wigzy
A% okreslaja w przestrzeni V* elementy

v¥* = A%8). Zbiér tych elementéw ozna-
czymy przez v, Oznaczmy ponadto

przez V§ zbiér rozwiazari problemu (5)
i zal6zmy, ze struktury N razem z ope-

ratorami A%, B*, a=1, 2 spelniaja naste-
pujace warunki:

Vvde VE)3ye Y*) x
X {N* 0) = g808),
e* [A% ), v81 =

= min % % v§), a=1,2)
Ve

gdzie: [g8‘ (v8‘ )] =
={ B' M), B> [K(6) 1)

Warunki powyzsze wprowadzone dla
dwuwymiarowych struktur w formie po-
stulatu nazywa¢ bedziemy zasada naj-
mniejszego bledu. M6éwi ona, Ze struktu-
ra M, dane funkcjonaty bledu €%, struktu-
ry N oraz operatory A% i B® powinny by¢
takie, by rozwiazania y§ problemu (6)
odpowiadajace silom uogdlnionym
g8 = B*(fo) minimalizowaty btad identy-
fikacji elementéw v* = A%(y§) e V* i

rozwiazania y§ problemu (5).

W pracy [Nagérko 1983b] wykazano,
ze zasada prac wirtualnych (4) lub (5) jest
szczeg6lnym przypadkiem zasady mini-
malizacji bledu takim , dla ktérego norma
definiujaca blad jest okreslona przez ilo-
czyn skalarny:

v1-v2=IVv1TBVv2dv
Q

gdzie B = (B kimn), a V jest gradientem
funkcji. Wynika stad, ze skonstruowany
na jej podstawie model plyt spetnia waru-
nek minimalizacji bledu; jest wigc opty-
malny. Zauwazmy jednak, ze w tak upro-
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szczonym modelu na ogét nie potrafimy
wskazaé, jak wielki jest blad utozsa-
miania nieznanego rozwigzania trojwy-
miarowego z rozwigzaniem dwuwymia-
rowym.

Specyfikacja modelu
dwuwymiarowego ptyt

PrzejdZmy teraz do wyspecyfikowa-
nia tych cech, ktére wyrézniaja ptyte spo-
§réd innych cial tréjwymiarowych.

Warunek opisu ciala relacjami, kto-
rych dziedzing jest pewien obszar dwu-
wymiarowy I1 c R” (odpowiednio regu-
larny) i taki, ze I1 < Q, dI1 < 9€2. Na ogét
przyjmuje si¢, ze konfiguracja plyty w
stanie nieodksztalconym jest iloczynem
kartezjanskim IT x (—h,h), h > 0, wtedy
uktad wspétrzednych tak si¢ wprowadza,
ze (xo) € I, o = 1,2, a x3 € (-hh).
Ponadto wyrdznia sig cze$ci brzegu d + Q,
d — Q (powierzchni¢ gorna i dolng), tak ze
0 I1 N d+ Q = & oraz powierzchni¢ bocz-
na o QL =0Q\ (0 +Q U 9 -Q).

Warunek zawezajacy klas¢ zagad-
nien brzegowych polegajacy na tym, ze
zaklada sie @ +Q W 0 _Q c d 1Q, tj,
powierzchnia gérna 1 dolna plyty jest pod
wpltywem danych obciazen zewnetrz-
nych d 2Q < d pQ, tj. brzeg, gdzie dane sa
warunki przemieszczeniowe, nalezy do
powierzchni bocznej. Ponadto przyjmuje
sie, ze dla x € d2€Q2 dane s3 przemieszcze-
nia postaci:

Uo (x1,x2, X3 ) =wa (x1,x2) +

+x3 - fo (x1,x2)
(7

u3 (x1,x2,x3)=w(x1,x2) +

+x%-f'(x1,x2)

Podobnie na powierzchni bocznej, tj.
dla x € 02Q N J KQ, przyjmuje sig, ze
dane obciazenie p ma postac:

po. (x1,x2,x3)=go (x1,x2) +

+x3 - qa (x1,x2)

(8)
p3(x1,x2,x3)=g(x1,x2) +

+x5-q(x1,%2)

Dla powierzchni gérne;j i dolnej przyj-
muje si¢:

pinx{x) = (0,0,P+)

9)
plnx{-»} = (0,0,P-)

Zalozenia 0 zmianie wlasnosci ma-
teriaflowych ciala, tzn. zaklada si¢, ze
funkcje dwu zmiennych opisujace wias-
nosci sprezyste ptyty powinny by¢ inne
niz stale sprezystoSci Biimn okreSlone w
Q. Te nowe funkcje Bkimn nazywa si¢
modulami sztywnoS$ci. W dalszym ciagu
podamy zwiazki miedzy Bkimn a Bkimn -

Ograniczenia w klasie przemiesz-
czenn — wigzy dla przemieszczeni, np. w
postaci:

uk(xl,xz,x3)=wg(x1,x2)+ (10)

+x3-w11( (x1,x2)+x%-w1% (x1,x2)

Ostatnig grupa zalozen sa ogranicze-
nia w klasie naprezen, tj. wigzy dla na-
prezen méwiace o tym, ze nie wszystkie
naprezenia z S sa dopuszczalne.

Zestawione wyzej zalozenia sa zalez-
ne mi¢dzy soba, np. przyjecie wiezéw dla
przemieszczefi determinuje juz postaé
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wigzéw dla naprezen. Zalozenia te mozna
tak dobraé, ze beda sprzeczne, np. wiezy
dla przemieszczen 1 naprgzeni moga by¢
takie, ze zbidr naprezen zgodnych z wig-
zami 1 naprezenn dopuszczalnych przez
wigzy przemieszczeniowe bedzie pusty.
Przyjmijmy wigzy (10) w postaci:

wO(x1,x2) = [0,0,w(x1,x2)]
Iub "
w (x1,x2) =

= [wi(x1,x2), wa(x1,x2), w(x1,x2)]

1
w(x1,x2) =

= (—w,1(x1,x2),~w,2 (x1,x2),0]  (11)

w?(x1,%2) = (0,0,0)

oraz warunki brzegowe (7) w postaci
uk (x1,x2, x3) =0 dla(xx) € dpQ2=01Q,
warunki (8) w postaci:

Pi(x1,%2,0) = 0 v pa(x1,x2,0) =
= golx1,x2) A p3(x1,x2,0) =0

dla (x¢) € JIl, a warunki (9) w nie zmie-
nionej postaci, wtedy uklad powyzszych
zalozen po prostych przeksztalceniach re-
lacji (4) prowadzi do nastepujacych
zw13zkow:

(Vre T/) I:J. (—EaByS w,af 7,
2 (12)

¥s — b) rda = j (p++p_)ds}
H+UH..

gdzie:
V jest przestrzenia funkcji r: II = R
wyznaczajacej zgodnie z wigzami (11)

wszystkie elementy ve V w postaci

— 2
Voo=-t,a, V3=7 Ol'aZBaﬁ'YsE 5 h3 Ba[}y&,

h
b= | b3 dus.
—h

Zwiazek (12) rézni si¢ od znanego
klasycznego sformutowania tym, Ze fun-
kcje charakteryzujace wlasnosci materia-
lowe Eaﬁy& nie s3 modutami sztywnoSci.
Warunek o modutach sztywnos$ci musi
by¢ tutaj wprowadzony niezaleznie.

Fatwo sprawdzi¢, ze zmieniajac wig-
zy przemieszczeniowe (11), tak ze wyste-

pujace w nich funkcje w2, wk pozostaja
bez zmian, za§ w2(x1,x2) = [0,0, fix1,x2)],
oraz wprowadzajac warunki dla naprezen
033 = 0, z relacji (4) otrzymujemy (12),
gdzie za FocByS trzeba podstawic:

BoBys = Bopys— Bap33z B3333  (13)

Zwiazek (13) definiuje juz moduty
sztywnoSci ptyty. Relacje (12), (13)
otrzymano, wykorzystujac metode wie-
z6w 1 przyjmujac zasad¢ najmniejszego
biedu.

Uwagi koncowe

W pracy zajmowano si¢ modelowa-
niem ptyt w obrebie struktur teorii spre-
zystosci. Przedstawiona metoda jest opty-
malna wzgledem analitycznie okreslone-
go bledu. Jako przyklad wyprowadzono,
narzucajac odpowiednie wig¢zy na prze-
mieszczenia 1 napr¢Zenia, relacje waria-
cyjne klasycznej teorii plvt. Relacje w
przypadku ogélnym sa dobra podstawa
do konstrukcji modeli dwuwymiarowych
dla ciat o skomplikowanej strukturze we-
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wnetrznej, np. kompozytéw, oraz przy
analizie wptywu na plyty takich pdl, jak
wilgotno$¢ czy temperatura.
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