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Streszczenie. W pracy wykazano, że uwzględnienie zmiany pola powierzchni przekroju 

poprzecznego próbki ziarna zbóż w trakcie testu trójosiowego ściskania zwiększa dokładność 

wyznaczania kąta tarcia wewnętrznego. Testy przeprowadzono dla próbek ziarna pszenicy 

o średnicy 0,15 m i wysokości 0,30 m dla sześciu poziomów wilgotności ziarna, w przedziale od 10 

do 22%. Stwierdzono, że zastosowanie do obliczeń kąta tarcia wewnętrznego skorygowanej 

wartości większego naprężenia głównego w znaczący sposób zwiększyło dokładność pomiarów. 

Wyniki badań mogą stanowić podstawę właściwego doboru parametrów próbki materialu sypkiego 

podczas wyznaczania kąta tarcia wewnętrznego. 

Słowa ki u c zowe: materiał sypki, test trójosiowego ściskania, kąt tarcia wewnętrznego. 

WSTĘP 

Ziarno zbóż stanowi w rolnictwie jedną z większych grup materiałów . 

W większości przypadków podlega ono dalszemu przetworzeniu w różnych 

procesach technologicznych. Przemieszczanie, czyszczenie, sortowanie i magazy
nowanie to etapy, w których występuje przepływ materiału [15]. Każdemu 
przepływowi materiału towarzyszą opory tarcia. 

* Pracę wykonano w ramach projektu badawczego 5 P06F 021 17 finansowanego przez Komitet 
Badań Naukowych w latach 1999-2002. 
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Cykliczny charakter produkcji zmusza producentów do magazynowania nasion, 
dla których dobór właściwych warunków przechowywania wciąż stwarza wiele 
problemów. Podczas magazynowania dużą rolę odgrywają takie właściwości 

materiału, jak: higroskopijność, gęstość, ściśliwość, wytrzymałość mechaniczna, 
kąt tarcia wewnętrznego, kąt tarcia zewnętrznego, kohezja i iloraz naporu 
[1,5,6,9,14,17,18]. Właściwości te wpływają zarówno na jakość magazynowanego 
materiału, jak i na przebieg operacji technologicznych. Precyzyjne określenie 
parametrów tarcia ma istotne znaczenie w pracach projektowych konstrukcji 
silosów i procesów technologicznych. 

Miarą tarcia wewnętrznego jest kąt tarcia wewnętrznego i kohezja. 
Wyznaczają one maksymalną wartość naprężenia stycznego, przy której następuje 
wyczerpanie wytrzymałości mechanicznej materiału i rozpoczyna się jego 
płynięcie. Kąt tarcia wewnętrznego zależy od właściwości mechanicznych 
materiału, o których decydują głównie cechy pojedynczych nasion (wymiary, 
właściwości powierzchniowe, skład chemiczny, odkształcalność) a także gęstość 
i struktura upakowania ośrodka. Kohezja określa maksymalną wartość naprężenia 
stycznego przenoszonego przez ośrodek przy braku naporu normalnego. 

Właściwości mechaniczne roślinnych materiałów sypkich zależą od 
wilgotności i stanu naprężenia. Ze wzrostem wilgotności wzrasta podatność 
ziarniaków na odkształcenia i wydłuża się droga dojścia materiału do granicznego 
stanu naprężenia. Horabik i Łukaszuk [11] stwierdzili, że w przypadku ziarna 
pszenicy o wilgotności wyższej od 20% odkształcenia pojedynczych ziarniaków 
i w ślad za tym deformacja próbki podczas testu trójosiowego ściskania są tak 
duże, że nie udaje się uzyskać krytycznego stanu naprężenia przy odkształceniu 
mniejszym od 0,2. 

Jedną z możliwości ograniczenia drogi dochodzenia materiału do granicz
nego stanu naprężenia jest taki dobór gęstości próbki, aby była ona zbliżona do 
gęstości krytycznej w rozważanym zakresie ciśnienia . Zastosowane w pracy [11] 
wstępne zagęszczanie próbek trójosiowego ściskania, pozwoliło zmniejszyć 

odkształcenie, przy którym powstawał w materiale graniczny stan naprężenia . 

Korzystny wpływ zagęszczania malał jednak ze wzrostem wilgotności materiału , 

na co wpływała zwiększona odkształcalność ziarniaków. 
Jeden ze sposobów poprawy dokładności wyznaczania charakterystyk mechani

cznych materiałów sypkich metodą trójosiowego ściskania polega na uwzględnieniu 
korekcji zmian pola powierzchni przekroju poprzecznego próbki podczas deformacji 
[8]. Procedura ta uwzględnia w wyliczaniu pola powierzchni przekroju próbki, 
zarówno odkształcenie objętościowe Ev jak i odkształcenie liniowe El. 
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Odkształcenie objętościowe materiałów sypkich jest na ogół niewielkie. 
Grochowicz i inni [7] zarejestrowali podczas testów trójosiowego ściskania 

zagęszczonych wibracyjnie próbek ziarna jęczmienia o wilgotności 13% odkształ
cenie objętościowe Ev poniżej 5% przy mniejszym naprężeniu głównym 0'3 

w zakresie 20 do 100 kPa, 
W pracy rozważono możliwość poprawienia dokładności wyznaczania kąta tarcia 

wewnętrznego ziarna zbóż metodą trójosiowego ściskania poprzez uwzględnienie 
zmiany pola powierzchni przekroju poprzecznego próbki w trakcie defonnacji. 

MATERIAŁ I METODA 

Analizę wpływu zmiany pola powierzchni przekroju próbki na wartość 
i dokładność wyznaczania kąta tarcia wewnętrznego przeprowadzono na przykła
dzie testów trójosiowego ściskania próbek ziarna pszenicy odmiany Begra 
omówionych w pracy [11]. Próbki miały wysokość H = 0,30 m i średnicę 

D = 0,15 m. Testy wykonywane były przy mniejszym naprężeniu głównym 0'3 

w zakresie od 40 do 90 kPa. Próbki zagęszczano wibracyjnie w celu zbliżenia ich 
gęstości do gęstości krytycznej. Pozwoliło to na istotne skrócenie drogi 
dochodzenia materiału do stanu ustalonego płynięcia. Korekcja polegała na 
zastąpieniu w obliczeniach kąta tarcia wewnętrznego nominalnej wartości naprężenia 
0'1 skorygowanym naprężeniem O'lk. W Tabeli l zamieszczono parametry próbek, dla 
których przeprowadzono analizę wpływu korekcji na wynik pomiaru. 

Tabela l. Parametry próbek ziarna pszenicy [11] 

Table l. Parameters of wheat grain sampies [11] 

Parametr 

Gęstość p [kg'm'3] 

Porowatość p [%] 

10,0 

826,0 

42,1 

13,2 

822,0 

34,4 

Wilgotność [%] 

15,2 

822,0 

41 ,0 

18,5 

770,0 

48,1 

20 

766,0 

46,4 

22,3 

840,0 

41,9 

Przyjmując w uproszczeniu, że objętość V próbki w czasie deformacji me 
ulega zmianie 

gdzie: 

V=H(l-c,)S, =HS=const. (1) 

H - wysokość próbki, 
S - pole powierzchni przekroju poprzecznego próbki przed testem, 
SI - średnie pole powierzchni przekroju poprzecznego zdefonnowanej próbki, 
El - odkształcenie liniowe próbki, 
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średnie pole powierzchni przekroju poprzecznego próbki SI można wyrazić jako 
funkcję odkształcenia CI 

SI =_S_ 
l-cI 

(2) 

Uzyskaną w ten sposób średnią wartość pola powierzchni przekroju próbki SI 

zastosowano do korekcji większego naprężenia głównego O"lk 

F F 
0"Ik=0"3+-=0"3+-(1-cl ) (3) 

SI S 

gdzie F - siła normalna w kierunku osi próbki. 
Kąt tarcia wewnętrznego qJ i kohezję c określono na podstawie warunku 

plastyczności Coulomba-Mohra (Rys. 1) wyznaczając styczną do 18 kół Mohra 
(6 wartości naprężenia 0"3 x 3 powtórzenia): 

300 
Naprężenie nonnalne O'n [kPa] 

Rys. 1. Kąt tarcia wewnętrznego wyznaczany na podstawie obwiedni kół Mohra. 

Fig.l. Angle of internal friction determined from envelope of Mohr circles. 

Zapisanie równania (4) w postaci 

1 + sin qJ 2ccosqJ 
O"lk = 0"3 . + . 

1 - SIn qJ 1- sm qJ 

oraz wyznaczenie parametrów A i B równania regresji liniowej 

(4) 

(5) 

(6) 
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dla punktów pomiarowych (eJI'" eJ3) spełniających warunek plastyczności (5) pozwala 
wyznaczyć kąt tarcia wewnętrznego i kohezję z następujących zależności : 

_ . A-I _ B dl A>I ({J-arcsm--, c - t. a _ . 
A+I 2vA 

(7) 

Do obliczeń przyjmowano maksymalną wartość naprężenia eJlk. co oznacza, 
że wyznaczano maksymalną wartość kąta tarcia wewnętrznego. Parametry cp i c 
opisują zatem stan maksymalnej wytrzymałości, który nie zawsze pokrywa się ze 
stanem ustalonego płynięcia. Taki sposób postępowania przyjęto ze względu na 
małą (około 40) wartość stosunku wysokości próbki do wymiaru ziarna ośrodka. 
Mimo, że mieścił się on w zakresie zalecanym przez normy [4,19], był jednak 
zbyt mały, aby ustalone płynięcie materiału powstało przy odkształceniu próbki 
rzędu kilku procent. 

Odchylenie standardowe kąta tarcie wewnętrznego !J.cp oraz kohezji !J.c 
wyznaczono na podstawie błędów standardowych parametrów A i B prostej 
regresji z następujących zależności: 

!1({J = M .180 
JACA+I) n (8) 

I B 
!1c = t. !1B + -1-5 M (9) 

2vA 4A' 

gdzie: M i !J.B - błędy standardowe. 
Istotność różnic pomiędzy wartościami kąta tarcia wewnętrznego oraz 

kohezji badano stosując test identyczności prostych regresji [3]. 

WYNIKI 

Konsekwencją wprowadzenia korekcji zmian pola powierzchni przekroju 
poprzecznego próbki w trakcie testu trójosiowego ściskania jest spadek wartości 
naprężenia skorygowanego eJlk w stosunku do wartości nominalnej eJI. Różnica 

pomiędzy naprężeniem nominalnym eJI i skorygowanym eJlk wzrasta liniowo ze 
wzrostem odkształcenia El (równanie 3). Rysunki 2 do 7 przedstawiają porównanie 
przebiegów zależności naprężeń eJI i eJlk od odkształcenia El dla próbek ziarna 
pszenicy w przedziale wilgotności od 10 do 22,3%. Skorygowane przebiegi 
zależności eJl k(EI) uwidaczniają maksimum naprężenia pojawiające się przy 
mniejszej wartości odkształcenia El niż w przypadku przebiegów nie skorygowa
nych. Dla przebiegów skorygowanych maksimum naprężenia eJlk pojawiało się na 
ogół przy odkształceniu El nie większym niż 0,1, a w przypadku próbki ziarna 
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pszemcy O wilgotności 20% i (J3 = 80 kPa - odkształcenie El me przekraczało 

wartości 0,15. W skrajnym przypadku (próbka ziarna o wilgotności 22,3%, 
(J3 = 70 kPa) odkształcenie El = 0,26 przekraczało granicę akceptowanych wartości. 
W przypadku nie skorygowanych przebiegów zależności (JI(EI) maksimum 
naprężenia (JI występowało przy odkształceniu El mniejszym od 0,1 tylko dla 
naj niższej wartości naprężenia (J3 = 40 kPa i wilgotności ziarna nie przekraczającej 
15%. Dla wilgotności 20% odkształcenie El wynosiło około 0,2. Dla najwyższej 
wartości naprężenia (J3 = 90 kPa i wszystkich poziomów wilgotności ziarna, maksi
mum naprężenia (JI występowało przy odkształceniu El większym od 0,1. 
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Rys. 2. Zależności al(EI) i alk(EI) dla próbek ziarna pszenicy odmiany Begra o wilgotności 10%. 

Fig. 2. Stress-strain relationships al(EI) and alk(EI) for sampIes of wheat grain variety Begra of 

the moisture content of 10%. 
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Rys. 3. Zależności al(EI) i alk(EI) dla próbek ziarna pszenicy odmiany Begra o wilgotności 

13,2%. 

Fig. 3. Stress-strain relationships al(EI) and alk(EI) for sampIes of wheat grain variety Begra of 

the moisture content of 13.2%. 
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Rys. 4. Zależności (j1(CI) i (jlk(CI) dla próbek ziarna pszenicy odmiany Begra o wilgotności 

15,2%. 

Fig. 4. Stress-strain relationships (j1(CI) and (jlk(SI) for sampies of wheat grain variety Begra of 

the moisture content of 15.2%. 
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Rys. 5. Zależności (j1(CI) i (jlk(CI) dla próbek ziarna pszenicy odmiany Begra o wilgotności 

18,5%. 

Fig. 5. Stress-strain relationships (j1(CI) and (jlk(CI) for sampies of wheat grain variety Begra of 

the moisture content of 18.5%. 
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Rys. 6. Zależności O'l(Cl) i O'lk(Cl) dla próbek ziarna pszenicy odmiany Begra o wilgotności 20%. 

Fig. 6. Stress-strain relationships O'l(Cl) and O'lk(Cl) for sampIes of wheat grain variety Begra of 

the moisture content of 20.0%. 
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Rys. 7. Zależności O'l(Cl) i O'lk(Cl) dla próbek ziarna pszenicy odmiany Begra o wilgotności 22,3%. 

Fig. 7. Stress-strain relationships O'l( Cl) and O'lk(Cl) for sampIes of wheat grain variety Begra of 

the moisture content of 22,3 %. 

Tabela 2. Kąt tarcia wewnt(trznego i kohezja (wraz z odchyleniem standardowym) dla 6 poziomów 

wilgotności ziarna pszenicy wyznaczone na podstawie skorygowanych przebiegów O'lk(Cl) 

Table 2. Angle of internal friction and cohesion (with standard deviation) for 6 levels of moisture 

content of wheat grain determined from corrected relationships O'lk(Cl) 

Parametr 
Wilgotność [%] 

10,0 13,2 15,2 18,5 20,0 22,3 

Kąt tarcia wewn. qJ [deg] 23,1 ± 0,4 24,0 ± 0,5 24,9 ± 0,6 29,9 ± 0,4 31,7±O,5 40,2 ± 0,5 

Kohezja c [kPa] 7,1 ± 1,1 6,2 ± 1,6 9,7 ± 2,8 10,3 ± 0,8 9,2 ± 1,4 6,6 ± 1,2 
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W Tabeli 2 zamieszczono wartości kąta tarcia wewnętrznego i kohezji wyz
naczone na podstawie skorygowanych przebiegów O"lk(El), zaś Rys. 8 przedstawia 
zależność kąta tarcia wewnętrznego od wilgotności wyznaczonego na podstawie nie 
skorygowanych i skorygowanych przebiegów O"I(El). Jedynie w przypadku ziarna 
o wilgotności 10% nie stwierdzono istotnej różnicy. Wynikało to z niewielkiego 
odkształcenia El (około 0,05), przy którym próbka o tej wilgotności osiągała 

graniczny stan naprężenia (Rys. 2). We wszystkich pozostałych przypadkach wpro
wadzenie korekcji zmniejszało wartość kąta tarcia wewnętrznego. Różnica pomiędzy 
wartościami kąta tarcia wewnętrznego wyznaczonymi na podstawie nie skorygo
wanych i skorygowanych przebiegów naprężenia 0"1 rosła wraz z wilgotnością 

materiału. Procentowa różnica w wartości kąta tarcia wewnętrznego, odniesiona do 
kąta wyznaczanego dla przebiegów nie skorygowanych, wynosiła od 6% przy 
wilgotności ziarna 15,2% do 11,4% przy wilgotności 20%. Odchylenia standardowe 
kąta tarcia wewnętrznego, wyznaczanego na podstawie przebiegów skorygowanych, 
były niższe o 0, 20, 14, 33 i 38% niż kąta tarcia wyznaczonego na podstawie 
przebiegów nie skorygowanych - odpowiednio dla kolejnych poziomów wilgotności. 
Kohezja wyznaczona na podstawie przebiegów skorygowanych była istotnie różna od 
zera, a w przypadku ziarna o wilgotności 15,2% nie różniła się istotnie od 
wyznaczonej na podstawie przebiegów nie skorygowanych. 

Oi) 
36 

., 
34 ~ 

9-
32 o 

Ol) ., 
c: 30 j:; 
o.>' 28 c: 
~ ., 

26 ~ .. 0g 24 
.'9 
~ 22 
~ 

20 

9 

__ ___ . bez korekcji 

-- z korekcją 

.' .' 
, ..... 

.' 

.............. 
.' 

.' I ..... ········I ... 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Wilgotność [%] 

Rys. 8. Średnie wartości kąta tarcia wewnętrznego (oraz 95% przedziały ufności) dla próbek 

ziarna pszenicy odmiany Begra o pięciu poziomach wilgotności wyznaczone na podstawie 

skorygowanych i nie skorygowanych przebiegów O"I(EI) . 

Fig. 8. Mean values of the angle of internal friction (with 95% confidence intervals) of wheat 

grain sam pIes variety Begra for five levels of the moisture content determined from corrected and 

not corrected O"I(EI) relationships. 
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DYSKUSJA 

Zgodnie z aktualnymi zaleceniami formułowanymi w normach dotyczących 
projektowania silosów parametry materiałowe należy wyznaczać indywidualnie 
dla każdej realizacji technicznej [2,4,19]. Zalecenia dotyczące wyznaczania kąta 
tarcia wewnętrznego materiałów sypkich formułowane są w sposób ogólny i nie 
uwzględniają specyficznych właściwości poszczególnych rodzajów materiałów . 

Dotyczy to między innymi roślinnych materiałów sypkich, których duża odkształ
calność ma wpływ na dokładność pomiarów. Wraz ze wzrostem odkształcalności 
ziaren ośrodka wydłuża się droga dojścia materiału do warunków ustalonego 
płynięcia, co istotnie komplikuje pomiary. Wzrost drogi ścinania pociąga za sobą 
wzrost pola powierzchni przekroju poprzecznego próbki, co powiększa błąd 

systematyczny, jakim obarczona jest wartość większego naprężenia głównego (Jl . 

Zaniedbanie tego błędu powoduje zawyżanie wartości kąta tarcia wewnętrznego 
w przypadku ziarna o dużej wilgotności. 

Grubość warstwy ścinania powstająca podczas testu trójosiowego ściskania 

wynosi kilkanaście średnich wymiarów ziarna ośrodka [10]. Gdy warstwa ścinania 
jest w pełni uformowana Gak np. podczas ustalonego płynięcia) gradient przemiesz
czenia stycznego na przekroju tej warstwy wynosi około 1 [12]. Wynika z tego, że 
zalecana przez normy [4,19] wartość stosunku wysokości próbki do maksymalnego 
wymiaru ziarna ośrodka, wynosząca 40, jest w przypadku dużej wilgotności 

materiału zbyt mała, aby umożliwić pełne uformowanie się warstwy ścinania przy 
odkształceniu El rzędu kilku procent. Aby uniknąć nadmiernego powiększania 
wymiarów próbki, zwłaszcza w przypadku materiałów o dużych wymiarach ziarna, 
należy poszukiwać sposobów pozwalających na skrócenie drogi dochodzenia 
materiału do granicznego stanu naprężenia. Wymiary próbki, gęstość i wilgotność 
materiału to główne czynniki wpływające na jej długość. Zastosowane w pracy [11] 
wstępne zagęszczanie próbek pozwoliło zbliżyć gęstość wyjściową do gęstości 

krytycznej i tym samym ograniczyć odkształcenie niezbędne do uzyskania stanu 
ustalonego płynięcia. Kolejnym krokiem umożliwiającym zwiększenie dokładności 
wyznaczania kąta tarcia wewnętrznego ziarna zbóż metodą trójosiowego ściskania 
jest uwzględnienie zmian pola powierzchni przekroju próbki podczas deformacji. 

WNIOSKI 

1. Korekcja zmian pola powierzchni przekroju poprzecznego próbki roślinnego 
materiału sypkiego podczas testu trójosiowego ściskania istotnie zwiększa 
dokładność wyznaczania kąta tarcia wewnętrznego. 

2. W przypadku ziarna pszenicy korekcja jest niezbędna przy wilgotności 

powyżej 13% i stosunku wysokości próbki do wymiaru ziarna rzędu 40. 
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IMPROVING OF THE PROCEDURE OF DETERMINA TION 
OF THE ANGLE OF INTERNAL FRICTION OF CEREAL GRAIN 

IN TRIAXIAL COMPRESSION TEST 

J. Horabik, J. Łukaszuk 

Institute of Agrophysics, Polish Academy of Science s, ul. Doświadczalna 4, 20-290 Lublin 27 

e-mail: jhorabik@demeter.ipan.lublin.pl 

S u m m a ry. The possibility of improving the procedure of determination of the angle of 

internal friction of cereal grain in the triaxial compression test by considering the change of sample 

cross-section during deformation was analysed. The triaxial compression tests were performed for 

sampies of wheat grain of 0.15 m in diameter and 03 m high for six levels of the moisture content in 

the range from 10 to 22%. Application of the corrected value of the major principal stress increased 

significantly accuracy of determination of the angle of internal friction. Obtained results can be 

useful for proper selection of parameters of the triaxial compression sample for the determination of 

the angle of internal friction. 

Ke y word s: granular material, triaxial compression test, angle of internal friction. 




