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Аннотация. В работе рассмотрены си-
стемы массового обслуживания с перемен-
ными во времени характеристиками. Иссле-
дована многолинейного система массового 
обслуживания типа с наличием у комбайнов 
времени восстановления. Для указанной си-
стемы найдены переходные и предельные 
вероятности, математическое ожидание ин-
тервалов времени между событиями потока 
требований, наблюдается, и на его основа-
нии предложена оценка пропускной способ-
ности системы по методу моментов.  

Ключевые слова: система массового об-
служивания, Марковский процесс, распреде-
ление, факторы. 

 
ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

 
Для исследования многих процессов, 

происходящих в природе (процессы рожде-
ния и гибели, процессы распада и регенера-
ции), технике (технологические процессы, 
различные виды конвейеров), организации 
производства (потоки транспорта, техниче-
ское обслуживание, ремонт) широко исполь-
зуются результаты теории массового обслу-
живания. Поэтому изучение указанных про-
цессов, в частности, построение такой моде-
ли системы массового обслуживания (СМО), 
которая достаточно точно описывала реаль-
ную систему, является важной задачей с точ-
ки зрения приложений. 

 
АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ПОСЛЕДНИХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 
 
Общая теория массового обслуживания 

была разработана в научных трудах [1-10]. 

В работе исследуются системы массового 
обслуживания с переменными во времени 
характеристиками, соответствует приклад-
ным задачам. 

Подчеркнем, что к настоящему времени в 
этом направлении были получены отдельные 
разрозненные результаты. В этой связи мож-
но упомянуть работы [11-20]. 

Многие задачи, возникающие при иссле-
довании технических, экономических, био-
логических и других процессов, связанных с 
изучением потоков событий различной при-
роды. 

Такие задачи возникают при исследова-
нии потоков информации, циркулирующей в 
технических системах. В реальных системах 
эти потоки, как правило, является нестацио-
нарными, потому что их интенсивность ме-
няется со временем. Часто бывает так, что 
некоторое событие потока может вызвать 
ситуацию, когда последующие события ста-
новятся недоступными для наблюдения. К 
таким случаям можно отнести наличие отка-
зов при эксплуатации сельскохозяйственных 
машин. То есть когда полезная информация 
не фиксируется, поскольку оказывается не-
доступной для наблюдения. С такими явле-
ниями приходится иметь при исследовании 
кормоуборочных комбайнов, як сложных 
технических систем, например, через 
нейронные сети. 

Из изложенного следует, что эффектив-
ное функционирование систем массового 
обслуживания и управления ею (подключе-
ние, резервирование, изменение программы 
получения данных об отказах, изменение ин-
тенсивности входного потока информации 
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об отказах) требует знания интенсивностей 
потоков отказов, поступающих на вход этих 
систем, и их колебания во времени. Поэтому 
оценка текущей интенсивности потока тре-
бований является актуальной технической 
проблемой. 

Изменение параметров системы может 
происходить вследствие многих причин (из-
менение характеристик среды, в которой 
функционирует система, износ работающих 
механизмов, изменение интенсивности пото-
ка отказов). Факторы, действующие на СМО, 
в ряде случаев могут существенно влиять на 
работу таких систем, а иногда приводить к 
их разбалансировке и вывода из ошибочного 
результата. 

Поэтому актуальным является исследо-
вание поведения СМО, находящихся под 
действием таких факторов. Задачи, связан-
ные со случайными возмущениями стоха-
стических систем, рассматривались в рабо-
тах А.Д. Вентцеля, И.И. Ежова, В.С. Коро-
люка, А.Ф. Турбина. 

Иногда приходится иметь дело с такими 
СМО, в которых изменение их основных ха-
рактеристик может приводить к адекватному 
результату. 

Важнейшей задачей теории случайных 
процессов и ее применений является нахож-
дение условий, при выполнении которых 
наблюдается стабилизация изучаемого про-
цесса. 

В связи с этим возникает задача о выборе 
такой модели процесса, которая достаточно 
точно описывала реальную систему перио-
дичности технического обслуживания кор-
моуборочных комбайнов. 

 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 
Целью работы является разработка мето-

дов для исследования динамики поведения 
технических систем массового обслужива-
ния в случае, когда характеристики этих си-
стем изменяются во времени. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

Объектом исследования являются систе-
мы массового обслуживания с переменными 
во времени характеристиками, анализ кото-
рых проводится с помощью дифференциаль-

ных уравнений Колмогорова. Предметом ис-
следования являются математические моде-
ли систем массового обслуживания с пара-
метрами, изменяющимися во времени, и 
условия их стабилизации. 

СМО, с которыми приходится иметь дело 
на практике, подвергаются внешним воздей-
ствиям, что, как правило, меняются со вре-
менем. В работе основное внимание уделено 
исследованию указанных СМО. Построение 
математических моделей, которые бы доста-
точно точно описывали указанные реальные 
процессы, и их анализ является одной из ос-
новных целей диссертации. 

Нахождение условий, при выполнении 
которых имеет место стабилизация процесса, 
также является основной задачей исследова-
ния конкретной технической системы, наде-
ленного Марковским свойством. Поэтому 
одной из задач проведенных в данной работе 
исследований является построение матема-
тической модели процесса с характеристи-
ками, изменяющихся во времени, и нахож-
дение условий его стабилизации . 

Исследуется многоканальная система 
массового обслуживания с отказами типа 

0/// nMM , то есть система массового об-
служивания с n  однотипными обслуживаю-
щими комбайнами и отсутствующим оче-
редь. В систему поступает пуассоновский 
поток заявок интенсивности  , обслужива-
ние на каждом комбайне экспоненциальное с 
параметром  . Если хотя бы один комбайн 
свободен, то заявка, поступившая сразу же 
начинает обслуживаться этим исполнителем. 
Если же все исполнители заняты  , то она 
покидает систему без обслуживания. Счита-
ется, что после каждого поступления заявки 
входящего потока на комбайн обслуживания 
возникает некоторое время восстановления 
комбайна, в течение которого заявки входя-
щего потока не наблюдаются. Рассматрива-
ется случай, когда время восстановления 
комбайна – величина постоянная для каждо-
го комбайна, и предполагается, что заявки, 
которые поступают в систему в течение это-
го времени, не вызывают его продолжение. 
Под состоянием исследуемой системы в мо-
мент времени t  понимать число работающих 
в данный момент комбайнов. Состояния ис-
следуемой системы рассматриваются сразу 
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после поступления заявок на обслуживаю-
щие комбайны Nttt ,...,, 21 , то есть только в 
моменты времени. Через i  обозначено число 
работающих комбайнов в момент it . Вели-
чины i  образуют цепь Маркова. В работе 
были найдены переходные вероятности для 
состояний  ni 1 : 
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где:  /  – пропускная  способность си-
стемы . 

Доказано, что предельные вероятности 
состояний системы выражаются формулами 
Эрланга: 
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Построено оценку пропускной способно-
сти   системы. Эту оценку получено с по-
мощью метода моментов. Для этого найдена 
асимптотическая дисперсия этой оценки: 
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Знание  ~DN   позволяет находить до-
верительные интервалы для ~  - пропускной 
способности системы. Если ~  есть асимпто-
тически нормальной , то верное равенство: 
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Описанный выше метод построения 
оценки входящего потока требований обоб-
щен на случай входного потока с парамет-
ром )(t , зависящим от времени, и интен-
сивностью обработки требований  , одина-
ковой для всех n  каналов, при обслужива-
нии требований в порядке поступления. 

Часто имеет место случай, когда интен-
сивность входного потока испытывает быст-
рых изменений (осцилляций) во времени. 
При этом возникают ситуации, когда при 
приближении к некоторого фиксированного 
момента времени 0t  элементы инфинитези-
мального матрицы, описывающей процесс, 
испытывают быстрых осцилляций во време-
ни. В этом случае при выполнении некото-
рых условий имеют место фокусировки или 
σ – фокусировки процесса. В первом из этих 
случаев за конечный промежуток времени, 
независимо от начального распределения, 
вероятности состояний процесса приобрета-
ют заданных значений, во втором случае ве-
роятности состояний локализуются вблизи 
некоторых значений. 

Изучен характер изменений вероятностей 
состояний СМО под влиянием быстро меня-
ющихся во времени факторов. Попрежнему 
под состоянием СМО понимается число 
комбайнов. 

Пусть n  – число всех состояний СМО; 
),( tspij  – вероятности перехода с i  в j  за 

промежуток  ts, ; ),( tsp j  – вероятность то-
го, что система находится в момент времени 
t  в состоянии j , в предположении, что ее 
эволюция началась в момент s . 

Обозначим через  tt ij )(  инфини-

тезимального матрицу, определяет процесс, 
который происходит в СМО. Система диф-
ференциальных уравнений (уравнений Кол-
могорова), описывающая эволюцию вероят-
ностей состояний СМО, имеет вид: 

),1(),(),(),(
1

njttsptsp kjk

n

k
j 


 , 

или в векторной форме: 
)(),(),( ttsptsp  . 

Здесь )),(,),,((),( 1 tsptsptsp n , 

),1(),( nitspi    вероятность того, что про-
цесс, который начался в момент s , в момент 
времени t  находиться в состоянии i . 

Подчеркнем, что результаты численных 
экспериментов могут быть строго обоснова-
ны. Было установлено, что каковы бы ни бы-
ли начальное распределение вероятностей 

)( 0sp , заданный в момент 0st  , и числа 
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( i , 0i , ni ,1 ), вариации элементов 
)(tij  матрицы )(t  на  00 , ts  можно вы-

брать так, что при всех  00 , tst   выпол-
нены условия: 

nitpt iii ,1,)()(   . (1) 
Для СМО типа 0/// nMM  было иссле-

довано поведение вектора распределения ве-
роятностей ),( 0 tsp  при изменении t  на 
 1,0 . Проведен следующий вычислительный 
эксперимент. 

На  1,0  было взято n  точек it  
( ni ...,,2,1 ). В моменты времени it  элемен-
ты инфинитезимального матрицы процесса 
подвергались возмущений. Число n  точек, в 
которых матрица подвергалась возмущений, 
было выбрано настолько большим, чтобы 
влиянием фоновой матрицы на процесс 
можно было пренебречь. 

Численный эксперимент показал, что при 
соответствующем выборе возмущений в 
точках it  на  00 , ts   будет иметь место 
(1). Были рассмотрены различные случаи 
расположения точек it  на  1,0 . На рис. 1-3 
показано поведение одной из компонент век-
тора распределения вероятностей на  1,0 . 
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Рис. 1. График первой компоненты вектора 

распределения (количество возмущений 
25n ) 

Fig. 1. Schedule the first component of distribu-
tion (number of disturbances 25n ) 

 
На рис. 1 приведен график изменения од-

ной из компонент вектора ),( 0 tsp  при рав-
номерном распределении точек it  на  1,0 ; 
на рис. 2 изображен график одной из компо-
нент вектора распределения для случая, ко-

гда точки it  сгущаются соответствии вблизи 
точек 3.0t , 6.0t , 9.0t ; на рис. 3 пока-
заны результаты численного анализа для од-
ной из компонент в случае, когда элементы 
инфинитезимального матрицы испытывают 
возмущений в моменты времени, располо-
жены на  1,0  случайным образом: предпола-
галось, что возмущения с номером i  распре-

делена на отрезке 



 1,
n
i  равномерно. 
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Рис. 2. График первой компоненты вектора 
распределения (количество возмущений и 
три точки сгущения 3,0t , 6,0t  и 1t ) 

Fig. 2. Schedule the first component of distribu-
tion (number of disturbances and three cluster 

points 3,0t , 6,0t , and 1t ) 
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Рис. 3. График второй компоненты вектора 

распределения (количество возмущений 
40n ) 

Fig. 3. Schedule second components of distribu-
tion (number of disturbances n=40) 

 
Проведен численный анализ для случая, 

когда параметры системы (количество ком-
байнов, их производительность, число за-
явок, циркулирующих в системе) изменяют-
ся во времени. 
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Для указанной СМО проведены исследо-
вания для таких случаев: 

1. Характеристики всех комбайнов оди-
наковые, но в течение промежутка времени, 
исследуется, их число изменяется (увеличи-
вается или уменьшается). Динамика поведе-
ния такой системы показана на графике 
(рис. 4). Из него видно, что перед изменени-
ем числа комбайнов в момент 7t  процесс 
стабилизируется. Изменение числа комбай-
нов при 7t  увеличила стабильность рабо-
ты системы. Если работа СМО до какого-то 
момента   стабилизировалась, то после из-
менения числа комбайнов в момент   эта 
стабилизация будет нарушена. При этом, ес-
ли при t  на систему влияют стабилизи-
рующие факторы и изменение числа ком-
байнов время не происходит, то система че-
рез некоторое время попадает в зону ста-
бильного режима. Стабильный режим будет 
действовать до тех пор, пока на СМО не 
начнут действовать какие-либо дестабилизи-
рующие факторы. К ним, в частности, отно-
сится изменение числа комбайнов. 
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Рис. 4. График первой компоненты вектора 

распределения вероятностей 
Fig. 4. Graph the first component of probability 

distribution 
 

2. Интенсивности обработки требований 
i  ( ni ...,,1 ), входящих в СМО, разные. 

Построена математическая модель для этой 
системы в предположении, что ТО работает 
в определенном порядке (в порядке их нуме-
рации): если заявка, поступившая в систему, 
застает k  исполнителя занятыми (работают 
1-й, 2-й, ... , йk  исполнители), то она будет 
обслуживаться им)1( k  испольнителем. 
Для случая, когда в системе находятся n  ис-
польнителей, обслуживающих m  заявок, 

инфинитезимального матрица процесса име-
ет вид: 

    2,11,1 ,  mm ; 
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Поскольку указанная матрица сильно 
разрежена, для ее записи использована со-
кращенная форма: да запись   3,2)1( m  
означает, что элемент матрицы 23a  равен 

)1( m . Не выписаны элементы матрицы 
равны нулю. 

Рассмотрен случай, когда часть исполь-
нителей, входящих в СМО, обрабатывают 
заявки значительно быстрее, чем другие ее 
исполнители. Сделан численный анализ та-
кой СМО. Из полученных данных следует: 
чем выше производительность испольните-
лей, которые вводятся в эксплуатацию, ско-
рости обработки заявок которым значитель-
но превосходят скорости обработки требова-
ний другими исполнителями, тем быстрее 
происходит стабилизация процесса. 

3. Рассмотрен случай, когда характери-
стики всех комбайнов одинаковые, но интен-
сивность потока заявок, поступающих в си-
стему, быстро меняется во времени. Прове-
ден численный анализ, с помощью которого 
установлена связь между числом работаю-
щих исполнителей и характером изменения 
во времени интенсивности входного потока 
требований. Установлено, что стабилизация 
исследуемой СМО зависит от числа осцил-
ляций интенсивности потока требований в 
единицу времени. 

4. Число требований, циркулирующие в 
системе, меняется с течением времени. Эта 
задача решается с помощью дифференци-
альных уравнений Колмогорова, описываю-
щих работу СМО с числом уравнений, меня-
ется. На рис. 5,а и рис. 5,б изображены гра-
фики поведения системы для частных интер-
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валов, на которых число требований в си-
стеме изменяется, соответственно 
  1,0, 1 ii tt  и   2, 1 ii tt . 
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Рис. 5. Графики первой компоненты вектора 
распределения вероятностей 

Fig. 5. Graphs first component of probability 
distribution 

 
Результаты вычислительного экспери-

мента показали, что чем меньше промежутки 
времени, на которых происходят изменения 
числа требований, которые циркулируют в 
системе, тем стабильнее ее работа.  

В таких СМО вероятности состояний си-
стемы можно вычислить, решая систему 
дифференциальных уравнений Колмогорова: 
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где: )(tλ   интенсивность входного потока, 
)(tμ   интенсивность обслуживания требо-

ваний. 
Инфинитезимальных матрица системы 

(2) содержит столбец, все элементы которого 

отличны от нуля. Предполагается, что на ис-
следуемом промежутке времени  00 , ts  все 
или часть элементов системы (2) под влия-
нием определенных внешних факторов 
быстро изменяются во времени. Проведен 
численный анализ такой СМО. Установлено, 
что для любого  00 , tst   найдется воз-
мущения )(t  такое, что в некоторой 
окрестности )(to  точки t  вектор решений 

возмущенной системы ),(),( tsptsp   бу-
дет удовлетворять (1). Из рис. 6 видно, что 
при большом количестве осцилляций вход-
ного потока требований, распределенных на 
малых промежутках времени с  00 , ts , рас-
пределение исследуемой СМО стабилизиру-
ется (попадает  -окрестность некоторой 
векторной кривой) за малый промежуток 
времени. 
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Рис. 6. График первой компоненты вектора 

распределения вероятностей 
Fig. 6. Schedule the first component of proba-

bility distribution 
 
Подчеркнем, что указанные осцилляции 

можно выбрать так, чтобы стабилизация 
СМО была реализована как угодно малый 
промежуток времени. 

Построена математическая модель СМО 
с накопителями требований: проведены рас-
четы для случаев, когда объемы накопителей 
меняются с течением времени. Предполага-
ется, что в начальный момент времени нако-
пители имели разные объемы. Указанный 
случай исследован с помощью уравнений 
Колмогорова с переменным числом уравне-
ний. Стабилизация процесса наблюдается 
только на частичных промежутках времени 
 1, ii tt , на которых количество уравнений 
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не изменяется. Построена модель СМО, со-
держащий несколько накопителей различно-
го объема. Предполагалось, что исполнитель 
обращается по заявкам к N  накопителям. 
Интенсивность обращения к накопителю с 
номером i  ( Ni ,,2,1  ) равна i . Длитель-
ность обслуживания исполнителем заявок из 

гоi  накопителя – величина случайная, 
распределенная по показательному закону с 

параметром 
i

i t
1

 , где it   среднее время 

обслуживания заявок из гоi  накопителя. 
При этом в системе вводится приоритет для 
заявок каждого накопителя, по которому 
предоставляется право первоочередного об-
служивания заявкам с накопителя, имеет 
меньший номер. То есть, если в момент по-
ступления заявок из накопителя исполнитель 
обслуживает заявки из гоj  накопителя, 
причем ij  , то требования по гоi  нако-
пителя замещаются поступившими заявками. 

Нужно так организовать работу системы 
и выбрать последовательность приоритетов 
(пронумеровать накопители), чтобы в уста-
новившемся режиме максимизировать сум-
марную ценность всех полностью выполнен-
ных заявок в единицу времени, то есть мак-
симизировать выражение: 

ii

N

i


1
 , 

где: i   вероятность полного обслуживания 
информации с гоi  накопителя. 

Поскольку заявки с каждого накопителя 
имеют одинаковую ценность, поэтому без-
различно, из какого накопителя будут об-
служиваться заявки, главное, чтобы вероят-
ность полного обслуживания была макси-
мальной. Система дифференциальных урав-
нений Колмогорова, описывающих вероят-
ности состояний системы, запишется в виде: 
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где: )(0 tp   вероятность того, что исполни-
тель свободен от обслуживания в момент 

времени t ; )(tpi   вероятность того, что ис-
полнитель в момент времени t  занят обслу-
живанием заявок из гоi  накопителя. 

Задачи, подобные описанной, возникаю-
щих при обработке информации, когда 
управляющая программа осуществляет вы-
бор порядка обслуживания информации. 

Установлено, что независимо от интен-
сивностей обращения к накопителям право 
первоочередного обслуживания должна 
предоставляться заявкам с того накопителя, 
время обслуживания которых меньше (или 
интенсивность обслуживания больше). В 
этом случае количество выполненных требо-
ваний за определенный промежуток времени 
будет максимальной. 

Рассмотрен случай, когда на исследуе-
мом отрезке интенсивность обращений к 
накопителю с первым номером испытывает 
быстрых изменений во времени. В этом слу-
чае инфинитезимального матрица, описыва-
ющая процесс, содержит столбец типа 0j . 
Численные расчеты показали, что при доста-
точно быстрых осцилляции интенсивности 
обращений к накопителю с первым номером 
стабильность работы системы не нарушает-
ся. 

 
ВЫВОД 

 
Работы, касающиеся идентификации си-

стем массового обслуживания (оценки ин-
тенсивности входящего потока заявок по 
наблюдениям над функционированием 
СМО), в основном посвящены оценке пара-
метров СМО по наблюдениям над исходным 
потоком заявок. Поэтому предложенный в 
работе метод идентификации СМО типа 

0/// nMM , в котором есть время восста-
новления, по наблюдениям за моментами 
поступления требований на обслуживающие 
комбайны является новым. Кроме того, для 
данной системы найдены переходные и пре-
дельные вероятности количества работаю-
щих комбайнов, математическое ожидания 
продолжительности частичных интервалов 
между событиями потока требований, 
наблюдается, оценка пропускной способно-
сти системы и асимптотическая дисперсия 
этой оценки. Разработанный метод может 
использоваться для построения оценки ин-
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тенсивности входящего потока по наблюде-
ниям за моментами поступления требований 
на техническое обслуживание кормоубороч-
ных комбайнов. 
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FREQUENCY SYSTEM MAINTENANCE 

FORAGEHARVESTING COMBINES 
 
Summary. The paper is devoted to mass service 
systems with fast variable in time characteris-
tics. The 0/// nMM  many linear mass service 
system with renewal time of devices was inves-
tigated. Transition and limiting probabilities, 
average of distribution of times intervals be-
tween events of the observed stream of demands 
are founded for mentioned system. The estima-
tion of capacity of system by method of mo-
ments is proposed.  
Key words: system of mass of service, Mar-
kowski process, distribution, factors. 
 


