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Аннотация. Рассмотрены элементы физико-

математического моделирования процессов сепара-

ции зерновых смесей по плотности семян виброп-

невмоцентробежными сепараторами. Определено, 

что процессы, происходящие в сепараторах, имею-

щих цилиндрическую рабочую поверхность суще-

ственно отличаются от процессов на рабочей по-

верхности пневмосортировальных столов [1]. 

При построении математических моделей пола-

гаем, что под воздействием воздушного потока и 

колебаний опорной поверхности произошло рассло-

ение псевдоожиженного зернового слоя по высоте 

(вдоль оси перпендикулярной опорной поверхно-

сти). В результате образовались N - слоев частиц, 

обладающих различными аэрогравитационными и 

гидродинамическими свойствами. Движение каждо-

го слоя частиц будем рассматривать как движение 

сплошных сред, а взаимодействие этих сред моде-

лируется соответствующими краевыми условиями 

на границах раздела сред. Таким образом, в соответ-

ствии с основными концепциями механики много-

фазных систем, движение расслоенного по высоте 

псевдоожиженного слоя частиц будем моделировать 

как движение 1N  - фазной системы, состоящей из 

N слоев частиц дискретных фаз и одной непрерыв-

ной фазы – газообразная среда (воздух). 

Исследована круговая цилиндрическая поверх-

ность, которая совершает равномерное вращатель-

ное движение вокруг вертикальной оси с угловой 

скоростью и колебательное гармоническое движе-

ние вдоль этой оси с круговой частотой, и амплиту-

дой. Установлено, что в результате воздействия воз-

душного потока, поля центробежных сил и гравита-

ционного поля образовалось N- кольцевых слоев ча-

стиц, обладающих различными аэрогравитацион-

ными и гидродинамическими свойствами. Исследо-

вание динамики такой N- фазной структуры будем 

производить относительно цилиндрической системы 

координат жестко связанной с движущейся цилин-

дрической поверхностью. Движение каждого N слоя 

частиц рассматривается как движение сплошной 

среды. Исследование динамики такой - фазной 

структуры производится относительно цилиндриче-

ской системы координат жестко связанной с дви-

жущейся цилиндрической поверхностью. Определе-

ны граничные условия на цилиндрической поверх-

ности. Скорости частиц, прилегающих к цилиндри-

ческой поверхности, не равны нулю и, следователь-

но, допускается проскальзывание. Это означает, что 

имеет место равенство касательных напряжений 

кольцевого слоя, примыкающего к цилиндрической 

поверхности, силе сопротивления этой поверхности, 

отнесенной к единице площади. Кроме того, гра-

ничные условия на цилиндрической поверхности и 

на границе кольцевого слоя с воздухом (свободная 

граница). На свободной границе, в пренебрежение 

действия воздуха на динамику зерновой смеси, 

напряжения обращается в нуль. 

Составлены начальные и граничные условия и 

уравнения решение которых позволит смоделиро-

вать процессы, происходящие на рабочей поверхно-

сти вибропневмоцентробежного сепаратора. 

Ключевые слова: цилиндрическая поверх-

ность, кольцевой слой, непрерывная фаза, зерновая 

смесь. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

Перед агропромышленным комплексом Украи-

ны поставлена задача выхода на первое место в ЕС в 

аграрном секторе, особенно, в вопросе экспорта 

зерна. Решение этой задачи невозможно без получе-

ния собственного высококачественного посевного 

материала, что неразрывно связано с модернизацией 

и разработкой инновационных машин для после-

уборочной обработки зерна.  

В настоящее время одним из универсальных и 

широко используемым в технологиях самосортиро-

вания зерновых смесей является метод вибропнев-
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матического псевдоожижения с постоянным по 

величине воздушным потоком. 

Рядом исследователей созданы основы теории 

самосортирования частиц зерновых смесей в псев-

доожиженном слое при воздействии колебаний раз-

личного типа. Определены условия начала внут-

рислоевых перемещений, закономерности протека-

ния процесса самосортирования, связывающие 

свойства сыпучей смеси с динамическими и кинема-

тическими характеристиками рабочей поверхности. 

Однако эти теоретические исследования внутрисло-

евых процессов, как правило, основывались на про-

стейших физических моделях. Слой смеси частиц, 

различающихся по геометрическим, физико-

механическим свойствам и находящейся на возду-

хопроницаемой поверхности, подвергается воздей-

ствию воздушного потока и/или виброколебаниям 

рабочей поверхности. В результате при определен-

ных значениях скорости воздушного потока и вели-

чинах амплитуды и частоты колебаний опорной по-

верхности слой частиц может находиться в псевдо-

ожиженном состоянии, т.е. приобретает свойство 

текучести. Это приводит к тому, что наблюдается 

расслаивание смеси частиц: частицы, отличающиеся 

по своим аэрогравитационным свойствам, могут по-

гружаться или всплывать в псевдоожиженном слое. 

Этот физический механизм и лежит в основе про-

цесса самосортирования 

Математические модели, описывающие этот 

процесс, в основном, основываются на уравнениях 

движения отдельной частицы. При этом, воздей-

ствие псевдоожиженного слоя на частицу учитыва-

ется введением различного типа сил: сила тяжести, 

сила сопротивления среды в приближении Ньютона 

или Стокса, выталкивающая сила Архимеда и т.п. 

Такой подход хотя и позволяет определять влияние 

кинематических, технических и конструктивных па-

раметров на внутрислоевые процессы в псевдоожи-

женном слое частиц, однако, имеет ограниченную 

область применения. Поскольку, введение в уравне-

ние движения отдельной частицы, указанных выше 

сил, как правило, делается формально, без увязки с 

другими членами уравнения. Кроме того, физиче-

ские модели, основанные на уравнении движения 

отдельной частицы, не могут описать в полной мере 

такие важные эффекты как внутреннее взаимодей-

ствие между частицами, обусловленное поперечным 

сдвигом, образование скоплений частиц, приводя-

щее к снижению коэффициента сопротивления и др. 

Понятно, что эти эффекты оказывают существенное 

влияние на интенсивность процесса самосортирова-

ния слоя частиц и, в конечном счете, на эффектив-

ность использования этого процесса в соответству-

ющих технологиях.  

В этой связи актуальной является проблема раз-

работки математических моделей, позволяющих в 

наиболее общем виде учесть взаимодействие частиц 

(а не отдельной частицы) с псевдоожиженной сре-

дой. Одним из эффективных подходов к решению 

возникающих при этом задач, является подход, ис-

пользующий методы гидродинамики многофазных 

систем [10, 11]. При таком подходе смесь частиц 

(например, зерновая смесь), подвергающаяся воз-

действию воздушного потока и виброколебаниям 

воздухопроницаемой опорной поверхности, моде-

лируется многофазной структурой, состоящей из 

дискретных компонент (множества частиц различа-

ющихся, например, по размерам или плотностям) и 

непрерывной компоненты (например, газообразная 

среда - воздух). С точки зрения механики эти дис-

кретные и непрерывные компоненты смеси рас-

сматриваются как “сплошные среды”, взаимодей-

ствующие между собой. В дальнейшем такой под-

ход будет использован для моделирования процесса 

самосортирования зерновых смесей плоскими воз-

духопроницаемыми поверхностями. 

Вопросы, связанные с физико-математическим 

моделированием процессов сепарации такими ма-

шинами изучены в не достаточной мере. Поэтому 

указанное направление исследований является акту-

альным.  

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ И 

ПУБЛИКАЦИЙ 

Вопросам получения высококачественного по-

севного материала посвящен ряд работ [1-3]. Авто-

рами доказана важная составляющая процесса – по-

лучение здорового, биологически активного семен-

ного материала [2]. Выявлено определяющее влия-

ние таких факторов, как амплитуда, частота, коле-

баний рабочей поверхности, скорость воздушного 

потока [5-7].  

Ранее авторами неоднократно моделировались 

процессы происходящие в вибропневмо-центро-

бежном сепараторе. Однако они рассматривали ча-

стицу зернового материала, как материальную точ-

ку, которая движется по рабочей поверхности. Этот 

подход не позволял в полной мере описать все со-

ставляющие процесса. В работах [8-11] авторами 

рассматривалось движение псевдоожиженного слоя 

для решетных сепараторов с учетом просыпания зе-

рен в отверстия решета. В указанных роботах не 

учитывалась плотность семян.  

В работах [12-17] авторами приведены основы 

разделения зерновых смесей по плотности семян. В 

этих работах приводятся модели движения псевдо-

ожиженного слоя, однако в них не учитывается по-

слойное движение семян. В работах [18-20] приве-

ден инструментарий, позволяющий решать уравне-

ния послойного движения зерновых смесей. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Составить начальные и граничные условия для 

дальнейшего моделирования процессов вибропнев-

моцентробежного разделения зерновых смесей по 

плотности. 

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА 

В основе математические модели послойного 

движения смеси частиц по внутренней поверхности 

вращающейся воздухопроницаемой цилиндриче-

ской  деки, совершающей вдоль вертикальной оси 

гармонические колебания лежит подход, использу-

ющий методы гидродинамики многофазных систем. 

Этот подход предполагает, что смесь частиц, под-

вергающаяся воздействию воздушного потока и по-



К МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ РАЗДЕЛЕНИЯ ЗЕРНОВЫХ СМЕСЕЙ ПО ПЛОТНОСТИ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ РАБОЧИМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ 
41 

лю центробежных сил, моделируется многофазной 

структурой, состоящей из конечного числа слоев 

дискретных компонент и непрерывной компоненты 

(газообразная среда). Эти дискретные и непрерыв-

ная компоненты смеси частиц рассматриваются как 

сплошные среды, взаимодействующие между собой. 

Это взаимодействие моделируется соответствую-

щими условиями сопряжения на границах раздела 

сред. 

Рассмотрим круговую цилиндрическую поверх-

ность радиуса R, которая совершает равномерное 

вращательное движение вокруг вертикальной оси 

(ось z ) с угловой скоростью 
1  и колебательное 

гармоническое движение вдоль этой оси с круговой 

частотой 2  и амплитудой A. Для описания движе-

ния смеси частиц введем две цилиндрические си-

стемы координат с осью z , совпадающей с осью 

симметрии цилиндрической поверхности. Пусть од-

на из этих систем координат жестко связана с дви-

жущейся цилиндрической поверхностью, а вторая 

является абсолютной. Будем полагать, что в резуль-

тате воздействия воздушного потока, поля центро-

бежных сил и гравитационного поля образовалось 

N- кольцевых слоев частиц, обладающих различны-

ми аэрогравитационными и гидродинамическими 

свойствами. Движение каждого слоя частиц рас-

сматривается как движение сплошной среды. Вве-

дем приведенную плотность частиц n -го слоя 
n  и 

среднюю плотность частиц 
n , образующий n -ый 

слой. 

Имеем:  

nnn  
,                                     (1) 

где: 
n  – объемная доля частиц n -го слоя ( n -ая 

дискретная фаза). 

Далее введем   – приведенная плотность не-

прерывной фазы, а  – среднюю плотность газооб-

разной среды, образующую эту фазу. Тогда, как 

следует из [11], получаем: 
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Обозначим среднюю толщину n -го кольцевого 

слоя частиц через .,,2,1, Nnhn   Значение индекса 

1n  отвечает кольцевому слою находящемуся на 

цилиндрической поверхности, а Nn    кольцево-

му слою, одна из границ которого граничит с возду-

хом. 

Исследование динамики такой N - фазной 

структуры будем производить относительно цилин-

дрической системы координат жестко связанной с 

движущейся цилиндрической поверхностью. 

Пусть 1


  вектор угловой скорости цилиндри-

ческой поверхности, направленной вдоль оси z  ци-

линдрической системы координат zr ,,  с ортами 

.и, zr eee



 Согласно [16], абсолютные ускорение 
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nV
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 элемента n -го кольцевого слоя 

( n -ой дискретной фазы) можно выразить через от-

носительные ускорение 
nb


 и скорость nu


 с по-

мощью следующих формул: 
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20 cos,sin    – соответ-

ственно ускорение и скорость продольных (вдоль 

оси z ) колебаний цилиндрической поверхности; 

rerr


  – вектор, соответствующий радиусу рас-

сматриваемого элемента n -го цилиндрического 

слоя частиц. 

С учетом выше изложенного, уравнения описы-

вающие относительное движение n -го кольцевого 

слоя смеси частиц, [1] можно представить в виде: 

    ,, 1 nnnnnnnn
n

n GFruPuu
t

u 

















  (5) 

0nudiv


                                                      (6) 

.,,2,1 Nn   
где: n  – эффективный коэффициент динамической 

вязкости n -го слоя частиц. 
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где: V


 – относительная скорость непрерывной фа-

зы; 
nP  – давление в n -ом кольцевом слое;   – эф-

фективный коэффициент кинематической вязкости 

непрерывной фазы; na  – эквивалентный средний 

радиус по объему частиц n -го слоя; nF  – коэффи-

циент, характеризующий взаимодействие непре-

рывной фазы с частицами n -го слоя, который мож-

но представить в следующем виде [11]: 
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где: nV0  – средняя скорость непрерывной фазы на 

границе n -го слоя 
.

1













 



n

p

phRr
 

Кроме уравнений (5), (6), описывающих относи-

тельное движение n -ой дискретной фазы ( n -ый 

кольцевой слой смеси частиц), следует рассматри-

вать уравнение относительно движения непрерыв-

ной фазы. Ограничимся линейным приближением, 

тогда эти уравнения для n -го кольцевого слоя, 

можно представить в следующей форме: 
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где:   – эффективный коэффициент динамической 

вязкости непрерывной фазы, P  – избыточное дав-

ление, 



N

n

n

1

 : 

    .2 1110  rVbegG z


         (12) 

Легко заметить, что основное отличие этих урав-

нений состоит в появлении для массовой силы до-

полнительных слагаемых в (5). Действительно, пе-

реход к относительному  движению приводит в до-

полнение к реальной массовой силе (сила тяжести) 

появление сил инерции: 
nb 0


 – сила инерции посту-

пательного движения цилиндрической поверхности; 
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12  – кариолисова сила,   nr 
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 11
 – цен-

тробежная сила. 

В уравнениях (5) и (10) слагаемое   01  r


 , 

поскольку функция r


1  является гармонической 

[16]. Кроме уравнений (5), (6) и (10), (11), поля ско-

ростей Vun
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,  и давления 

nP  и P  должны удовле-

творять начальным условиям и граничным условиям 

– условия сопряжения на границах раздела дискрет-

ных фаз и условиям на поверхности воздухопрони-

цаемой цилиндрической поверхности. Не ограничи-

вая общности, будем полагать, что для моментов 

времени 0t , поле скоростей 
nu


 и V


 и избыточ-

ные давления  
nP  и P  обращаются в нуль: 
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Изменение 
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

, V


, 
nP , P  для моментов време-

ни  0t  моделируется уравнениями (5) и (10). 

Рассмотрим теперь условия сопряжения на гра-

нице раздела кольцевых слоев зерновой смеси (дис-

кретные фазы). Для этого необходимо ввести тензор 

напряжений  3
1, 


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n

ij

n   для n -го кольцевого слоя 

зерновой смеси. В соответствии с [10, 11], компо-

ненты тензора напряжений можно представить в ви-

де: 
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
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n ee  – тензор скоростей деформации, 
ij  

– символ Кронекера. 

В цилиндрической системе координат имеем 

[16]: 
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Подставляя (15) в (14) получаем следующее вы-

ражения для компонент тензора напряжений в ци-

линдрической системе координат:  
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В (15) и (16)  nn

r

n

z uuu ,,   компоненты относи-

тельной скорости 
nu


. 

Условия сопряжения на границах кольцевых 

слоев состоят в непрерывности скоростей и напря-

жений. Следовательно, на границе раздела n -го и 

1n -го слоев должны быть непрерывны скорости: 
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На этих же границах должны быть непрерывны 

касательные и нормальные компоненты тензоров 

напряжений дискретных фаз: 
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Здесь, по повторяющимся индексам подразуме-

вается суммирование, а через 
in  и 

i  обозначены 

компоненты единичных векторов нормальных и ка-

сательных к границе раздела слоев. Кроме условий 

сопряжения (18), (19) следует поставить граничные 

условия на цилиндрической поверхности и на гра-

нице кольцевого слоя с воздухом (свободная грани-

ца). На свободной границе, в пренебрежение дей-

ствия воздуха на динамику зерновой смеси, напря-

жения должно обращаться в нуль: 
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где: n


 – орт нормали к свободной границе; N  – 

тензор напряжений N -го кольцевого слоя. 

Векторное равенство (20) эквивалентно трем 

скалярным равенствам, а именно: 
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где: 




N

p

phRh
1

– суммарная толщина кольцевых 

слоев зерновой смеси. 

Рассмотрим теперь граничные условия на ци-

линдрической поверхности. Будем полагать, что 

скорости частиц прилегающих к цилиндрической 
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поверхности не равны нулю и, следовательно, до-

пускается проскальзывание. Это означает, что имеет 

место равенство касательных напряжений кольцево-

го слоя, примыкающего к цилиндрической поверх-

ности, силе сопротивления этой поверхности, отне-

сенной к единице площади. Таким образом, будем 

полагать, что на цилиндрической поверхности 

 Rr   выполняется условие: 
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где: N  – нормальное давление; f  – коэффициент 

трения скольжения. 

Нормальное давление на единицу площади бу-

дет равно: 
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Учитывая (23) имеем:  
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На основании выше изложенного задача о мо-

делировании послойного движения зерновой смеси 

по вращающейся цилиндрической воздухопроница-

емой поверхности состоит в построении решения 

системы интегро-дифференциальных нестационар-

ных уравнений (6), (10) удовлетворяющих началь-

ным уравнениям (13) и краевым условиям (18), (19), 

(21), (24). 

Для дальнейшего исследования системы урав-

нений (6), (10) представим ее в цилиндрической си-

стеме координат.  После ряда преобразований будем 

иметь: 
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  осевая, радиальная 

и окружная проекции скорости n -го кольцевого 

слоя (осевая, радиальная и окружная проекции ско-

рости непрерывной фазы). 

На основе решений системы уравнений (25) – 

(32) будут построены математические модели, опи-

сывающие различные режимы движения зерновой 

смеси по воздухопроницаемой цилиндрической по-

верхности. 

ВЫВОДЫ 

В соответствии с полученными результатами, 

возможно, констатировать, что подход к решению 

поставленной задачи является адекватным и даль-

нейшее моделирование процессов актуально. 
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TO MATHEMATICAL MODEL OF DIVISION 

OF GRAIN MIXES ACCORDING TO DENSITY 

CYLINDRICAL WORKING SURFACES 

 

Elements of physical and mathematical modeling of 

separation processes of grain mixes on specific gravity 

of seeds by vibro- and pneumocentrifugal separators are 

considered. It is defined that the processes happening in 

the separators having a cylindrical working surface sig-

nificantly differ from processes on a working surface of 

pneumosorting tables [1]. 

While working out the mathematical models we be-

lieve that under influence of an air stream and fluctua-

tions of a basic surface there was a stratification of a 

fluidized grain layer on height (along an axis which is 

perpendicular basic surface). The N - layers are formed 

as a result of various aero gravitational and hydrody-

namic properties of the particles. The movement of each 

layer of particles are considered as the movement of 

continuous environments, and the interaction of these 

media is modelled by the corresponding edge conditions 

at the limits of the environments section. Thus, accord-

ing to the main concepts of mechanics of multiphase 

systems the movement of the fluidized layer of particles 

stratified on height is simulated as the movement of the 

N+1 phase system consisting of N layers of particles of 

discrete phases and one continuous phase – the gaseous 

environment (air). 

The circular cylindrical surface which makes a uni-

form rotary motion round a vertical axis with an angular 

speed and the oscillating harmonious motion along this 

axis with a circular frequency and amplitude is studied. 

It is established that as a result of influence of an air 

stream, a field of centrifugal forces and a gravitational 

field N-of ring layers of the particles possessing various 

aero gravitational and hydrodynamic properties was 

formed. The dynamics of such N-of phase structure is 

researched according to cylindrical system of coordi-

nates which is rigidly connected with a moving cylin-

drical surface. The movement of each N layer of parti-

cles is considered as the movement of the continuous 

environment. Boundary conditions on a cylindrical sur-

face are defined. Speeds of the particles adjacent to a 

cylindrical surface aren't equal to zero and, therefore, 

slipping is allowed. It means that equality of tangent 

tension of the ring layer adjoining a cylindrical surface, 

force of resistance of this surface carried to unit of area 

takes place. On free border the effect of air on dynamics 

of grain mix on tension is zero. 

Entry and boundary conditions as well the equations 

are worked out. Solving of the equations will allow to 

simulate the processes happening on a working surface 

of a vibration pneumatic sorting machine. 

Key words: cylindrical surface, ring layer, continu-

ous phase, grain mix. 

 


