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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 

 
Ныне наблюдается повышенный интерес 

к теории динамических систем, в частности к 
системам с хаотичным или случайным пове-
дением. Среди стохастических систем инте-
ресными и важными с точки зрения практи-
ческих применений есть системы марковско-
го типа, свойствам которых отвечают разно-
образнейшие технические, физические, хи-
мические, биологические и экономические 
процессы. Следует отметить, что теория 
марковских процессов традиционно развива-
лась в двух направлениях: во-первых, как 
абстрактная математическая теория [1–3] и, 
во-вторых, как прикладная теория, в частно-
сти, теория массового обслуживания [4–7]. 

Актуальной задачей является исследова-
ния разных предельных свойств неоднород-
ных марковских систем, в частности, пред-
ставляют интерес задачи их стабилизации. 
Под стабилизацией системы понимают лока-
лизацию ее параметров близ некоторых за-
ведомо заданных значений. В случае одно-
родных систем такое свойство системы 
называют эргодичностью. Стабильность есть 
одной из наиболее важных характеристик 
любых систем независимо от них функцио-
нального назначения. Методы стабилизации 
марковских систем и их практическая реали-
зация непременно связаны с проблемой вы-

бора необходимых стабилизирующих влия-
ний. 

 
АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ПОСЛЕДНИХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 
 
Согласно анализу существующих науч-

ных работ в этом направлении показано, что 
исследование эргодичных свойств цепей 
Маркова есть прежде всего связанным с ана-
лизом скорости сходимости к стационарному 
распределению (для однородных цепей). При 
этом очевидно, что скорость сходимости за-
висит как от характеристик матрицы пере-
ходных вероятностей, так и от вида началь-
ного распределения процесса. Было установ-
лено, что для некоторых однородных цепей 
Маркова, при наложении некоторых ограни-
чений на собственные числа переходной 
матрицы и на начальное распределение ве-
роятности цепи позволяет обеспечить схо-
димость к стационарному распределению за 
конечное время [8–14]. 

Следует отметить, что предположение 
эргодичности, которая есть характерным для 
большинства существующих публикаций по 
вопросам моделирования систем марковско-
го типа часто не выполняется, вместе с тем 
на необходимость изучения моделей с неод-
нородными по времени параметрами как од-
ну из самых важных проблем теории массо-
вого обслуживания. Сравнительно неболь-
шая численность результатов в этом направ-
лении объясняется, прежде всего, неприспо-
собленностью имеющихся методов для ре-
шения подобного типа задач [15-18]. Попыт-
ки изучения моделей, которые учитывают 
временную неоднородность входных пото-
ков, делались неоднократно [19-23]. 

Во время рассмотрения прикладных мо-
делей марковского типа перед исследовате-
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лем возникает целый ряд проблем. Выбор 
модели, которая исследуется, как правило, 
осуществляется эвристически, без необхо-
димого обоснования корректности, хотя он и 
определяет ход дальнейшего исследования. 
Для достижения адекватности модели про-
цесса, который изучается, необходимо ре-
шить ряд задач, которые касаются  исследо-
вания динамики систем и, в частности, стой-
кости модели системы. Согласно проанали-
зированным литературным источникам 
можно сделать вывод, который во время рас-
смотрения стохастических систем марков-
ского типа, оценивание параметров, иссле-
дование стойкости и связанные с ней задачи 
анализу исходных характеристик модели от-
носительно возмущения входных данных 
большой интерес и практическую пользу 
представляет исследование эргодичных 
свойств начальной модели. При этом под эр-
годичностью понимается приближения ис-
ходных характеристик к некоторым посто-
янных значений или локализация в доста-
точно малых окрестностях. Термин “эрго-
дичность” в теории марковских процессов 
применяется только для однородного случая, 
поэтому во время соответствующего иссле-
дования неоднородных марковских систем 
мы будем использовать термин “стабилиза-
ция”. 

 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 
Цель работы состоит в развитии методов 

стабилизации неоднородных марковских си-
стем, параметры которых подлежат влияни-
ям разного типа; использовании полученных 
результатов во время исследования предель-
ных режимов работы систем и их примене-
нии при оценке безотказности зерноубороч-
ных комбайнов. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

Необходимость исследования обусловле-
на тем, что много условий эргодичности 
марковских систем могут быть сформулиро-
ванные на основе анализа спектра соответ-
ствующей матрицы, которая определяет ди-
намику марковской системы. В частности, к 
ним принадлежат условия простоты и отде-
ленности собственного числа (1 – для стоха-

стических матриц и 0 – для квазистохастиче-
ских), важную роль играет также область 
распределения собственных чисел на ком-
плексной плоскости и свойстве соответству-
ющих собственных и присоединенных век-
торов. 

Пусть   n

jiijpP
1,

1
1


  и   n

jiijpP
1,

2
2


 , – 

стохастические матрицы с наборами соб-
ственных и присоединенных векторов, кото-
рые совпадают. Тогда при любому 10    
матрица будет   21 1 PPP    иметь тот 
самый набор собственных и присоединенных 
векторов. 

Пусть   n

jiijpP
1,

1
1


  и   n

jiijpP
1,

2
2


 , – 

стохастические матрицы с наборами соб-
ственных и присоединенных векторов, кото-
рые совпадают. Пусть также:  11 PQA   и 

 22 PQA   (   n

ji
k

ijk aA
1, 

  , 2,1k ). То-

гда для любых 01   и 02   матрица 

      EAA
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P
iiiini








22112
2

1
1

1
max

1 


, 

будет иметь тот самый, с точностью до ска-
лярного множителя, набор собственных и 
присоединенных векторов, что и матрицы 1P  
и 2P . Если же хотя бы при одному i  

( ni 1 ) выполняется     021  iiii pp , то в 
этом случае эти наборы будут сходиться в 
точности. 

Эти утверждения позволяют сделать вы-
вод относительно того, что среди всего мно-
говида неоднородных цепей Маркова дей-
ствительно могут существовать такие, кото-
рые практически за всеми своими свойства-
ми сходятся с однородными, отличаясь от 
последних лишь тем, что собственные и при-
соединенные векторы матриц переходных 
вероятностей за единицу времени на каждом 
шагу отвечают разным собственным значе-
ниям. Это последнее обстоятельство означа-
ет, что в таких цепях происходит замедления 
или ускорение сходимости к финальным ве-
роятностям сравнительно с соответствующей 
однородной цепью. Кроме того, очевидно, 
что подобная сходимость может (за некото-
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рых дополнительных условий) иметь место и 
в случае, когда наборы собственных и при-
соединенных векторов матриц переходных 
вероятностей сходятся не полностью, а лишь 
частично. В связи с этим представляет инте-
рес рассмотрение множества матриц, подоб-
ных за своими спектральными характеристи-
ками, то есть таких, в которых полностью 
или частично сходятся нормальные формы, 
или наборы собственных и присоединенных 
векторов. 

Матрицы с равняющимися единицы 
строчными сумами, без требования неотъем-
лемости всех элементов будем называть 
псевдостохастическими. 

Псевдостохастичная действительная мат-
рица P  размерности n  при фиксированной 
нормальной форме имеет  1nn  степеней 
свободы, то есть все возможные преобразо-
вания, которые сохраняют свойства действи-
тельности и псевдостохастичности, сводятся 
к изменению  1nn  параметров. 

Пусть нормальная форма J  псевдостоха-
стической матрицы P  определена с точно-
стью до m  (кратных) собственных значений, 
которые могут меняться в кильке 10   . 
Тогда матрица P  имеет   mnn 1  степеней 
свободы. 

Обозначим множество характеристиче-
ских корней всех матриц n -го порядка с 
максимальным за модулем элементом   че-

рез 
nK . Итак, для матриц n -го порядка с 

максимальным за модулем элементом   
справедливые такие утверждения. 


2K  представляет собой отрезок действи-

тельной оси  0,2  . 
3K  представляет 

объединение треугольника с вершинами в 
точках  0,0 ,    32exp i , 

   34exp i  с отрезком действительной 

оси  0,2  . 

Для 3n  фигура 
nK  содержится в круге 

 z  и имеет с колом  z  об-

щие точки    biaexp 2 , где 

nba 0 . Граница 
nK  составляется из 

этих точек и криволинейных дуг, которые 
совмещают их в круговом порядке. 

Отрезки границы множества 
nK , кото-

рые проходят через точку комплексной 
плоскости  0,0 , представляют собой отрез-
ки прямых, которые совмещают точки 

     nni 12exp  и  0,0 ,  0,0  и 
   ni2exp  соответственно. 

Рассмотрим процесс, поведение которого 
полностью определяется задачам начального 
распределения и последовательности: 

  1k
kP ,     s

ji
k

ij
k pP

1, 
  стохастичных 

матриц, каждая с которых является матрицей 
переходных вероятностей, что отвечает про-
межутку:  kk tt ,1  (    kk

k ttPP ,1 ). Та-
кой процесс можно рассматривать как цепь 
Маркова с изменяемой продолжительностью 
“единичного” шага  kk tt ,1 . Если t , то 
интервалы между двумя последовательными 
переходами 1 kk tt  будут спадать к нулю 
при k  через сходимость последова-
тельности  1kkt  к t . Во время исследова-
ния таких процессов представляет интерес 
вопроса относительно существования для 
распределения процесса: 

        tptptptp s,,, 21  , 
где: s  – количество станов процесса, грани-
цы: 

 tpp
t 

  lim ,                  (1) 

что не зависит от начального распределения. 
Ответ на этот вопрос дает такое утвержде-
ние. 

Пусть выполненные условия: 
1) все матрицы  kP  имеют общий левый 

собственный вектор p , который отвечает 
их простому собственному значению 1: 

   pPp k* , 0k ,        (2) 

1
1




s

j
jp ,     0

jp , sj 1 ; 

2) предположим: 
   k

ijsjsj
k p




11
minmax . 
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Поставим условие, чтобы: 
  



1k

k ,   0k  , 0k .      (3) 

Тогда при любом начальном распределе-
нии вероятностей  00 pp   распределение 

процесса  tp  при  tt  совпадает  к p  
равномерно за всеми станами. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда 
условие 2) не выполняется, то есть теперь 

  


1k

k , а условие 1) остается действу-

ющей. Тогда различие    ttrttR jj ,, 00   при 

0 tt  к нулю, в сущности говоря, не 
совпадает. Однако, если сумма ряда 

 





1k

kS   достаточно большая, то распре-

деление процесса  tp  при будет 0 tt  
попадаться в некоторую  -окрестность рас-
пределения p , где Se . Это случай так 
называемого   -фокусирования. Такая ситу-
ация  -фокусирования возникает, когда на 
интервале  t,0  происходит лишь конечное 
количество N  переходов и сумма 

 



N

k

k
NS

1
  достаточно большая. 

Рассмотрим теперь явление “дрейфа” 
распределений  tp  при 0 tt . Пусть 

   11, kkk   – система интервалов, где k  

– моменты перехода процесса, k  монотон-

но приближается к t  при k . На каж-
дом из интервалов  kk  ,1  происходит ко-
нечное количество переходов и имеет место 
 -фокусирование (  – одно и то самое для 
всех интервалов). При этом для непарных k  
 -фокусирования проводится на распреде-
лении 

1p , а для парных k  – на распределе-

нии 
2p . Пусть  

21 pp . Будем считать, 

что величина  , которая определяет точ-
ность  -фокусирования, удовлетворяет уму 

2


  . В этом случае при 0 tt  граница 

 tp
tt 0

lim
 

 не будем существовать, хотя 

условие 2) выполняется. 
Пусть все матрицы переходных вероят-

ностей на k -м единичном интервале време-
ни kP  (  ,,2,1 k  ) цепи Маркова, что 
рассматривается, с конечным количеством  
станов n  имеют неизменную нормальную 
форму, общий левый собственный вектор 

 n ,,, 21   и общий, с точностью до 
скалярных множителей, набор левых соб-
ственных и присоединенных векторов, кото-
рые отвечают собственному числу 0 парно-
сти m  ( nm  ) обозначенных матриц, кото-
рые образовывают левое нулевое инвариант-
ное подпространство 0R . Если при этом 
начальное распределение 

 00
2

0
1

0 ,,, npppp   принадлежит к линей-
ному многовиду 0RL   , то распределе-
ние процесса         tptptptp n,,, 21   на 
момент времени mt  , будет  0dim Rm   
совпадать из  . 

Марковским процессом в широком по-
нимании будем называть такой случайный 
процесс  t , для которого множество эле-

ментарных следствий nR , а множество 
событий составляется со всех множеств  B , 

B . Предполагается, что на множестве 
 B  заданная вероятностная мера P  и 
условная вероятность удовлетворяет соот-
ношению: 

        
     ....,/

,...,,/

1

11

tsssBsAtP
BsBsBsAtP

n

nn







 

Итак, процесс, который нами рассматри-
вается, является обобщением неоднородного 
марковского процесса на случай контину-
ального множества станов. Для марковского 
процесса в широком смысле прибегнуло све-
сти анализ процесса с континуальным мно-
жеством станов к изучению марковского 
процесса с количеством станов. Показано, 
что путем влияния на стохастичную матрицу 

 jist BBP ,  процесса  t  можно достичь 

того, что распределение вероятностей такого 
процесса будет сходиться к заведомо задан-
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ному распределению за как угодно малое 
время. 

На практике часто имеют место такие си-
туации, когда система функционирует под 
влиянием сильных, быстро изменяемых 
внешних возмущений. В этом случае коэф-
фициенты системы дифференциальных 
уравнений возмущаются на заданном интер-
вале элементами матрицы  t~ . Эта матрица 
имеет такое свойство: сумма элементов каж-
дого ее строки равняется нулю, однако, в от-
личие от матрицы  tA , в матрице  t~  все 
элементы, размещенные на главной диагона-
ли, должны быть отрицательными. Влияние 
возмущений задается таким образом, которая 
возмущена матрица может быть представле-
на в виде: 

     ttAt  ~ .             (4) 
Матрица будет  t  сохранять свойство 

равенства нулю суммы элементов каждой 
своей строки за счет выполнения этого свой-
ства у каждой из матриц  tA  и  t~ . Для та-
ких систем, которые имеют свойство хране-
ния сумм, распространенное понятие стаби-
лизации и полученные условия сходимости к 
заведомо заданной точке пространства ста-
нов за как угодно малое время. 

Предположим, что вероятность нахожде-
ния процесса в одном из станов в начальный 
момент времени равняется единице, во всех 
других станах равняется нулю. В момент 
времени 0t  считаем, что   0ti  
( ni 1 ), кроме v  ( v  – номер стана, в ко-

тором начальная вероятность 0
vP  не равняет-

ся нулю). Будем менять значение i . На 
каждом шагу метода вероятность нахожде-
ния процесса достигает стационарного зна-
чения в одном или нескольких станах. С 
каждым шагом, согласно предложенному 
методу, количество станов, вероятности 
нахождения процесса в которых достигли 
стационарных значений, увеличивается. В 
момент достижения стационарных значений 
в новых (на этом шагу) станах, параметры i  
сменяются таким образом, чтобы, начиная с 
этого момента времени, значение вероятно-
стей нахождения процесса в этих станах не 
менялись, то есть в любой момент времени 
после момента достижения равнялись стаци-

онарным вероятностям. Параметры i  для 
станов, в которых стационарные значения 
еще не достигнутые, равняются нулю. Пара-
метр v  остается неизменным в любой мо-
мент времени. 

Пусть завершился k -и шаг метода. Пере-
нумеруем станы согласно порядку достиже-
ния в них стационарных вероятностей номе-
рами с 1 по  1n ; нулевой номер назначим 
стану v . Вероятности нахождения процесса 
в станах с 1-го по k -и удовлетворяют систе-
ме дифференциальных уравнений Колмого-
рова: 

     



k

j
jjijii tPtPtP

1
000  , ki 1 .(5) 

За выполнения условия сохранения ста-
ционарных значений вероятностей  tPj , 
( ki 1 ), имеем: 

  0
1

*
000  



k

j
jjiji PtP  , ki 1 , 

     000
1

*
0000  



k

j
jjiii PtPttP  , 

ki 1 . 
Пусть  tPzii 0 , где iz  – неизвестный 

коэффициент, который подлежит определе-
нию: 

0
1

*
00  



k

j
jjiji Pz  , ki 1 . 

i
k

j
jjij Pz 00

1

*  


. 

После решения системы уравнений опре-
деляем коэффициенты jz , ( ki 1  ) и вы-
числяем значение  tPzii 0 .Полученная 
такая оценка времени достижения стацио-
нарного распределения:  

 1
ln

*
00

*
0*

0



P

Pt


.                 (6) 

Исследованные системы, которые в неко-
торый момент времени распадаются на 
невзаимодействующие фрагменты, каждый с 
которых стабилизируется.  

Пусть инфинитезимальная матрице (s) 
исследуемого процесса с конечным количе-
ством станов n, что есть непрерывной на не-
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которому =(s0, t0) и имеет во всех его точ-
ках ранг n–1, удовлетворяет таким условиям:  

1. Среди элементов (s) существуют эле-
менты, которые есть при st0, s беско-
нечно большими величинами одинакового 
порядка, причем порядок роста этих элемен-
тов самый большой сравнительно с другими 
элементами (s). Обозначим множество всех 
таких элементов через условия: 


0

0

t

s
ds)s( .  (7) 

Обозначим 1(s), 2(s) левый верхний и 
правый нижний диагональные блоки матри-
цы (s). Пусть эти блоки имеют порядки 
mm и (n–m)(n–m). Предположим, что бло-
ки (s) (=1,2) содержат столбцы j, эле-
менты которых монотонно возрастают при 
st0–0 и имеют в t0 особенности, которые не 
интегрируются. 

2. Существуют границы: 
)2,1(      )(lim

0

*

0




 sPP
ts


,       (8) 

где: )(sP


 – нулевые векторы матриц 

)(s : 

0)()(  sPs 




 на ; 

0)()(  sPs . 

Нормы )(sP  сохраняют на  постоян-

ные значения (нормой вектора будем P


 

называть число 
k

kP ). Если (s), то для 

любого элемента ij(s) матрицы : 
)()(lim 1

00
ssij

ts



 ,  (9) 

существует и отличный от нуля лишь в слу-
чае ij(s). Обозначим через (s) эле-
мент, который удовлетворяет для любого 
ij(s): 

1)()(lim 1

0



ss

ts
 .  (10) 

3. Элементы блоков 12(s), 21(s) при 
st0 спадают к нулю достаточно быстро – 
насколько быстро, будет разъяснено дальше: 




 )()(lim 1
00

ss
ts

 . 

Рядом с матрицей будем P  рассматри-
вать последовательность  )(

,
)( n

ji
n pP   реду-

цированных матриц, элементы которых воз-
можно определить так: 

 











 




.,1

,1,1

,
1

,,
,

njip

jnipp
p

ji
nk

kijin
ji  (11) 

Отсюда видно, что  n
jip ,  совпадают с ро-

стом n  к ijp , причем с последовательностью 
конечных цепей (заметим, что все редуциро-
ванные матрицы  nP  являются стохастиче-
скими). 

Если известно, что существует стацио-
нарное распределение цепи p , то есть век-
тор, который удовлетворяет матричному 
уравнению Ppp   , то нахождение данно-
го вектора можно осуществлять согласно та-
кому утверждению. 

Определим редуцированную матрицу 
 ij

n  )(  таким образом: 
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
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nn
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n
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
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







2
1

1

22
1

221

1
1

1121

 - . 

Последовательность матриц    1n
n  

совпадает поэлементно к матрице  , и с не-
большими изменениями возможно перенести 
на доведение такого факта. 

 
ВЫВОДЫ 

 
Обоснована целесообразность примене-

ния нового подхода к управлению неодно-
родными марковскими процессами, которое 
базируется на стабилизации распределений 
этих процессов. 

Этот подход есть достаточно универ-
сальном в теоретическом аспекте и кон-
структивным с прикладной точки зрения, как 
аналитические модели эксплуатационно-
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технологической безотказности зерноубо-
рочных комбайнов. 
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ANALYTICAL MODELS 
OF OPERATIONAL-TECHNOLOGICAL 

RELIABILITY GRAINHARVESTER 
COMBINE 

 
Summary. The set of methods of exact and ap-
proximate stabilization distributions which may 
use the model problems both on and on of real 
systems, operational and technological reliabil-
ity grainharvester combine. 
Key words: technical operation, reliability, 
grainharvester combine. 


