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Wyznaczanie wspotczynnikdéw korelacji liniowej - podstawy
Zbigniew Sleszynski?

Streszczenie. Celem artykutu jest przedstawienie podstawowych miar wspétzaleznosci cech
ilosciowych, ktére wykorzystuje sie w modelowaniu ekonometrycznym, oraz ich wybranych
zastosowan. Omoéwiono wspdtczynniki: korelacji liniowej Pearsona, korelacji wielowymiarowej,
determinacji, korelacji czastkowej i semikorelacji czastkowej. Zaprezentowane w artykule po-
dejscie do wymienionych miar jest jednorodne. Kazda zdefiniowano jako wspdtczynnik korela-
¢ji liniowej odpowiednich wektoréw otrzymanych na podstawie réwnan regresji. Podano tez
wzajemne zaleznosci miedzy wspotczynnikami. W obliczeniach wykorzystano macierze brze-
gowe, co znacznie utatwito ten proces. W celu sprawdzenia poprawnosci obliczen postuzono
sie programem Statistica 13.3 PL. Zagadnienie zilustrowano na przykfadzie modelu regresji
wzrostu ptac w Polsce w latach 2001-2019 zawierajacego cztery zmienne objasniajace, szaco-
wanego metodg najmniejszych kwadratéw.

Stowa kluczowe: wspétczynnik korelacji liniowej, wspotczynnik korelacji wielowymiarowej,
wspotczynnik determinacji, wspotczynnik korelacji czastkowej, wspoétczynnik semikorelac;ji
czastkowej, macierze brzegowe

JEL: C10, C20, C40, C50

The basics of determining the coefficients of a linear correlation

Abstract. The aim of the paper is to present the basic measures related to the analysis of rela-
tionships between quantitative variables used in econometric modelling and their selected
applications. The following measures are discussed: the Pearson correlation coefficient, the
multivariate correlation coefficient, coefficient of determination, partial correlation coefficient
and semi-partial correlation coefficient. A homogeneous approach is applied to the measures
presented. Each is defined as a linear correlation coefficient of relevant vectors derived from
regression equations. Additionally, mutual relations between the coefficients are described.
Bordered matrices have been applied to the calculations, which significantly simplified the
process, while the Statistica 13.3 PL program was used to verify the correctness of the calcula-
tions. The issue is illustrated in the model of regression of salary growth in Poland in the years
2001-2019 with four covariates, estimated using the least squares method.
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1. Wprowadzenie

Podstawowa miarg wspodlzaleznosci liniowej cech ilo$ciowych jest wspdlczynnik
korelacji liniowej Pearsona. W badaniach ekonometrycznych wykorzystuje si¢ go
m.in. do doboru zmiennych, sprawdzania przydatnosci zmiennych objasniajacych
w modelu, badania wspétliniowosci, koincydencji i jakosci modelu. Jego rézne zasto-
sowania wynikaja z obliczania wspélczynnikow korelacji réznych wektorow.

Celem artykulu jest przedstawienie podstawowych miar wspélzaleznosci cech
ilosciowych wykorzystywanych w modelowaniu ekonometrycznym oraz ich wybra-
nych zastosowan. Skoncentrowano si¢ na zdefiniowaniu tych miar jako wspdtczyn-
nikéw korelacji liniowej réznych wektoréw, danych lub otrzymanych w trakcie mo-
delowania. Podano wzory macierzowe stuzace do ich wyznaczania. Takie podejscie
wydaje sie uzasadnione, gdyz ulatwia interpretacje poszczegdlnych wspdtczynnikow
i ich wzajemnych zaleznosci. Jednoczesnie rozni sie od powszechnie stosowanego
w wiekszosci opracowan (np. Dziechciarz, 2015; Ezekiel i Fox, 1959; Zelia$, 2000).
W szczeg6lnoséci dotyczy to wspdlczynnikéw korelacji czastkowej. W literaturze
najczeéciej podawane s wzory analityczne jedynie dla modelu regresji liniowej
z dwiema lub trzema zmiennymi niezaleznymi albo wzory przedstawiajace dany
wspolczynnik korelacji jako iloraz wyznacznikéw pewnych macierzy. Ponadto
w polskiej literaturze wspoélczynnik semikorelacji czastkowej jest w zasadzie pomija-
ny. Przedstawienie malo znanych wspoélczynnikéw korelacji czgstkowej i semikore-
lacji czastkowej nadaje pracy dodatkowy walor edukacyjny. Wykorzystanie macierzy
brzegowych do obliczent wymienionych wspotczynnikéw ulatwia proces obliczenio-
wy i pozwala zauwazy¢ wzajemne zaleznosci.

2. Wspotczynnik korelacji liniowej

W celu zbadania wspolzaleznosci liniowej dwdch cech ilosciowych X oraz Y zwykle
obliczamy wspoltczynnik korelacji liniowej. Dla n wartosci tych cech (odpowiednio
Xy oraz Yy, t = 1,2, ...,n) wspdlczynnik ten bedzie oznaczany r(X,Y) i obliczany
zgodnie ze wzorem:

) = T =D O -) "

V210 =02 2, (v — )2

gdzie x orazy — odpowiednio $rednie arytmetyczne wartosci cechy X oraz Y.

Jak wiadomo, wspotczynnik korelacji liniowej jest symetryczny, przyjmuje warto-
$ci z przedzialu [-1, 1], jego bezwzgledna warto$¢ $wiadczy o sile zwigzku liniowego,
a znak - o kierunku tego zwigzku.



Z.SLESZYNSKI Wyznaczanie wspétczynnikéw korelacji liniowej - podstawy 71

W przypadku zaleznoéci nieliniowych nalezy postugiwaé si¢ wspoélczynnikiem
korelacji nieliniowej R(Y, X) zmiennej Y wzgledem zmiennej X, zgodnie ze wzorem
(Zelias, 2000):

Z?:l(yt —9)?

— (2)
=1 (e — )2

R(Y,X)= [1—

gdzie J, — warto$¢ teoretyczna zmiennej Y w okresie t oszacowana na podstawie
odpowiedniego modelu.

Warto nadmieni¢, ze wspdtczynnik korelacji nieliniowej oraz wspotczynnik kore-
lacji wielowymiarowej sa pierwiastkami ze wspoélczynnika determinacji (na ogoét
oznaczanego R?) w odpowiednim modelu regresyjnym. Model liniowy mozna trak-
towac jako szczegdlny przypadek modelu nieliniowego lub modelu liniowego wielo-
wymiarowego (regresja wielokrotna).

Wspdlczynnik korelacji nieliniowej nie jest symetryczny, przyjmuje wartosci
z przedziatu [0, 1], a im bardziej jego wartos¢ zbliza sie do 1, tym zwiagzek korelacyj-
ny miedzy rozpatrywanymi zmiennymi jest mocniejszy. W celu zilustrowania tych
zalezno$ci obliczono wspélczynnik korelacji liniowej (X, Y) dla danych pieciu war-
tosci cech X i Y. Niezbedne obliczenia przedstawiono w tabl. 1.

Tabl. 1. Wyznaczanie wspdtczynnika korelacji linowej cech X oraz Y

t Xt Ve Ye—y (xr =) — V) (xe — %)? e —9)?
1. -2 4 2 -4 4 4
2. -1 1 -1 1 1 1
3. 0 0 -2 0 4
4. 1 1 -1 -1 1 1
5 2 4 2 4 4
D IR 0 10 0 0 10 14
Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie danych umownych.
Stad na podstawie (1) otrzymujemy:
Vi1 = D) = ¥) 0
r(X,Y) = St ‘ = =0 3)
V10- 14

\/zfﬂ(xt — RN (v — )2

Mozna zauwazy¢, ze wartosci zmiennej Y s kwadratami warto$ci zmiennej X.
Wspélczynnik korelacji nieliniowej obliczony na podstawie wzoru (2) jest réwny 1.
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Inne wspdtczynniki wykorzystywane w modelowaniu ekonometrycznym: korela-
cji wielowymiarowej, korelacji czastkowej i semikorelacji czastkowej — ktdre okre-
$lono jako wspdlczynniki korelacji liniowej odpowiednich wektoréw - maja takie
same zalety i wady co omoéwiony wspoélczynnik korelacji liniowej. Nalezy pamietad,
ze s3 one miarg zaleznoéci liniowej cech ilo$ciowych, wiec ich niska warto$¢ bez-
wzgledna nie musi $wiadczy¢ o braku innej zaleznosci (co pokazaly zaprezentowane
wczeéniej obliczenia). Niewziecie tego pod uwage jest najczestszym bledem przy
interpretacji wartosci tych wspoélczynnikow.

3. Wspotczynnik korelacji wielowymiarowej

W dalszej czesci artykulu przyjeto, ze dany jest model postaci:
Y=a121+a222+"'+ak2k+f (4)
Zalézmy, ze mamy n obserwacji warto$ci zmiennych i ze zmienne wystepujace

w modelu (4) s standaryzowane (wartoéci $rednie obserwacji s rowne 0, a odchyle-
nia standardowe wynosza 1). Otrzymujemy zatem:

Z=zy] . oraz ¥y =[ylua 5)

Oznaczmy przez (R(k) Ry (k)) pare korelacyjng okreslajacg model (4). Jak wia-
domo (zob. np. Kolupa i Sleszynski, 2010):

1
R(k) =—277Z
n
(6)
Ry(k) = EZT
o) =~ y
Jesdli oznaczymy:
AT = [a1 a ... ak]kxl (7)

wektor oszacowan parametréw strukturalnych modelu (4) uzyskany za pomoca
metody najmniejszych kwadratow, to:

A= (Z"7)'Z"y = R'R, (8)



Z.SLESZYNSKI Wyznaczanie wspétczynnikéw korelacji liniowej - podstawy 73

Wektor wartosci teoretycznych zmiennej objasnianej Y ma posta¢:
y'=2-A=1Z(Z"2)'Z"y =7 -R 'R, 9)
Z kolei wektor reszt u wyznaczamy zgodnie ze wzorem:
u=y-y' =y—-7Z-A=y-7Z(Z"72)'Z"Ty=y—-7Z-R 'R, (10)

Oznaczmy przez R wspdlczynnik korelacji liniowej wyznaczony dla wektora warto-
$ci empirycznych y oraz wektora wartosci teoretycznych y* (Charemza i Deadman,
1997). Jest to wspotczynnik korelacji wielowymiarowej (niekiedy nazywany wspot-
czynnikiem korelacji wielokrotnej lub wielorakiej). Przyjmuje on wartoéci z przedziatu
[0, 1] (Theil, 1979) i okredla sile oddzialywania zmiennych objasniajacych modelu (4)
na jego zmienng objasniang. Warto dodaé, ze wspotczynnik korelacji nieliniowej
R(Y,X) dany wzorem (2), obliczony dla modelu (4), jest wspotczynnikiem korelagji
wielowymiarowej dla tego modelu. Poniewaz dalsze rozwazania dotycza modelu (4),
dla tych dwoch wspotczynnikéw przyjeto identyczne oznaczenia.

Kwadrat wspolczynnika korelacji wielowymiarowej nazywamy wspotczynnikiem
determinacji. Wyraza on procent zmiennosci zmiennej zaleznej wyttumaczony przez
model. Dla modeli szacowanych na podstawie danych w postaci szeregéw czasowych
przyjmuje zwykle wysoka warto$¢ (wieksza od 0,9), natomiast w przypadku réwnan
szacowanych przy wykorzystaniu danych przekrojowych czesto akceptowane sg
modele o znacznie nizszej warto$ci wspdtczynnika determinacji (wigkszej od 0,3)
(Gajda, 2004).

Majgc pare korelacyjng, wspdtczynnik determinacji mozna wyznaczy¢ zgodnie ze
wzorem:

R? = RTR'R, (11)

W celu wyznaczenia wartoéci R* mozna postuzy¢ sie macierza brzegowa K postaci:

(12)

K:[R RO]

—RT 0

Jesli na macierzy K danej wzorem (12) dokonamy przeksztalcen elementarnych,
w wyniku ktérych w miejscu macierzy wewnetrznej R otrzymamy macierz gérng
tréjkatng z jedynkami na gléwnej przekatnej R*, a w miejscu wektora —RY otrzyma-
my wektor zerowy, to w miejscu liczby 0 otrzymamy wartos¢ wspolczynnika deter-
minacji R?. W efekcie macierz K zostanie przeksztalcona w macierz K* postaci:
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(13)

K*:[ R R;;]

0,..,0 R?

Liczbe 1-R? nazywamy wspolczynnikiem zbieznosci (niekiedy tolerancja)
i oznaczamy przez 2. Okresla on, jaki procent zmiennosci zmiennej zaleznej nie
jest wyjasniony przez zmienne objasniajace modelu, zgodnie ze wzorem:

»?> = 1-RIR'R, (14)

Jesli majac dang macierz P postaci:

R R,

= 15

P=1lpr 1 ] (15)

dokonamy przeksztalcen elementarnych, w wyniku ktérych w miejscu macierzy

wewnetrznej R otrzymamy macierz gérng tréjkatng z jedynkami na gléwnej prze-

katnej R*, a w miejscu wektora R otrzymamy wektor zerowy, to w miejscu liczby 1

otrzymamy warto$¢ wspdlczynnika zbieznosci p2. W efekcie macierz P zostanie
przeksztatcona w macierz P* postaci:

R* R;

P = 16

o0 o 09

4, Wspotczynnik korelacji czastkowej

Aby wprowadzi¢ definicje wspotczynnika korelacji czastkowej 1;* zmiennej objasnia-
nej Y ze zmienng objasniajaca Z; w modelu (4), nazwijmy model (4) modelem pier-
wotnym, a model powstaly z niego przez usuniecie i-tej zmiennej objasniajacej —
modelem ucietym. Jesli model pierwotny jest okreslony przez pare korelacyjng
(R(k) Ry(k)) dang wzorem (6), to model uciety jest okreslony przez pare (R;;, Ry;),
gdzie macierz R;; powstaje z macierzy R(k) przez skreslenie wiersza i kolumny
o numerze i, a wektor Ry; powstaje z wektora Ry (k) przez skreslenie i-tej skladowe;j.

Oznaczmy jako u; wektor reszt dla modelu ucigtego. Przez analogie do wzoru (10)
mamy:

u; =y —Z(- DR} Ry; (17)

gdzie macierz Z(-1i) powstaje z macierzy obserwacji Z danej wzorem (5) przez od-
rzucenie i-tej kolumny.
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Modelem wewnetrznym dla modelu pierwotnego (6) nazywamy model, w ktérym
zmienng obja$niang jest i-ta zmienna objasniajagca modelu pierwotnego, natomiast
zbiér zmiennych objasniajacych jest identyczny jak w modelu ucietym. Model we-
wnetrzny okresla para korelacyjna (Ry;, p;), gdzie p; oznacza i-tg kolumne macierzy
R(k) bez i-tego elementu. Oznaczmy jako v; wektor reszt dla modelu wewnetrzne-
go. Przez analogi¢ do (17) otrzymujemy:

v; = z; — Z(- DR}/ p; (18)
gdzie z; - i-ta kolumna macierzy Z danej wzorem (5).

Wspotczynnikiem korelacji czastkowej ;" zmiennej objasnianej Y ze zmienng
objasniajaca Z; w modelu (4) nazywamy wspoélczynnik korelacji liniowej pomiedzy
wektorami reszt modeli wewnetrznego i ucietego, a zatem:

r =r(u,vy) (19)

Stad:
uiv;

T T
,/ui ui""i Vi

Poniewaz spelnione s réwnosci (Kolupa, Pacholewicz i Sleszyriski, 1992):

= (20)

ulv; = n(r; — p{Ri{ Ry;)
ulu; = n(1 - RyR/Ry;) 1)
viv; = n(1-p{Ri}p;)

gdzie:

1; — wspolczynnik korelacji liniowej zmiennej objasnianej Y ze zmienng objasnia-
jaca Z;,

n - liczba obserwagji,

to wzor (20) przyjmuje postac:
* 1 = pi Ry Ro;

= (22)
- RERRO(L - TR p)
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Wartosci wspodtczynnika korelacji czastkowej zawieraja sie w przedziale [-1, 1].
Jest on miarg korelacji pomi¢dzy dang zmienng objasniajaca Z;, z uwzglednieniem
jej skorelowania z pozostalymi zmiennymi objasniajacymi modelu, a zmienng objas-
niang Y, z uwzglednieniem jej skorelowania z pozostalymi zmiennymi obja$niaja-
cymi.

Kwadrat wspélczynnika korelacji czastkowej nazywamy wspoétczynnikiem deter-
minacji czastkowe;j.

Zauwazmy, ze jesli we wzorze (6) przyjmiemy k = 2, to otrzymamy wyniki analo-
giczne do podanych przez Zeliasia (2000). Mamy bowiem:

_[1 72 &1
R =, 2| R@ ][] (23)
Wtedy przyktadowo dla i = 1:
p1 = [r12l,R11 = [1], Ry = [12] (24)
r, —pTR;IR T, — 1T
vy = . 1 _1P1 11101 — _ 1 y 1272 : (25)
\/(1 — Ry R71Ry1)(1 — p1RIIpy) \/(1 -1)(1—1%)
Z kolei dla i = 2 otrzymujemy:
r, — pRSLR Ty — Ty
. _ 2 — P2RyRp; 2 1271 (26)

VA= RLRZR) (A - pIRGp,) A -1 —15)

Warto nadmieni¢, ze aby wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji czastkowej r;° zgod-
nie ze wzorem (22), wygodnie jest postuzy¢ sie podwojng macierzg brzegowg A;
postaci:

Rii pi Ry
A=|pl 1 1 (27)
RY, n 1

Jedli na elementach macierzy A; wykonamy przeksztalcenia elementarne, otrzy-
mamy macierz (A;)*, w ktorej w miejsce macierzy wewnetrznej R;; bedziemy mie¢
macierz gorng trdjkatng z jedynkami na gtéwnej przekatnej (oznaczymy ja (R;;)",
natomiast w miejsce wektoréw p! oraz RY; — wektory zerowe, czyli:
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RiTi pi Ry, R (P)" (Ro))”
A=|pl 1 rn|~@A)'=[0,..,0 g b; (28)
R’gl T'l 1 Ol R 0 bl Cl

Wodwczas na podstawie (22) otrzymamy:

b.
i (29)

A ai " Ci

Warto zwrdci¢ uwage, ze wykorzystujac macierz (28), mozemy dla dowolnego

i=1,2, ...,k wyznaczy¢ wspélczynnik zbieznosci ¢? dla modelu pierwotnego (4).
Spelniona jest bowiem réwnoé¢é:

S (30)

Spelnione s3 takze nastepujace zaleznosci (Theil, 1979):
@ = oty (1= (D (31)
gdzie (p(z_ iy = wspotczynnik zbieznosci dla modelu ucigtego.

Jesli przez R(Z_i) oznaczymy wspélczynnik determinacji dla modelu ucigtego, to
réwnoé¢ (31) mozna zapisa¢ w nieco innej postaci:

R*—RE ;= (7)*(1-REL,) (32)

Z réwnosci (32) wynika, ze dodatkowy udzial i-tej zmiennej objasniajacej jest
réwny iloczynowi kwadratu wspolczynnika korelacji czastkowej tej zmiennej ze
zmienng objasniang w danym modelu i wspétczynnika zbieznosci modelu ucigtego.
Jesli wspotczynnik zbieznosci modelu ucigtego jest maly, to nie ma juz miejsca na
kolejng zmienng objasniajaca, dlatego jej dodatkowy udzial w wyjasnianiu zmiennej
zaleznej bedzie niewielki.

5. Wspotczynnik semikorelacji czastkowej

Podobny do wspdlczynnika korelacji czastkowej jest wspolczynnik semikorelacji
czastkowej Ti(*), bedacy miarg korelacji pomiedzy dana zmienna niezalezng Z;,
z uwzglednieniem jej skorelowania z pozostalymi zmiennymi objas$niajagcymi modelu,
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a zmienng objasniang Y, bez uwzglednienia jej skorelowania z pozostalymi zmien-
nymi obja$niajacymi modelu. Mozna zatem powiedzie¢, ze jest to wspdlczynnik
korelacji liniowej pomiedzy wektorem reszt modelu wewnetrznego a wektorem war-
tosci zmiennej objasnianej Y. Wobec tego:

i =r(w,y) (33)

Poniewaz zmienne w modelu pierwotnym (a wigc i w wewnetrznym) sa standary-
zowane, mozemy zapisac:

MO viTy

e (34)
YTy [viv,

Wykorzystujac (18), otrzymujemy:

viy = (2~ L-DRip)Ty =
=nr - p{ Ry (Z(-D) y = (35)
=nr; —np] Ry 'Ry

Na podstawie (21) - poniewaz zmienna zalezna Y jest standaryzowana — wzor
(34) przyjmuje postac:

@ _ vy _ 1,—p Ry Ry
= = (36)

\/yTy\/viTvi \/ 1-pIR;'p;

i

Warto zauwazy¢, ze w celu obliczenia wspotczynnika semikorelacji czgstkowej
mozemy rowniez postuzy¢ sie podwojng macierzg brzegowa (27). Na podstawie (28)
otrzymujemy:

= J_a_l (37)

Wspdlczynnik semikorelacji czastkowej jest liczbg z przedziatu [-1, 1].

Kwadrat wspétczynnika semikorelacji czastkowej — wspdlczynnik determinacji semiczast-
kowej — oznacza stosunek wylacznej zmiennoéci danej zmiennej objasniajacej Z; do catkowitej
zmienno$ci zmiennej objasnianej Y. Przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1]. Podobnie jak
w wypadku wspoltczynnika determinagji czastkowej jego warto$¢ bliska 0 oznacza, ze zmienna
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objasniajaca niesie bezuzyteczng informacje o zmiennej objasnianej w danym modelu, a zatem
jest nadmiarowa (StatSoft, 2006).
Zauwazmy, ze:

) )
r = = (38)
\/1 — RG;R;'Ry; \/‘P(Z—i)

Na podstawie (38) stwierdzamy, ze wspotczynnik semikorelacji czastkowej jest
zawsze co najwyzej réwny wspotczynnikowi korelacji czastkowej oraz ze oba maja
identyczne znaki.

Réwnos¢ (38) mozna zapisac tez w innej, rtGwnowaznej postaci:

2
(ri( )) = (n-*)zw?_i) (39)
gdzie (p(z_ iy — wspélczynnik zbieznosci (tolerancja) odpowiedniego modelu ucigtego.

6. Poréownanie omoéwionych wspoétczynnikow korelacji liniowej

Zanim przejdziemy do przykladu prezentujacego wyznaczanie i interpretacje omo-
wionych w artykule wspdlczynnikéw korelacji liniowej, podsumujmy ich wybrane
wlasnosci.

Wspolczynnik korelacji wielowymiarowej wyznacza si¢ dla wektoréw wartosci em-
pirycznej i teoretycznej zmiennej obja$nianej modelu. Jest zawsze nieujemny, a jego
warto$¢ jest nie mniejsza od najwiekszej wartosci bezwzglednej wspotczynnika korela-
cji liniowej zmiennej objasnianej i objasniajacej. Jego kwadrat to wspolczynnik deter-
minacji, wyrazajacy procent zmiennosci zmiennej zaleznej wyjasniony przez model.

Wspdlczynnik korelacji czastkowej danej zmiennej objasniajacej ze zmienng obja-
$niang modelu, czyli wspotczynnik korelacji liniowej wektorow reszt modeli ucigtego
i wewnetrznego, jest miarg korelacji liniowej pomiedzy zmienng objasniang i obja-
$niajacg z uwzglednieniem ich skorelowania z pozostalymi zmiennymi objasniaja-
cymi. Jego warto$§¢ moze by¢ mniejsza lub wigksza od wartosci odpowiedniego
wspolczynnika korelacji liniowej 73, a znak jest zgodny ze znakiem oszacowania pa-
rametru strukturalnego przy danej zmiennej objasniajacej modelu. Iloczyn kwadratu
wspolczynnika korelacji czastkowej i wspolczynnika zbiezno$ci modelu ucietego
wyraza dodatkowy udzial danej zmiennej objasniajacej w modelu mierzony wzro-
stem wartos$ci wspolczynnika determinacji w stosunku do wspoétczynnika determina-
¢ji modelu ucietego. Maly dodatkowy udzial swiadczy o tym, ze zmienna jest zbedna
w modelu.
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Wspolczynnik semikorelacji czgstkowej jest wspolczynnikiem korelacji liniowej
pomiedzy wektorem reszt modelu wewnetrznego a wektorem wartoéci empirycz-
nych zmiennej objasnianej Y. Stanowi on miare¢ korelacji liniowej pomiedzy dang
zmienng niezalezna Z;, z uwzglednieniem jej skorelowania z pozostalymi zmien-
nymi obja$niajacymi modelu, a zmienng objasniang Y, bez uwzglednienia jej sko-
relowania z pozostalymi zmiennymi objasniajagcymi modelu. Jest zawsze co najwy-
zej réwny wspolczynnikowi korelacji czastkowej (oba zawsze majg identyczne
znaki) i jednoczesnie nie wigkszy od odpowiedniego wspodlczynnika korelacji li-
niowej 7;.

Wspdlczynnik determinacji semiczastkowej (czyli kwadrat wspélczynnika semi-
korelacji czastkowej) jest iloczynem wspétczynnika zbieznosci modelu ucigtego oraz
kwadratu wspolczynnika korelacji czastkowej. Jego duza wartos¢ bezwzgledna
$wiadczy o tym, ze zmienna objasniajaca, po wyeliminowaniu z niej wptywu pozo-
stalych zmiennych objasniajacych modelu, ma istotny wplyw na zmienna zalezna
modelu.

Kazdy z omoéwionych wspdtczynnikoéw korelacji eksponuje inne wlasnosci
zmiennych w modelu, dlatego wskazane jest najpierw wyznaczenie wartosci ich
wszystkich i dopiero na tej podstawie wycigganie wnioskéw o jakosci zmiennej czy
modelu.

7. Przyktad praktyczny

Na zakonczenie prezentujemy przyklad wyznaczania omdéwionych wspdtczynnikow
korelacji na podstawie modelu wzrostu ptac w Polsce, szacowanego metodg naj-
mniejszych kwadratow, z wykorzystaniem danych za lata 2001-2019 zaczerpnietych
z Banku Danych Makroekonomicznych GUS. Wykonane obliczenia majg wylacznie
charakter ilustrujacy wezesniejsze rozwazania.

Rozpatrzmy nast¢pujacy model:

Vi = QoZot + X121 + ApZp + A3Z3p + AyZy + & (40)

gdzie:

Yy - wzrost przecigtnego rocznego wynagrodzenia brutto w %,
Zy - zmienna tozsamos$ciowo réwna 1,

z, - zmienna czasowa w latach,

Z, - zmiana cen towarow i ustug konsumpcyjnych w %,

z3 — zmiana PKB brutto per capita w %,

z, - stopa bezrobocia rejestrowanego w %.
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W modelu wykorzystano dane empiryczne za 19 lat, a zatem liczba obserwacji
n =19. Dane zamieszczono w tabl. 2.

Tabl. 2. Wyniki obserwacji zmiennych modelu (40)

t Ve Zot Z1t Zat Z3t Zyt
2,5 1 1 55 4,44 17,5
0,7 1 2 1,9 3,99 19,0
3,4 1 3 0,8 4,43 20,0
0,7 1 4 35 10,35 19,0
1,8 1 5 2,1 6,20 17,6
4,0 1 6 1,0 8,10 14,8
55 1 7 2,5 11,04 11,2
59 1 8 4,2 8,23 9,5
2,0 1 9 35 6,61 12,1
1,4 1 10 2,6 4,34 12,4
14 1 1 43 8,38 12,5
0,1 1 12 3,7 4,01 134
2,8 1 13 09 1,79 134
3,2 1 14 0,0 3,88 14
4,5 1 15 -0,9 4,75 9,7
43 1 16 -0,6 3,39 8,2
3,7 1 17 2,0 6,89 6,6
54 1 18 1,6 6,39 58
4,8 1 19 23 713 5.2

Zrédto: Bank Danych Makroekonomicznych GUS.

Na podstawie danych z tabl. 2, po dokonaniu standaryzacji zmiennych, zgodnie ze
wzorem (6) wyznaczono pare korelacyjng okreslajacg model (40):

1 —0411 —0,160 —0900 0,403
—0.411 1 0395 0215 ~|-0339

R =(_0160 0395 1 —0083| Ro® =] o537 (D
—0900 0215 —0,083 1 —0631

Z analizy uzyskanych wartosci wspotczynnikéw korelacji liniowej zmiennej endo-
genicznej z poszczegdlnymi zmiennymi objasniajgcymi modelu (40) wynika, ze
w badanym okresie z roku na rok nastepowal wzrost przecietnego wynagrodzenia,
ale nie nadazat on za wzrostem cen (wspotczynnik korelacji liniowej tych cech wyno-
sit -0,339). Analogicznie zwigkszeniu wzrostu wydajnosci pracy (mierzonej wzro-
stem PKB per capita) towarzyszyl wzrost wynagrodzen. Wzrost bezrobocia powo-
dowat za$ spadek warto$ci zmiennej objasniane;.

Za pomocg metody najmniejszych kwadratéw wyznaczono oszacowania parame-
tréw modelu o zmiennych standaryzowanych, okreslonego przez pare korelacyjng
(R(4),Ry(4)) dang wzorem (41)":

"W celu uproszczenia zapisu zmienne i parametry modelu o zmiennych standaryzowanych (41) oraz mode-
lu wyjsciowego (39) oznaczono identycznie.
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Ve = Q121 + QpZy + Q323 + AaZgr + (42)
Wrykorzystujac (8), otrzymano:

—1,408
—0,574

0,093
-1,767

A=R7R, = (43)

Warto zwrdci¢ uwage na rozbiezno$¢ znakow oszacowania parametru stojacego
przy pierwszej zmiennej objasniajacej modelu (czas) oraz wspolczynnika korelacji
liniowej tej zmiennej ze zmienna objasniang, a zatem brak koincydencji zmiennej
czasowej. Mozna stad wysnu¢ wniosek, ze analizowany model wskazuje na zbyt wol-
ne tempo wzrostu plac.

Do wyznaczenia wspolczynnika korelacji czastkowej 11 zmiennej objasnianej ¥ ze
zmienng objasniajaca Z; w modelu (40), zgodnie ze wzorem (22), wykorzystano
podwdjng macierz brzegowa (27). Stad:

[ 1 0395 0215 —0411 -0,339)
Ri1 P1 Ro: 0,395 1 -0,083 —0,160 0,237|
A,=|pl 1 n|=] 0215 -0,083 1 0900 -0,631| (44)
RT, n 1 |-0411 —0,160 0,900 1 0,403

l—0,339 0,237 —0,631 0,403 1l

W wyniku przeksztalcen elementarnych wykonanych na macierzy (44) zgodnie ze
wzorem (28) otrzymano:

(Ri1)" (p1)" (Roy)”
ap*=|o,..,0 aq b, =

o,..,0 b, o)
1 -0395 0215 —0,411 —0,339 (45)
[0 1 —0,199 0,003 0,439
=|o 0 1 —0,881 —0,526
0 0 0 0117 —0,164
0 0 0 —0,164 0,467

Na podstawie (29), wykorzystujac (45), mozna juz wyznaczy¢ wspolczynnik kore-
lacji czgstkowej 17"
b, —0,164

re = = = —0,704 46
v Ja ¢ 0,117 0,467 (46)
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Wspdlczynnik ry ma warto$¢ ujemng - znak wspoélczynnika korelacji czastkowej
jest zawsze zgodny ze znakiem oszacowania parametru stojacego przy danej zmien-
nej. Wysoka warto$¢ bezwzgledna tego wspoélczynnika swiadczy o tym, ze pierwsza
zmienna obja$niajagca modelu ma istotny wplyw na czes¢ zmiennej zaleznej niewyja-
$niong przez pozostale zmienne objasniajace. Zgodnie ze wzorem (30) wspdlczynnik
zbieznosci dla modelu pierwotnego (42) jest rowny:

b2 S _ (-0164)

- - 47
2 0117 0,236 (47)

Wspolczynnik zbieznosci (p(z_l) dla modelu ucietego wynosi:
@l =¢ = 0,467 (48)

Nastepnie wyznaczono dodatkowe udzialy zmiennej Z; modelu pierwotnego.
Zgodnie ze wzorem (32) otrzymano:

oty —e* = (1= REy) = (1)%0y)
(49)
91y — 9% = (—0,704)%- 0,467 = 0,232

Dodatkowy udzial zmiennej Z; jest wysoki. Zmienna ta w sposéb istotny podnosi
jako$¢ modelu (40), mierzong wartoscig wspétczynnika zbieznosci.

Wspolczynnik semikorelacji czgstkowej wyznaczono na podstawie (37), wykorzy-
stujac (45). Otrzymano:

« _ b —0164
1. = —=
1 Ja; 0,117

=-0,481 (50)

Duza warto$¢ bezwzgledna tego wspdtczynnika $wiadczy o przydatnosci zmiennej
Zy w modelu. Pierwsza zmienna obja$niajagca modelu, po wyeliminowaniu z niej
wplywu pozostalych zmiennych niezaleznych, istotnie wptywa na zmienng zalezng.

Na zakonczenie rozwazan dotyczacych pierwszej zmiennej zauwazmy, ze liczba
ay, otrzymana w macierzy (45), jest wspdlczynnikiem zbieznosci dla modelu we-
wnetrznego (w ktérym zmienng objasniang jest zmienna Z;, a zbiér zmiennych ob-
jasniajacych jest identyczny ze zbiorem w modelu ucigtym). Jesli wiec przez R(Zwl)
oznaczymy wspotczynnik determinacji dla tego modelu wewnetrznego, to:

R(2w1) =1-a,=1-0,117=0,883 (51)
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Dla zmiennej Z, otrzymano:

Ry, p1z Ry
AZ = pZT 1 ) =

1 -0,160 —0,900 —0,411 0,403 (52)
[—0,160 1 -0,083 0,395 0,237]
=|—0,900 —0,083 1 0,215 -0,631
-0,411 0,395 0,215 1 -0,339
l0,403 0,237 —-0,631 —0,339 1

W wyniku przeksztalcen elementarnych wykonanych na macierzy (52), zgodnie
ze wzorem (28) mamy:

(Rz2)" (p2)" (Rop)"
a,)*=10,..,0 a, b, =

0,..,0 b, Cy
1 -0,160 —-0,900 —0,411 0,403 (53)
[0 1 -0,232 0,338 0,309]
=10 0 1 —0,5565 —1,443
0 0 0 0676 —0,388
lo 0 0 -0388 0458l
b, —0,388

*

g

= —0,697 (54)

Vazce;  \[0,676- 0,458

Druga zmienna objasniajaca modelu, po wyeliminowaniu z niej wplywu pozosta-
tych trzech zmiennych niezaleznych, istotnie wplywa na zmienna zalezna:

b,* (-0,388)*
2 _ 2 _ ’ —
=c,—— =0,458 — = 0,236 (55)
QT T 0,676 ’
@¢ 3y =2 = 0,458 (56)

Dodatkowe udzialy zmiennej Z, modelu pierwotnego wynosza:

9t —9* = ()*(1 = REy) = ()0,
(57)
9ty — 9? = (—0,697)%- 0,458 = 0,223
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Jak wida¢, dodatkowy udzial zmiennej Z, réwniez jest wysoki i zmienna ta jest
przydatna w modelu.
Wspdlczynnik semikorelacji czastkowej wynosi:

2P 038 _ 47 (58)
1 = ——= = -0,
2 " VJa, 0,676

Jego duza warto$¢ bezwzgledna $wiadczy o tym, ze zmienna Z, wnosi istotne
informacje do modelu. Druga zmienna objasniajagca modelu, po wyeliminowaniu
z niej wplywu pozostalych zmiennych niezaleznych, istotnie wplywa na zmienng
zalezna.

Wspdlczynnik determinacji dla odpowiedniego modelu wewngtrznego jest réwny:

Rfyzy=1—a,=1-0,676 = 0,324 (59)

Analogiczne obliczenia nalezatoby przeprowadzi¢ dla dwdch ostatnich zmiennych
modelu (42). W tym miejscu ograniczymy si¢ do podania w postaci tabelarycznej
wynikow konicowych, ktére zostaly uzyskane z wykorzystaniem programu Statistica
13.3 PL (tabl. 3). Zauwazmy, ze dla dwdch pierwszych zmiennych sg one identyczne
z wynikami uzyskanymi w wyniku zastosowania macierzy brzegowej (27), co po-
twierdza poprawno$¢ przeprowadzonych obliczen.

Tabl. 3. Udziaty zmiennych wyréznionych w modelu (40)

Wspétczynnik
zbieznosci N
) Oszacowania modeli determinacii
Zmienne parametréw korelacji semikorelagji wewnetrznvch modeli
czastkowej czastkowe;j E’; y wewnetrznych
Dwi) RZ .
(tolerancja) WD
-1,408 -0,704 -0,481 0,117 0,883
-0,574 -0,697 -0,472 0,676 0,324
0,093 0,155 0,076 0,675 0,325
-1,767 -0,795 -0,635 0,129 0,871

Zrédto: obliczenia wtasne z wykorzystaniem programu Statistica 13.3 PL.

Analizujac wyniki zawarte w tabl. 3, a takze wektor korelacji dany wzorem (41),
nalezy stwierdzi¢, ze majac model regresji liniowej, warto wyznaczy¢ wspotczynniki
korelacji liniowej i czastkowej oraz semikorelacji czastkowej i dopiero na tej podsta-
wie wycigga¢ wnioski, a nie opiera¢ si¢ tylko na jednym z tych wspolczynnikéw,
kazdy bowiem dostarcza innych informacji. Dopiero niska warto$¢ bezwzgledna
wszystkich trzech wspotczynnikéw moze $§wiadczy¢ o nieprzydatnosci danej zmien-
nej w modelu (w omawianym przykladzie taka zmienng byta Z5 - zmiana PKB brut-
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to per capita, ktéra miala przybliza¢ zmiang¢ wydajnosci pracy). Z kolei zmienna Z,
(indeks cen towarow i ustug) ma niskg warto$¢ bezwzgledng wspdtczynnika korelacji
liniowej ze zmienna objasniang (0,335), ale wysokie wartoéci bezwzgledne wspodt-
czynnikéw korelacji czastkowej i semikorelacji czastkowej. Swiadczy to o wyjaénie-
niu znacznej czesci zmiennej obja$nianej, ktora nie zostata wyjasniona przez inne
zmienne egzogeniczne modelu, i przydatnosci tej zmiennej. Podobnie duzy zasob
nowych informacji o zmiennej endogenicznej wnosza dwie pozostale zmienne
i dlatego powinny pozosta¢ w omawianym modelu.

8. Podsumowanie

Przedstawiona w artykule definicja wspoélczynnikéw korelacji wielowymiarowej,
korelacji czastkowej i semikorelacji czastkowej jako wspdtczynnikéw korelacji linio-
wej Pearsona odpowiednich wektoréw pozwala na ujednolicenie ich procesu obli-
czeniowego oraz ich interpretacji. Z kolei zastosowanie podwdjnej macierzy brzego-
wej znacznie ulatwia wyznaczanie tych wspodtczynnikéw, a obliczenia sg dzigki temu
przejrzystsze. Zaprezentowany przez autora sposdb postepowania odbiega od po-
wszechnie spotykanego w literaturze, ktéry w wielu przypadkach polega na podawa-
niu wzoréw na poszczegolne wspdtczynniki korelacji wykorzystujacych wyznaczniki
odpowiednich macierzy.

Zaproponowane podejécie ma znaczenie praktyczne i edukacyjne. Zastosowanie
metody obliczania z wykorzystaniem macierzy brzegowych nawet w przypadku
stosunkowo licznej préby nie nastrecza wigkszych trudno$ci — wystarczy w tym
celu napisa¢ kilka formul w arkuszu kalkulacyjnym. Obliczenia sg przejrzyste
i zrozumiate, dzieki temu bardziej intuicyjne, a jednoczeénie cechuje je duza do-
kladno$¢. Jest to warte polecenia, szczegolnie dla poczatkujacych badaczy oraz
studentéw przed zapoznaniem si¢ z pakietami statystycznymi. Nalezy przy tym
podkresli¢, ze stosujac przedstawione w artykule podejscie, definicje i wzory, moz-
na wyznaczy¢ wspotczynniki korelacji wielowymiarowej, czastkowej i semiczgst-
kowej za pomocy arkusza kalkulacyjnego i funkeji wspotczynnika korelacji linio-
wej odpowiednich wektoréw, nawet bez postugiwania si¢ macierzami brzegowymi
czy pakietem statystycznym.
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