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ROWNANIE REOLOGICZNE PLYNIECIA (MODEL MATEMATYCZNY ) CIEKLEJ
MASY CZEKOLADOWEJ

Kazimierz Jasik

Instytut Maszyn Roboczych Politechniki Poznarskiej

WPROWADZENIE

Przeprowadzenie optymalizacji konstrukcji maszyn 1 urzadzen
cukierniczych wymaga identyfikacji i opisu matematycznego =zalez-
nosci parametréw reologicznych ciekitej (stopionej) masy czekola-
dowej w zakresie warunkéw procesowych oraz skiaddéw recepturowych
technologicznych. Postgpowanie analityczno-syntetyczne konstruk=-
cji w znaczeniu optymalizacyjnym jest mozliwe tylko w przypadku
dysponowania matematycznym opisem piynigcia reologicznego ciekiej
masy czekoladowej, tzw,., modelem reologicznym. Dla opisu matema-
tycznego zalezno$ci reologicznych masy ciekiej czekolady wykorzy-
stano teorie réwnah empirycznych [2, 7, 8, 9, i1] i wyniki wlas-
nych badan eksperymentalnych. W literaturze zagranicznej spotyka
sig rowniez badania i préby opisu masy ciekiej czekolady [3, 8,9,
10]. Reprezentowane wyniki badan sa jednak niewystarczajace dla
potrzeb badania konstrukcji oraz nieadekwatne do krajowych warun-
kéw wytwarzania tej masy.

Praca stanowi kontynuacje problematyki z zakresu identyfika-
cji reologicznej mas spozywczych [4, 5, 6]. W tym przypadku celem
publikacji jest prezentacja matematycznego opisu piynigcia ciek-
tej masy czekoladowej w funkcji g, =@ » tie zalezno$ci napre-~
zenh scinajacych od szybkosci é01nan1a dla mierzonych warunkow ter-
micznych (7) i zawartosci wody (w) wystegpujacych w procesie wytwa-
rzania cieklej masy czekoladowej.

BADANIA EKSPERYMENTALNE

Badania eksperymentalne zostaly przeprowadzone na czekoladzie
deserowej do formowania o zawartosci tiuszczu 367 i zmiennej za-



Srednie wartosci na

Srednie wartos$ci napre

Szybkosc zawartosc¢
dcinania
P 0,63 0,92
(3~1) tempera

303 313 323 333 302 313 323 333 303

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,1667 23,5 21,1 -20,4 18,8 ‘38,4 26,6 25,9 25,1 48,6
0, 3000 25,1 23,5 21,9 21,1 42,3 28,2 28,2 26,6 50,2
0,3333 25,1 25,1 21,9 22,7 42,3 28,2 28,2 28,2 50,2
0,5 26,6 26,6 23,5 23,5 44,7 29,8‘ 29,8 29,8 51,8
0,6 27,4 26,6 23,5 23,5 46,3 31,4 31,4 31,4 53,3
0,9 29,8 29,0 25,9 25,9 50,2 34,5 33,7 32,9 56,5
1,0 31,4 29,0 25,9 25,9 50,2 34,5 33,7 32,9 57,3
1,5 34,5 31,4 26,6 28,2 54,9 39,2 36,8 34,5 62,8
1,8 %,8 20,5 28,2 28,2 56,5 \40,8 37,6 36,1 64,3
2,7 42,3 36,1 31,4 31,4 65,1 43,9 40,8 39,2 72,2
3,0 43,9 37,6 31,4 31,4 66,7 22,2 42,3 39,2 72,2
4,5 50,2 42,3 34,5 32,9 76,9 49,3 47,1 43,1 80,8
5,4 54,9 43,9 36,1 33,7 83,2 51,8 48,6 43,9 84,7
8,1 65,9 51,8 40,8 37,6 100,4 59,6 51,8 48,6 98,9
9,0 70,6 53,3 43,1 38,4 105,9 62,8 53,3 50,2 102,0
13,5 87,9 64,3 50,2 43,9 133,4 74,5 62,8 56,5 125,6

16,2 %g8,9 70,6 54,9 47,1 147,5 81,6 67,5 59,6 136,5
24,3 126,6 87,9 67,5 54,9 - 102,0 81,6 70,6 -
27,0 136,0 94,2 70,6 58,0 - 108,3 86,3 73,7 -
40,5 - 120,8 84,9 72,2 - 139,7 108,3 89,4 -
48,6 - 138,1 102,0 80,0 - - 120,8 98,9 -
72,9 - - 133,4 102,0 - - 155,4 126,6 -

81,0 - -  144,4 109,9 = - - 133,4 -~




prezen scinajacych

Tabela 1

2

zenia $cinajacego T (Nm )
wody (%)

1,12 1,32 1,51
tura (°k)

313 323 333 303 313 323 333 303 313 323
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
6,1 32,9 31,4 67,5 40,8 28,2 25,1 75,3 47,1 34,5
40,8 43,9 '47,1 69,0 47,1 40,8 29,0 83,2 70,6 62,8
40,8 43,9 47,1 69,8 56,5 54,9 47,1 84,7 28,5 72,2
43,9 48,6 48,6 73,7 61,2 59,6 56,5 94,2 84,7 86,3
45,5 48,6 48,6 73,7 62,8 61,2 59,6 94,2 91,0 83,2
48,6 49,4 50,2 76,9 70,6 69,0 65,9 97,3 92,6 84,7
48,6 49,4 51,8 77,7 72,2 70,6 67,5 97,3 94,2 21,0
53,3 51,8 51,8 83,9 76,9 73,7 70,6 105,1 97,3 94,2
54,9 51,8 51,8 86,3 78,5 75,3 72,2 106,7 100,4 97,3
61,2 54,9 54,9 94,2 8,3 80,0 76,9 116,1 103,6 98,9
61,2 54,9 54,9 95,7 87,9 81,6 78,5 117,7 105,1 100,4
66,7 61,2 61,2 109,9 97,3 89,4 86,3 130,3 114,6 111,4
69,0 62,8 62,8 116,1 98,9 92,6 84,9 135,0 117,7 114,6
75,3 70,6 69,0 133,4 111,4 98,9 95,7 153,8 127,1 124,0
7%,9 70,6 69,0 12,5 114,6 100,4 97,3 =~ 130,3 127,1
89,4 78,5 73,7 - 119,3 111,4 108,3 ~  144,4 139,7

95,7 81,6 76,9 - 125,6 117,7 114,6 =~ 155,4 =
117,7 95,7 89,4 - 152,2 139,7 135,0 =~ - -
125,6 98,9 91,6 - - 141,3 136,5 - - -
- 122,4 105,1 - - - - - - -
- 135,0 109,9 - - - - - - -
- - 135,0 - - - - - - -

142,8
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. wqrtoéci wody w granicach od w = 0,63~1,51% oraz w zmiennych tem-
peraturach od 7 = 303-333 K. Préby masy czekoladowej byty pobie-
raﬁg'z_bfocesu wytwarzania czekolady. Pomiary naprezen écinaja-
'cych przeprowadzono za pomocg wiskozymetru rotacyjnego .cylinder -
~cylinder” w zakresie predkoéci écinania od y = 0,1667 do 81,0 (S'l).
Pdmiary zostaiy przeprowadzone z 5-krotnym powtdérzeniem préb, a wy-
niki érednich wartoéci parametréw zostaly zestawione w tabeli 1,
Natomiast interpretacja graficzna wynikéw badarnn zostata przedsta-
wiona na wykresach, np, rys. 1-6. Na rysunku 1 przedstawiono wykres ok—
reslajacy wplyw predkoéci écinania (7) na parametr lepkoéci dyna-
micznej (7 ) cieklej czekolady, czyli p = f(#) dla temperatury7 =
= 303, 313, 323 i 333 K i1 minimalnej zawartoéci wody W = 0,63%.
Z wykresu wynika, Ze lepko&é dynamiczna cieklej masy czekoladowej
nie jest wielkosdcia statg, lecz zmienng ze zmiana predkosci dcina-
nia, a takZe ze zmiang temperatury i zawartoéci wody. Stopniowy
wzrost predkodci $cinania w zakresie od 0‘<.i-< 1 (8'1) powoduje
gwattowny spadek lepkoéci. Przy dalszym wzroécie predkoéci écina-
nia, przebiegi wykreséw majg charakter bardziej rdéwnomierny asymp-
totycznie dazacych do wartoéci stazych. ZJawisko to mozna wyjasé-
ni¢ mechanizmami zmian fizycznych zachodzacych w strukturze ciek-
tej masy czekoladowej. Czekolada jako substancja fizyczna charak-
teryzuje si@ zawiesing dwufazowa, w ktérej faze staig stanowia
czasteczki kakao i cukru, a faze ciekla masio kakaowe. Tak wigc
stopiona masa ciekiej czekolady jest ciatem niejednorodnym, a mie-
szanina fazy statej (czastki kakao i cukru) oraz fazy ciekiej
(masita kakaowego) . W miare wzrostu predkodci écinania, chaotycz=~
nie ulozone czastki podlegaja stopniowemu uporzgdkowaniu. Dla-
tego poczatkowo lepkodé spada gwattownie, a nastepnie, gdy zjawis-
ko przebiega w coraz bardziej uporzgdkowanej strukturze, zmiany
lepkoéci zmniejszaja sie oraz stabilizuje sig. Ciekla masa czeko-
ladowa nie jest wiec ciecza newtonowskg. Na wykresach rys. 2-6
przedstawiono przebiegi zmian naprezert écinajacych (¢) od szybkosé-
ci écinania (), tzn. wykresy plyniecia cieklej masy czekoladowe]j.
Na podstawie analizy tych wykreséw istnieje mozliwod¢ okreélenia
takze granicy plastycznodci (7,) ciekiej masy czekoladowej. Gra-
nica plastycznoéci przyjmuje rézne wartoéci dla warunkéw ciepl-
nych i zawartodci wody w masie czekoladowej. W strukturze masy
czekoladowej, pod wplywem naprezen écinajacych (z) bliskich napre-
zen granicznych (ib). nastgpuje proces plastycznego przeformowa-
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70 K. JASIK

nia masy czekoladowej, a po przekroczeniu tej granicy czekolada
piynie. Styczne do prostoliniowych wykreséw ptyniecia masy czeko-
ladowej, w przecigciu sie z osiag napreZeﬁ(z’)wyznaczaJa pozorne
graniczne naprezenia(7’).

ROWNANIE PLYNIECIA REOLOGICZNEGO (MODEL MATEMATYCZNY)

Uzyskane z eksperymentu wykresy piynigcia reologicznego zapre-
Zentowane na rys. 2-6 dla badanej cieklej masy czekoladowej wprze-
dziale predkosci dcinania 0 < Y < ymax pod wzgledem ich charak=-
teru przebiegdéw odbiegajg od klasycznych modeli reologicznych (rys.
10). Medel reologiczny Binghama

r(:'='(:0+7a') . (1)

Jest liniowym modelem reologicznym, ktérego przebieg prezentuje
wykres rysunku 10. Natomiast model reologiczny Binghama uogélnio-
ny o h
T =0 + 7 e (2)

jest modelem krzywoliniowym potegowym, ktdrego przebieg prezentu-
je wykres rysunku 10, Uzyskane wykresy nie opisuja modeli z badan
eksperymentalnych, poniewaz charakter wykreséw eksperymentalnych
jest mieszany krzywoliniowo z prostoliniowym przebiegiem naprezen
$cinajacych funkcji szybkoéci écinania. W zakresie predkosci éci=-
nania w granicach 0 < J/ < jg, przebiegi wykresu ptyniecia masy
czekoladowej odzwierciedla reologicznie cialo pseudoplastyczne, na-
tomiast dla predkosci décinania f;<:é) przebiegi wykresu piyniecia
masy czekoladowej odzwierciedla cia*o idealnie plastyczne.

Uzyskane z eksperymentu wykresy pozwalaja na jednoznaczny po-
dzia% na dwie czesdci (I i II), a mianowicie w przedziale predkos-
ci écinania 0 <y < Po» t). dla tzw. matych predkoséci  $cinania
mozna wydzielié wykres krzywoliniowy, a w przedziale predkodci éci-
nania j;-<‘?'< jﬁax' tj. dla tzw.'duzych predkoéci.écinania mozna
wydzieli¢ wykres prostoliniowy. Predkoéc¢ s$cinania p, bedzie wiec
graniczna wartoécia predkosci $cinania taczaca dwa przedzialy (czgéé
I i II)., Wykres krzywoliniowych dla przedziatu predkos$ci $cinania
0<py 43”0 (czeéé I) opisuje réwnanie potggowe

N
¢ =m-g+ T (3)
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76 K. JASIK

ktérego wielkosci skiadowe mozna okreélié metod@ analityczno-eks-
perymentalng. Waznosé¢ powyzszego réwnania do opisu uzyskanych krzy-
wych reologicznych cieklej masy czekoladowej zostaia sp rawdzona

metoda wyréwnywania. Parametry empiryczne m i n zostaly okreslone

metoda przecigtnych. Wartosci parametrow m,n i zg zostaty przed~

stawione na wykresach (rys. 7-9) i w tabeli 2,

Z wykresu na rysunku 7 wynika, Ze wraz ze wzrostem zawartosci
wody w masie czekoladowej wzrasta wartosC parametru m, poniewaz
réwniez wzrasta lepkoé$c¢ substancji, tak wiec parametr m mozna uwa-
2a¢ za miare lepkosci pozornej Ve ™ L, Parametr n (rys. 8) przyj-
muje wartosci w przedziale O < n < 1, Im parametr n bardziej réz-
nit sie od jednodéci, tym krzywa plynigcia bardziej odbiega od

[Nsm’z]

I —"

430 / —

280

Parametr rownania przeptywu m

112 !

J\

125 \\L ’_0_,92 j

--_ﬁ;_ e 7

303 313 323 333
Temperatura T [°k]

Rys. 7. Wykres parametru mciektej czekolady o =zawartosci wody
w zakresie 0,63-1,51% w temperaturach w zakresie 303-333 K
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modelu newtonowskiego do nienewtonowskiego. Tak wigec parametr 7
bedzie miara odchylenia cieczy od cieczy newtonowskiej, natomiast
graniczne naprezenie écinajace 23 (rys. 9) wzrasta ze wzrostem
zawartosci wody, maleje ze wzrostem temperatury, ogélnie wigec wzra-
sta ze wzrostem lepkodci. Krzywe piynigcia cieklej masy czekola-
dowej dla predkoéci écinania w przedziale j’>‘io, jak juz stwier-
dzilidmy, majq@ charakter liniowy. W oparciu o znane warunki brze-
gowe uzyskane z eksperymentu (7, 7)) i (Z,#) oraz réwnanie 7 =
- F(f)a w przedziale I, postugujac sie funkcja operatora algebrai-
cznego Heaviside a (11), mozemy okre$lié przebieg funkcji napre-

zeh écinajacych T = f(7) w przedziale II. Anélizujec wspéizaleznos-
mk
j%\\
\ N

. 2o \&,
a5 \ \"i NG
\ \
& N

&

04 \
A

Parametr réwnania przeptywu n

303 313 323 333
Temperatura T [x]

Rys. 8. Wykres parametru n ciekiej czekolady o zawartosci wody w
zakresie 0,63-1,51% w temperaturach w zakresie 303-333 K
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#i opisujace przebieg wykresu naprezed $cinajacych 7 = f(7) na ry-
sunku 11 mozna napisac¢ réwnanie dla calo$ci wykresu, a mianowicie:

T=my

FT, g (P Prtek t T g (- 7Pl ) (a)

Po uporzadkowaniu algebraicznym réwnania (4) otrzymujemy po-
sta¢ ostateczng réwnania, tj. model plynigcia cieklej (stopionej)

masy czekoladowej.

~

[Nmi?]
64

T = mp" + 7(;’-(7'3)(3")( tgor —mj’n—'(?o +

)+ g, (5)

54

'

&~

O
h

Granica ptyniecia Tg

w
b ot

T~

AN

24

[ 0'63

|/

=
—
T

-0

303

313

Temperatura T

333

[°K]

Rys. 9. Wykres naprezenia scinajacego granicznego piynigcia 7, cie-
ktej czekolady o zawarto$ci wody w zakresie 0,63-1,51% W tempera-

turach w zakresie 303-333 K
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Tabela 2

Zawar=
toéc Te$p. Parametry
wody
W T m n ib Zg ¥ xtgof
(%) °k)  (Nsm™E) (=) (Nmm3) (ne”3)  (s™hH (ve2)
1 2 3 4 5 6 7 8
303 0,1190 0,638 19,6 32,5 5,5 4,04
313 0,1001 0,582 18,4 33,5 5,7 2,31
0,63
323 00,0943 0,431 16,6 37,0 3,5 1,77
333 00,0927 0,384 16,0 27,0 35 1:355
303 0,1396 0,693 36,6 48,0 3,0 6,62
313 0,1111 0,540 24,3 38,0 3,5 2,97
0,92
323 0,1167 0,448 22,5 37,5 4,5 1,98
333 0,1228 0,393 20,9 37,0 4,5 1,64
303 0,1435 0,622 44,0 58,5 4,5 5,10
313 0,1460 0,516 34,4 55,0 5:5 2,71
1,12
* 323 0,1992 0,393 27,0 54,5 5:5 1,94
333 0,1966 0,391 25,3 56,0 7,0 1,32
303 00,1614 0,671 63,0 83,0 6,5 6,25
313 0, 3590 0, 350 35,3 95,0 10,5 2,30
1,32
323 00,4294 0,247 26,8 79,0 5.5 2,59
333 0,4545 0,239 20,8 75,0 5:5 2,59
303 0, 3480 0,441 62,3 104,6 6,7 6,13
1,51 313 00,5045 0,256 41,0 101,0 6,0 3,44

323 0,5240 0,245 35,0 96,6 5,0 3,44
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lub
T=m@P '+, + p(F-F [j’xtqo& -7 - (mp" + ’50)] (6)
przyjmujac, ze stata ujmujaca parametry 2, m , nety i o wyra-

raza sie zaleznoscisg
. ’ oh
2 =FJxtqge + T - (mg + 7) (7)
to ostateczne réwnanie przyjmie postac

T =%+ mp'-p(F- j{,)ée (8)

3
® z
g = e
‘(.-) 2/ - 7
BT 7 /1
o IY Z 7
= 0 yd 7
% g =
i rd
o
bl Ve
= / 7
z / e
7
Ty
0 Yo Y

Predkos¢ scinania

Rys. 10. Przebiegi naprezehn écinajacych funkcji predkosci scina-
nia odpowiednikéw: 1 - model Binghama, 2 - model uogélniony Bing-
hama i 3 - model autora pracy

Jest to ogélne réwnanie piynigcia ciekiej masy czekoladowej w
przedziale szybko$ci $cinania 0~<j’<iimax prezentujace ciato reo-
logiczne o charakterze reologicznej mieszanej tzn. krzywoliniowo-
-liniowej.

WNIOSKI

a) Z analizy wynikéw eksperymentalnych prezentowanych w tabe-
1li 1 oraz z analizy iloséciowych i jakoéciowych przebiegéw funkcji
T =2f() i p =f(7) przedstawionych na wykresach rys. 1~6 wynika,
ze badana masa cieklej (stopionej) czekolady jest reologicznie cia-

tem nienewtonowskim, reostabilnym z granica piyniecia Ty
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b) Z analizy jakoséciowej przebiegéw funkcji 7 = F(7) przedsta~
wionych na wykresach rysunkéw 2-6 wynika, 2ze funkcja ta o charak-
terze mieszanym krzywoliniowym dla 0-<j’<iib i prostoliniowym j’>
733 nie speinia znanych modeli Binghama oraz Binghama uogélnioc~
nego dla ciat lepkoplastycznych., :

c) Analiza jakosciowa i iloéciowa przebiegéw funkcji T = F(p)
uzyskanych z badart eksperymentalnych (rys. 2-6) oraz analiza ma-
tematyczna charakteru odpowiednika teoretycznego funkcji (rys.11)
pozwoliiy na matematyczny opis naprezern $ciskajacych zaleznych od
szybkosci scinania w postaci nowego réwnania reologicznego plynig-
cia ciektej masy czekoladowej (nr wzoru 8 i 7) o charakterystyce

~~

reologicznej funkcji T = f() mieszanej krzywoliniowej i prosto-

liniowej.

Naprezenia scinajace

-

Y

Predkosé scinania

Rys. 11. Wykres teoretycznych zalezno$ci naprezen $cinajacych od
szybkosci $cinania cieklej czekolady

d) Réwnanie reologiczne (nr wzoru 8 i 7) speinia si¢ dla wyni=-
kéw badarn eksperymentalnych badanej ciekiej masy czekoladowej dla
statychm,n i 7 o okredélonych wartosciach w tabeli 2 i przedsta-~
wionych przebiegach tych wartosci na wykresach (rys. 7-9) staiych
m= f(T) przy zawartosci wody w zakresie od W = 0,63-1,51% i n =
= f(7) =zawartos$ci wody w zakresie od ¥ = 0,63~1,51% oraz 7 = 7 (7)
dla zawartosci wody w zakresie od W = 0,63-1,51%.
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o [0]
p[Nsm~ 2]

X[Nm 2]

(7 - I)? (Nm™?)

m[Nsm 2]

nl-]

Wykaz oznaczef

naprezenie scinajace,

naprezenia scinajace graniczne plyniecia,
napr¢zenie scinajgce graniczne piyniecia pozorne-
go, l

naprezenie scinajace graniczne piynigcia przedzia-
tu I 1 II dla d$cinania 35'

predko$¢ écinania,

predkod¢ écinania graniczna przedziaiu I krzywo=-
liniowego, II - prostoliniowego (B-C) przebiegéw
naprezen dciskajacych,

kat nachylenia funkcji prostoliniowej napregzenia,
lepkoé¢ dynamiczna,

stata wykresu,

funkcja operatora algebralcznego Heavistede’a,
parametr empiryczny,

parametr empiryczny potggowy (wyktadnik) réwnania,
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Kazumex flcuk

PEOJIOTMYECKOE YPABHEHUE TEYEHWA - MATEMATUYECKAA MOZEID
KUJKOR MOKOJAZHOR MACCH

Pes3swnue

PaGoTa npezcTaBIAET MATEMATUUYBCKOE ONMUCAHME TOUGHUA RUAKON
moxonanHo# Macchs. [l0NyYeHHAs peoNOruuecKad MOZeNb UMEOET CTEINeHHO-
-JIMHefiHKtt XapakTep. ‘

Kazimierz Jasik

RHEOLOGICAL EQUATION OF FLOW - MATHEMATICAL MODEL OF A LIQUID
MASS OF CHOCOLATE

Summary

The paper presents the mathematical description of liquid cho~-
colate mass flow. The obtained rheological model has a power~linear
character.



