
sylwan 163 (7): 564−575, 2019

Karol Bronisz

Bronisz K. 2019. Modelowanie cech drzew i drzewostanów z wykorzystaniem modeli efektów miesza−
nych. Sylwan 163 (7): 564−575. DOI: https://doi.org/10.26202/sylwan.2019007.

Regression analysis is one of the most popular statistical modeling tools, which can define linear

or nonlinear relationships between individual trees and stands parameters. Mixed−effects models

are one of the contemporary trends of those regression methods. These models can be applied

to describe such features as: height, biomass, taper, site index or volume both at the level of 

a single tree and whole forest ecosystems. The aim of this work is to present the characteristics

of the mixed−effects model, the applicability of linear and nonlinear mixed−effects models in

forest studies, and the example of a linear mixed−effects model defining the relationship between

bark thickness and diameter at breast height for Scots pine (Pinus sylvestris L.) in comparison to

the linear fixed−effect model. Goodness−of−fit for the obtained linear mixed−effect model indicate

its better fit to the pine bark thickness than in the case of the mixed−effects model. Moreover,

most of the published research results indicate the predominance of both linear and nonlinear

mixed−effects models according to fixed−effect ones. These studies indicate the wide possibilities

of using mixed−effect models in forestry. However, there are also results pointing to the disadvan−

tages of these models and put into question the legitimacy of their use in forest research. This

fact to some extent confirms the results (residuals behavior) obtained in this study. Therefore,

it seems necessary to conduct further research, which on the one hand will allow the potential

of this solution to be used, and on the other hand will help to clarify emerging doubts.
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Wstęp

Analiza regresji jest jednym z najpowszechniej stosowanych narzędzi modelowania statystycz−

nego. Wciąż zyskuje na znaczeniu, ponieważ pozwala opisać związki między zmiennymi niezależ−

nymi (objaśniającymi) a zmienną zależną (objaśnianą), szacowanie średnich wartości zmiennych,

a także wybór zmiennych istotnie zależnych od zmiennej objaśnianej [Biecek 2013]. Metoda ta

znajduje szerokie zastosowanie w ocenie zjawisk zachodzących w ekosystemach leśnych na róż−

nych poziomach. Mogą to być liniowe lub nieliniowe zależności pomiędzy parametrami pojedyn−

czych drzew, np. związek między pierśnicą a wysokością, którego matematyczny opis umożliwia
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opracowanie krzywych wysokości szeroko wykorzystywanych podczas określania miąższości

drzewostanu [Bruchwald 1999]. Nie bez znaczenia jest także możliwość określania liczby

kształtu [Bruchwald, Rymer−Dudzińska 1981] czy miąższości pojedynczych drzew [Zianis i in.

2005]. Istotna jest również analiza wpływu pierśnicy i wysokości na biomasę różnych kompo−

nentów drzew [Socha, Wężyk 2007; Bronisz i in. 2016]. W leśnictwie często wykorzystuje się

zależność wysokości od wieku, umożliwiającą tworzenie modeli bonitacyjnych [Cieszewski, Zasada

2002]. Warto również wspomnieć o związku podwójnej grubości kory na pierśnicy z pierśnicą

drzew [Rymer−Dudzińska 1988], wykorzystywanym do określania miąższości i przyrostu miąż−

szości drzewostanów. 

Metody regresyjne umożliwiają również uchwycenie zależności uwzględniających przeciętne

cechy drzewostanu i opracowanie równań regresyjnych definiujących np. zależność wysokości

od pierśnicy [Rymer−Dudzińska 1994], biomasy różnych komponentów od miąższości drzewo−

stanu [Wojtan i in. 2011], drzewostanowej liczby kształtu od przeciętnej pierśnicy [Bruchwald,

Rymer−Dudzińska 2000] czy procentu grubości kory od wysokości, pierśnicy oraz wieku drzewo−

stanu [Rymer−Dudzińska 1997]. Kompleksowe połączenie regresyjnego opisu zjawisk zachodzą−

cych w drzewostanach oraz rachunku prawdopodobieństwa umożliwiło opracowanie modeli

wzrostu drzewostanu [Clutter 1963; Burkhart, Strub 1974; Munro 1974; Bruchwald 1985; Borders,

Bailey 1986; Pienaar, Harrison 1988; Hasenauer 2006; Burkhart, Tomé 2012]. Tak powstałe mo−

dele stanowią użyteczne narzędzie do planowania oraz optymalizacji gospodarki leśnej [Bruchwald

1993], oceny zagrożenia powstawania szkód w lasach [Bruchwald, Dmyterko 2011], wpływu

prowadzonych zabiegów na zawartość biomasy i węgla [Zasada i in. 2009] czy też analizy oddzia−

ływania różnych scenariuszy gospodarowania i zmian warunków klimatycznych na zasoby leśne

[Mohren 2003]. 

Funkcja regresji to matematyczny obraz przyporządkowania średnich wartości zmiennej

zależnej konkretnym wartościom zmiennej niezależnej, którego efekty wskazane są przez war−

tości parametrów estymowanej funkcji [Stanisz 2007]. Najczęściej stosowanym rozwiązaniem

jest uwzględnienie efektów stałych, czyli charakterystycznych i niezmiennych dla całej badanej

populacji [Biecek 2013]. Istnieje również możliwość uwzględnienia efektów mieszanych. W tym

przypadku współczynniki modeli określa się zarówno jako efekty stałe i losowe, które w kon−

strukcji modelu uwzględnia się jako realizacje (rozkłady) zmiennej losowej o pewnych parame−

trach [Biecek 2013]. Modele efektów mieszanych mogą mieć postać liniową, jak i nieliniową.

Teoretyczne podstawy metody są bardzo dobrze znane wśród polskich statystyków [Gnot,

Michalski 1994; Grządziel 2008], jednak trudno, z pojedynczymi wyjątkami, znaleźć (w odróż−

nieniu od literatury zagranicznej) przykłady jej zastosowań w polskich naukach leśnych. Jest to

dość niespodziewany wniosek, gdyż takie podejście do modelowania zjawisk przyrodniczych

jest niezwykle użyteczne z co najmniej kilku powodów. Jednym z nich jest występowanie w przy−

rodzie dużej liczby efektów i zależności, dlatego chcąc zredukować liczbę parametrów modelu,

bierze się pod uwagę zmienne losowe z rozkładu, którego parametry stanowią współczynniki mo−

delu [Biecek 2013]. Poza tym informacje, którymi dysponujemy w badaniach przyrodniczych,

często kształtowane są w sposób hierarchiczny lub grupowy, a analizowana metoda pozwala na

poznanie zależności zachodzących na różnych poziomach hierarchii [Pinheiro, Bates 2013]. 

Celem niniejszej pracy jest: (i) charakterystyka modeli efektów mieszanych na przykładzie

modeli liniowych, (ii) wskazanie możliwości zastosowania modeli efektów mieszanych w bada−

niach leśnych oraz (iii) przedstawienie przykładu liniowego modelu efektów mieszanych definiują−

cego zależności podwójnej grubości kory na pierśnicy od pierśnicy w drzewostanach sosnowych

w porównaniu z modelem uzyskanym na podstawie tradycyjnej regresji liniowej.
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Charakterystyka modeli efektów mieszanych

Modele efektów mieszanych są rozszerzeniem klasycznych modeli regresyjnych. Wykorzysty−

wane są szczególnie w przypadku analizy danych cechujących się grupową lub hierarchiczną

strukturą. Liniowe modele efektów mieszanych umożliwiają ocenę liniowej zależności pomię−

dzy zmienną zależną (objaśnianą) a zmiennymi niezależnymi (objaśniającymi, predyktorami).

Zmienna zależna występuje w postaci ciągłej, natomiast zmienne niezależne w postaci ciągłej,

dyskretnej lub jakościowej [West i in. 2014]. Grupowa struktura danych może mieć różną postać,

np. danych przestrzennych, danych uzyskanych podczas powtórnych pomiarów na stałych po−

wierzchniach badawczych czy danych uzyskanych na podstawie zagnieżdżonych/blokowych eks−

perymentów [Pinheiro, Bates 2013]. Modele te składają się z dwóch rodzajów efektów: stałych 

i losowych. Efekt stały stanowi element tradycyjnego regresyjnego modelu liniowego i tworzy

część hipotez badawczych oceniających zależności pomiędzy zmiennymi [Bruchwald 1997; Stanisz

2007]. Efekt losowy z kolei uwzględnia wpływ występującego w badanej populacji grupowania

[Faraway 2016]. Należy jednak zwrócić uwagę, że ta sama zmienna może być uwzględniona 

w jednym modelu jako efekt stały, a w innym jako losowy. Wybór typu efektów zależy od inter−

pretacji badanego zjawiska [Biecek 2013]. 

Ogólną postać liniowego modelu efektów mieszanych można przedstawić w postaci wzoru

[Robinson, Hamann 2011]:

yij = �0 + b0i + �1 · xij + �ij [1]

gdzie:

yij – zmienna zależna (objaśniana),

xij – zmienna niezależna (objaśniająca),

�0, �1 – estymowane stałe parametry modelu (efekt stały),

b0i – estymowany losowy parametr modelu (efekt losowy),

�ij – reszty modelu.

Parametry liniowego modelu efektów mieszanych estymowane są najczęściej za pomocą me−

tody największej wiarygodności (ang. maximum likehood, ML) i resztowej metody największej

wiarygodności (ang. restricted/residual maximum likehood, REML). Metoda REML różni się

od metody ML tym, że w pierwszym kroku analiz usuwa się wpływ efektów stałych, a parame−

try opisujące efekty losowe wyznacza się na podstawie reszt wyznaczonych w pierwszym kroku.

Estymację parametrów w modelach mieszanych przeprowadza się w sposób algebraiczny lub

poprzez numeryczną maksymalizację funkcji wiarygodności [Biecek 2013]. 

Możliwości stosowania modeli efektów mieszanych w badaniach
leśnych

W zagranicznej leśnej literaturze naukowej, szczególnie z okresu ostatnich kilkunastu lat, zasto−

sowanie modeli efektów mieszanych jest często spotykane [Fox i in. 2001; Hall, Clutter 2004;

Robinson, Hamann 2011]. Spowodowane jest to z jednej strony rozwojem metod statystycznych,

z drugiej zaś dostępnością sprzętu obliczeniowego i oprogramowania statystycznego. Obecnie

większość pakietów statystycznych stosowanych przez naukowców (SAS, R, Statistica, SPSS czy

Microsoft Excel – dodatek XLSTAT) zawiera moduły umożliwiające szacowanie parametrów

złożonych modeli. W związku z możliwościami zastosowania tej metody w badaniach leśnych 

przedstawiono w dalszej części przykłady zastosowania modeli efektów mieszanych do tworzenia

modeli opisujących zależności występujące zarówno na poziomie pojedynczych drzew, jak i całych
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ekosystemów leśnych. Ze względu na dużą liczbę prac wykorzystujących modele efektów mie−

szanych opisano szczegółowo po kilka prac poruszających dane zagadnienie. Ograniczono również

liczbę przykładowych kategorii, stanowiących punkt odniesienia do szerszego stosowania anali−

zowanych rozwiązań w badaniach leśnych.

ZALEŻNOŚĆ WYSOKOŚCI OD PIERŚNICY. Wysokość drzew jest kluczową informacją wykorzystywaną

do opisu struktury/budowy pionowej drzewostanów, podczas określania miąższości i biomasy róż−

nych komponentów drzew [Socha, Wężyk 2004; Bronisz i in. 2016] w inwentaryzacji stanu lasu

oraz zarządzania zasobami leśnymi przy zastosowywaniu modeli wzrostu drzewostanu [Hasenauer

2006]. Jednak pomiar wysokości drzewa jest czasochłonny, zwłaszcza w drzewostanach o złożo−

nej strukturze, dlatego w celu uzyskania wysokości niemierzonych drzew tworzy się modele

regresyjne. Jedną z możliwości jest opracowanie lokalnych modeli, w których zmienną nieza−

leżną jest pierśnica drzew. Można też uzyskać stałe modele, wykorzystujące przeciętne cechy

drzewostanu. Oba warianty modeli można tworzyć z wykorzystaniem modeli efektów miesza−

nych [Gómez−García i in. 2015]. Jako podstawę swoich analiz autorzy wykorzystali dane z ponad

10 000 par {pierśnica−wysokość} mierzonych kilkukrotnie w czasie oraz przeciętne dane drzewo−

stanowe z 387 powierzchni próbnych charakteryzujących portugalskie drzewostany sosny nad−

morskiej (Pinus pinaster Aiton). Autorzy, oceniając różną liczbę drzew potrzebnych do kalibracji

modeli, wskazali, że w celu zmniejszenia liczby koniecznych pomiarów do obliczenia wysokości

drzew warto wykorzystywać zarówno lokalne, jak i stałe modele wysokości uwzględniające efekty

mieszane. Nieliniowy model efektów mieszanych, jako jedna z możliwości, został również wyko−

rzystany do zdefiniowania zależności wysokość−pierśnica dębu pirenejskiego (Quercus pyrenaica
Willd.) w Hiszpanii [Adame i in. 2008]. Podstawą tych badań było 24 627 par wysokość−pierśnica

pomierzonych w ramach wielkoobszarowej inwentaryzacji stanu lasu. W tym wypadku wpływ

powierzchni próbnej uznano za efekt losowy, a uzyskany w ten sposób model charakteryzował

się współczynnikiem determinacji (R2) na poziomie 0,8225. Średni błąd kwadratowy wynosił

1,3379, a uzyskane miary dopasowania wskazywały, że nieliniowy model efektów mieszanych

najpełniej definiuje zależność wysokość−pierśnica analizowanego gatunku drzewa. W północnej

Hiszpanii natomiast został opracowany stały model wysokości dla eukaliptusa gałkowego (Eucalyptus
globulus Labill. [Crecente−Campo i in. 2010]). W tym wypadku oceniano różne warianty wyboru

efektów stałych i losowych w odniesieniu do 6 różnych nieliniowych modeli wysokości. W wy−

niku badań najlepszym rozwiązaniem okazał się model wysokości Krumlanda i Wensela przy

przyjęciu powierzchni próbnej jako efektu losowego (współczynnik determinacji tego wariantu

modelu wyniósł 0,8875, a dla modelu bez efektów losowych R2 równał się 0,8568). W Finlandii

również można znaleźć podobne przykłady modeli wysokości dla świerka pospolitego (Picea
abies (L.) Karst. [Mehtätalo 2004]), sosny zwyczajnej (Pinus sylvestris L.) oraz brzozy brodawkowej

i omszonej (Betula pendula i B. pubescens, [Mehtätalo 2005]). W badaniach tych autor oceniał możli−

wość wykorzystania funkcji Korfa w odniesieniu do danych z wielkoobszarowej inwentaryzacji

stanu lasu. W tym wypadku drzewostan stanowił jeden ze zdefiniowanych efektów losowych.

Pierśnice i wysokości ponad 2000 drzew sosny łuczywowej (Pinus taeda L.) pochodzących ze 186

lokalizacji stanowiły podstawę oceny możliwości uwzględnienia efektów mieszanych w tworzeniu

modeli wysokości w południowo−wschodnich Stanach Zjednoczonych przy wykorzystaniu funkcji

potęgowej [Trincado i in. 2007]. Funkcję tę oceniano pod kątem możliwości jej zastosowania 

w dwóch regionach fizjograficznych (Piedmont i Coastal Plain). Analizy obejmowały dwa warianty

funkcji: (i) tradycyjny, uwzględniający tylko efekty stałe, (ii) z zaimplementowanym wpływem

efektów losowych. Zastosowanie modeli efektów mieszanych umożliwiło uzyskanie większej

dokładności szacowania wysokości oraz wskazało na potrzebę uwzględniania regionu podczas
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predykcji wysokości drzew. Ponadto autorzy dowiedli, że wykorzystując efekty mieszane, mini−

malizuje się konieczność uwzględniania dodatkowych zmiennych przy modelowaniu wysokości

drzew w ramach inwentaryzacji lasu, gdzie na pojedynczej powierzchni próbnej mierzy się sto−

sunkowo niewielką liczbę drzew. Wyniki najnowszych tureckich badań sosny kalabryjskiej (Pinus
brutia Ten.) oraz cedru libańskiego (Cedrus libani A. Rich) dotyczących porównania 4 różnych

metod dopasowania modelu wysokości Chapmana−Richardsa również wskazują na przewagę mo−

deli efektów mieszanych [Özçelik i in. 2018]. 

BIOMASA RÓŻNYCH KOMPONENTÓW DRZEW. W ostatnim czasie wiele prac z zakresu biometrii

leśnej dotyczy określania biomasy różnych komponentów drzew. Trend ten związany jest m.in.

z potrzebą określania produkcyjności ekosystemów leśnych [Orzeł i in. 2006] oraz faktem, że

mają one ogromne znaczenie w bilansowaniu zawartości węgla i łagodzeniu skutków zmian kli−

matu [Fahey i in. 2009; Rittenhouse, Rissman 2012]. Jak wskazują Fehrmann i in. [2008], liniowe

modele efektów mieszanych są jedną z możliwości określania biomasy pojedynczego drzewa.

Podstawą cytowanych badań były dane pochodzące wielkoobszarowej inwentaryzacji lasów

Finlandii. Zbiór zawierał dane dotyczące 203 świerków (Picea abies (L.) Karst.) oraz 205 sosen

(Pinus sylvestris L.). W tym wypadku w modelu każda powierzchnia próbna zdefiniowana była jako

efekt losowy, a liniowy model efektów mieszanych, jak i porównywany tradycyjny model liniowy

analizowane były w postaci logarytmicznej. Porównanie wykazało, że uwzględnienie efektów loso−

wych pozwala uzyskać większą dokładność określania biomasy pojedynczego drzewa, zwłaszcza

w przypadku świerka. Wynika to z faktu, że wariancja wyjaśniona różnicami pomiędzy powierzch−

niami próbnymi była względnie mała dla sosny (16%), ale znacznie wyższa w przypadku świerka

(49%). W badaniach prowadzonych na szeroką skalę w Wietnamie przez Huya i in. [2016] zasto−

sowano nieliniowe modele efektów mieszanych w określaniu biomasy komponentów różnych ga−

tunków drzew rosnących w wiecznie zielonych lasach liściastych w całym kraju. Jako podstawę

analiz autorzy wykorzystali dane pobrane ze 968 drzew ściętych na 40 powierzchniach próbnych

założonych w sposób uwzględniający różne warunki wzrostu w różnych regionach kraju. W tym

wypadku autorzy zdefiniowali efekty losowe na różnym poziomie. Porównali wpływ regionu

kraju oraz m.in. gęstość drewna badanych drzew. Wyniki wskazują, że uwzględnienie regionu

kraju jako efektu losowego w niewielkim stopniu wpływa na dokładność modeli biomasy. Naj−

większe znaczenie pod tym względem miała gęstość drewna (R2 mieszanego modelu biomasy

nadziemnej wyniósł 0,935). Należy zaznaczyć, że wszystkie warianty modeli mieszanych w przy−

taczanych badaniach charakteryzowały się większą dokładnością niż klasyczny model uwzględ−

niający efekty stałe. Również w przypadku badań prowadzonych przez Huffa i in. [2018] w Sta−

nach Zjednoczonych, dotyczących nadziemnej biomasy 7 gatunków krzewów rosnących w stanie

Oregon wykazano przewagę nieliniowych modeli efektów mieszanych (statystyka BIC=68,82)

nad podejściem klasycznym (BIC=73,50). Warto dodać, że w tym wypadku efekt losowy stano−

wił gatunek krzewu. Badania Menga i in. [2007] prowadzone w Stanach Zjed−noczonych doty−

czyły porównania liniowego modelu efektów losowych i stałych w odniesieniu do określania

biomasy i miąższości drzew na podstawie zdjęć satelitarnych Landsat ETM+. Badania wyko−

nano na terenie stanu Georgia, który ze względu na właściwości fizyczne (krajobraz oraz ekosys−

tem) został podzielony na 5 regionów. Efekt losowy stanowiły zarówno specyficzne dla danego

regionu cechy, takie jak: opady atmosferyczne, gleba, wysokość na poziomem morza, jak i nieza−

leżny od regionu znormalizowany różnicowy wskaźnik wegetacji (NDVI). Wyniki wskazują, że

model efektów mieszanych uwzględniający NDVI cechuje się najlepszym dopasowaniem do

danych. W przypadku biomasy drzew model ten uzyskał R2 na poziomie 0,57, a statystykę AIC

równą 154,17. Miary te dla modelu efektów stałych wynoszą odpowiednio 0,32 i 189,58. W stanie
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Georgia prowadzone również były badania dotyczące modelowania różnych komponentów bio−

masy drzew (strzała, korzenie, gałęzie oraz liście) w intensywnie gospodarowanych plantacjach

sosny łuczywowej (Pinus taeda L.) na podstawie nieliniowego modelu efektów mieszanych, 

w którym efekt losowy stanowiły powierzchnie badawcze w danym wieku [Zhang, Borders 2004].

Autorzy wskazują, że tak uzyskany elastyczny system modeli umożliwia obliczanie biomasy 

z wykorzystaniem danych spoza zakresu danych źródłowych. 

De−Miguel i in. [2014] zwrócili uwagę na inną możliwość, skupiając się na zastosowaniu

modeli efektów mieszanych w celu opracowania stałych metamodeli umożliwiających obliczenie

biomasy różnych komponentów drzew na dużym obszarze. Przedstawili również metodykę kali−

bracji uzyskanych metamodeli poprzez wykorzystanie lokalnych warunków wzrostu jako efektów

losowych tworzonych modeli. W swoich analizach uwzględnili wpływ różnych strategii pobierania

oraz wielkości prób wykorzystywanych w celu opracowania modeli biomasy. W ramach uzyska−

nych wyników dowodzili, że metodyka przedstawiona w opracowaniu może w przyszłości posłużyć

do tworzenia wielowariantowych metamodeli cechujących się bardziej złożoną strukturą hierar−

chiczną, w której to np. gatunek drzewa lub sposób zagospodarowania może stanowić efekt losowy.

Warunki wzrostu zdefiniowane jako region oraz wskaźnik bonitacji drzewostanu stanowiły efekt

losowy opracowanych przez Ou i in. [2016] nieliniowych modeli efektów mieszanych pozwalają−

cych określić nadziemną biomasę Pinus kesiya var. langbianensis. W tym przypadku podstawę analiz

stanowiło 128 drzew pobranych z trzech regionów Chin. Również w tych badaniach autorzy do−

wodzą przewagi modeli efektów mieszanych nad podejściem klasycznym. Ponadto wskazują, 

że modele, które uwzględniają jednocześnie dwa efekty losowe (region i wskaźnik bonitacji),

cechują się większą dokładnością niż modele, które traktują te aspekty osobno. Efekty stałe 

i losowe były również brane pod uwagę podczas modelowania biomasy strzały modrzewia dahur−

skiego (Larix gmelinii Rupr.) rosnącego na plantacjach w północno−wschodnich Chinach (prowincja

Heilongjiang). Podstawę dopasowania mielinowego modelu logistycznego stanowiło 30 ściętych

modrzewi. Błąd średni modelu efektów mieszanych dla tych drzew zawierał się w zakresie od

–1,9575 do 0,5354, a modelu efektów stałych był zdecydowanie większy i wynosił od –116,5673

do 144,0735 [Li i in. 2011]. 

OCENA MOŻLIWOŚCI PRODUKCYJNYCH DRZEWOSTANÓW – WSKAŹNIK BONITACJI. Jednym z istot−

nych kryteriów podejmowania decyzji w ramach zarządzania zasobami leśnymi jest ocena możli−

wości produkcyjnych siedlisk, która dokonywana jest najczęściej za pomocą wskaźnika bonitacji

określanego przeważnie na podstawie wieku i wysokości górnej [Bruchwald 1977; Cieszewski

1994; Bruchwald, Kliczkowska 1997; Bruchwald i in. 2000; Cieszewski, Zasada 2002; Socha 2010;

Socha, Orzeł 2013]. Analizy prowadzone na podstawie 200 dominujących sosen wydmowych

(Pinus contorta var. latifolia Engelm.) z 75 powierzchni próbnych założonych w Albercie (Kanada)

stanowią przykład wykorzystania modeli efektów mieszanych w predykcji zależności wysokość−

−wiek [Yang, Huang 2011]. W tym wypadku efekt losowy, który zdefiniowany był w trzech warian−

tach (powierzchnia próbna, pojedyncze drzewo oraz połączenie obu poziomów), oceniany był

przy zastosowaniu dwóch funkcji: logicznej oraz Chapmana−Richardsa. Uzyskane wyniki wska−

zują, że najlepszym modelem jest funkcja logiczna przy jednoczesnym uwzględnieniu po−

wierzchni i drzewa jako efektów losowych (statystyka AIC tego modelu wyniosła 5851, AIC dla

powierzchni jako efektu losowego równała się 7406). Funkcja Chapmana−Richardsa stanowiła

również podstawę modelowania, z uwzględnieniem efektów mieszanych, wysokości górnej oraz

wskaźnika bonitacji w australijskich plantacjach dla eukaliptusa gałkowego (Eucalyptus globulus
[Wang i in. 2007]. Uzyskana w wyniku badań statystyka AIC modelu z efektami stałymi wy−

niosła 5363, natomiast po uwzględnianiu powierzchni jako efektu losowego zmniejszyła się do
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wartości równej 3244. Przytoczone wyniki badań wskazują na przewagę modeli efektów mie−

szanych. Warto jednak odnieść się również do rezultatów uzyskanych przez Wanga i in. [2008].

W tej pracy autorzy poszukiwali odpowiedzi na pytanie, jaką metodę powinno się zastosować

podczas modelowania wskaźnika bonitacji oraz czy parametry lokalne funkcji powinny być trak−

towane jako stałe czy losowe. Uzyskane wyniki nie pozwalają wskazać jednoznacznej odpowiedzi.

Najnowszym głosem w dyskusji możliwości zastosowania modeli efektów mieszanych do mode−

lowania wskaźnika bonitacji są badania Cieszewskiego i Struba [2018] oceniające efektywność

modeli bonitacyjnych uzyskanych za pomocą metody efektów mieszanych i uogólnionej metody

różnic algebraicznych (UMRA) [Cieszewski, Bailey 2000; Cieszewski, Zasada 2003]. Autorzy wy−

kazali, że w przypadku modeli samoreferencyjnych podejście uwzględniające efekty losowe nie

daje pozytywnych efektów. Jednym z przytaczanych powodów jest fakt, że model bonitacyjny

z efektami losowymi cechuje się niespójnymi parametrami, a końcowa postać modelu zależy nie

tylko od analizowanych danych i założeń statystycznych, ale też od sposobu jego kodowania.

Uwidacznia się zatem wpływ programisty lub zastosowanego podczas obliczeń oprogramowania.

Ponadto autorzy dowodzą, że teoretyczne właściwości modeli efektów mieszanych uniemożli−

wiają ich wykorzystanie podczas tworzenia funkcji samoreferencyjnych wykorzystywanych 

w leśnictwie. Zwracają również uwagę, że dane definiujące wzrost oraz produkcyjność drzewo−

stanów ze względu na sposób ich gromadzenia nie są losowe, zatem trudno mówić o uwzględnianiu

efektu losowego w modelowaniu tych procesów. 

INNE PRZYKŁADY. Modele efektów mieszanych znajdują zastosowanie również w modelowaniu

innych cech drzew i drzewostanów. Cao i Wang [2011], Kublin i in. [2013], Arias−Rodil i in. [2015]

oraz Senyurt i in. 2017 wskazują na możliwość uwzględnienia efektu losowego w tworzeniu

modeli zbieżystości. Natomiast Hall i Clutter [2004] modelują w ten sposób miąższość drzewo−

stanu. Istnieje też możliwość modelowania gęstości drewna [Guilley i in. 2004], wpływu zabie−

gów hodowlanych [Mehtätalo i in. 2014; Liziniewicz i in. 2016], zawartości martwego drewna

[Sakai i in. 2013] oraz grubości kory [Li, Weiskittel 2011].

Przykład zastosowania liniowego modelu efektów mieszanych

Jako przykład liniowego modelu efektów mieszanych (LMEM) przedstawiono model definiu−

jący zależność podwójnej grubości kory na wysokości pierśnicy od pierśnicy zbudowany na pod−

stawie wzoru 1. Podstawą analiz były pomiary 90 ściętych sosen pochodzących z 18 drzewosta−

nów zachodniej Polski [Zasada i in. 2008; Bronisz, Zasada 2016]. Minimalna wartość podwójnej

grubości kory analizowanych drzew na wysokości pierśnicy wynosiła 9 mm, maksymalna 47 mm,

a średnia 21 mm. Jako efekt losowy uznano wpływ powierzchni próbnej [Fehrmann i in. 2008].

Uzyskany model porównano z klasycznym liniowym modelem uwzględniającym efekty stałe

(LMES): 

yij = �0 + �1 · xij + �ij [2]

gdzie:

yij – zmienna zależna (objaśniana),

xij – zmienna niezależna (objaśniająca),

�0, �1 – estymowane stałe parametry modelu (efekt stały),

�ij – reszty modelu

Porównanie przeprowadzono na podstawie dokładności uzyskanych parametrów (SE – błąd stan−

dardowy), wartości miar dopasowania (R2 – współczynnik determinacji, RMSE – średni błąd

kwadratowy, statystyka AIC) oraz normalności uzyskiwanych reszt (test Shapiro−Wilka). 
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Błędy standardowe parametrów LMES cechują się mniejszymi wartościami w porównaniu

do LMEM, natomiast współczynnik determinacji dla LMEM jest większy przy jednoczesnym

mniejszym średnim błędzie kwadratowym i statystyce AIC (tab.). Porównanie modeli względem

uzyskiwanych reszt nie daje jednoznacznej odpowiedzi. Z jednej strony reszty LMEM w odnie−

sieniu do wartości przewidywanych cechują się większym skupieniem niż LMES, natomiast 

z drugiej charakteryzują się większym odbieganiem od rozkładu normalnego (ryc.). Ponadto

wyniki testu Shapiro−Wilka wskazują, że reszty LMES w odróżnieniu od LMEM są zgodne 

z rozkładem normalnym (wartość p wynosi odpowiednio 0,07672 i 0,01379). 

Ryc. 

Rozkład reszt analizowanych modeli względem wartości przewidywanych (a i b) oraz w odniesieniu do
rozkładu normalnego (c i d) dla liniowego modelu efektów stałych (LMES) i mieszanych (LMEM)

Distribution of residuals against estimated bark thickness (a and b) and normal distribution (c and d) for
linear fixed−effect (LMES) and mixed−effect (LMEM) models
R – reszty, k – przewidywana podwójna grubość kory na wysokości pierśnicy, Qemp – empiryczne kwartyle reszt, Qteor – teoretyczne
kwartyle reszt
R – residuals, k – estimated double bark thickness at the breast height, Qemp – empirical quartiles of the residuals, Qteor – theoretical
quartiles of the residuals

�0 SE �1 SE R2 RMSE AIC
LMES 5,4948 1,5416 1,0001 0,0915 0,5757 5,2151 556,6680
LMEM 5,2460 1,9957 1,0159 0,1160 0,7253 4,4792 551,6149

Tabela.

Wartości parametrów efektów stałych (ß0 i ß1), ich błędy standardowe (SE) oraz miary dopasowania 
(R2 – współczynnik determinacji, RMSE – średni błąd kwadratowy, AIC – kryterium informacyjne
Akaikego) dla liniowego modelu efektów stałych (LMES) i mieszanych (LMEM)

Fixed parameters (ß0 and ß1), their standard errors (SE) and goodness−of−fit measures (R2 – coefficient 
of determination, RMSE – residual mean square error, AIC – Akaike's Information Criterion) for linear
fixed−effect (LMES) and mixed−effect (LMEM) models
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Uzyskane miary dopasowania LMEM, podobnie jak w przypadku większości przy−

taczanych w pracy wyników, wskazują na przewagę modeli efektów mieszanych nad podejściem

klasycznym. Jedną z przyczyn stanowi fakt, że przyjęcie powierzchni próbnej jako efektu

losowego umożliwia uchwycenie wariancji występującej pomiędzy powierzchniami [Fehrmann

i in. 2008]. Ponadto reszty LMEM cechują się większym skupieniem, potwierdzając wyniki

uzyskane przez Wanga i in. [2007]. Jednak brak rozkładu normalnego reszt LMEM w odróżnie−

niu do LMES skłania do prowadzenia dalszych analiz w celu wyjaśnienia zaistniałego zjawiska. 

Podsumowanie

Modele efektów mieszanych są wykorzystywane w przypadku analizy danych cechujących się

grupową lub hierarchiczną strukturą. Modele te składają się z dwóch efektów: stałego oraz

losowego. Efekt stały stanowi element tradycyjnego modelu regresyjnego, natomiast efekt

losowy uwzględnia wpływ występującego w badanej populacji grupowania. Ta sama zmienna

może być uwzględniona w jednym modelu jako efekt stały, a w innym jako losowy. Większość

przytaczanych wyników badań wskazuje na przewagę zarówno liniowych, jak i nieliniowych

modeli efektów mieszanych nad rozwiązaniami tradycyjnym. Badania te sygnalizują również

szerokie możliwości zastosowania modeli efektów mieszanych w leśnictwie. Istnieją jednak

również wyniki wskazujące na wady tych modeli, które stawiają pod znakiem zapytania zasad−

ność ich stosowania w badaniach leśnych. Fakt ten w pewnym stopniu potwierdzają wyniki

uzyskane w niniejszej pracy. Dlatego wydaje się konieczne prowadzenie dalszych badań, które

z jednej strony umożliwią wykorzystanie potencjału tego rozwiązania, a z drugiej pozwolą wy−

jaśnić pojawiające się wątpliwości.
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