Jerzy Boryczka

DWUWYMIAROWY ROZKEAD PRAWDOPODOBIENSTWA ELEMENTOW
I ZJAWISK METEOROLOGICZNYCH

WSTEP

Wspoéizaleznos¢ dwéch parametréw meteorologicznych x, y okresla si¢ zwykle
dwoma liniami regresji, ktore wyznacza si¢ wedlug metody najmniejszych kwadra-
tow, traktujac zawsze jedna ze zmiennych jako zalezng.

Fakt istnienia dwoch prostych regresji, z ktorych jedna okresla zalezno$¢ ele-
mentu y od x, a druga x od y jest bardzo niewygodny, zwlaszcza przy interpolacji
i ekstrapolacji. Biorac pod uwage duza dowolno$¢ przyporzadkowania osi wspol-
rzednych zmiennym Xx, y, graficzne ujgcie zaleznos$ci migdzy parametrami meteo-
rologicznymi nie zawsze jest jednoznaczne.

Dlatego tez, lepiej jest zamiast dwdch prostych regresji wyznacza¢ jedna prostq
gléwnq

ax+by+c=0

majaca t¢ wlasnoéé, ze suma kwadratéow odleglosci punktéw empirycznych (x;, y;)
od niej jest najmniejsza. W odréznieniu od prostych regresji, istnieje tylko jedna
prosta gléwna, ktora spelnia ten warunek. Tutaj nie jest istotne, ktdry z parametrow
x, y bedziemy uwaza¢ jako zmienng zalezna. Kazdej wartosci zmiennej x odpowiada

1 1
dokladnie jedna warto$¢ y i odwrotnie: y=——5-(ax+c), x=——(by+c).
a

Miarg ,,dopasowania” tej prostej do zbioru punktéow empirycznych (x;, y;)
jest wariancja odleglosci punktéw od prostej.

Trzeba zaznaczy¢, Ze ta prosta giéwna najlepiej aproksymuje, w sensie metody
najmniejszych kwadratow, dane ciagi obserwacji elementéw meteorologicznych.
Je$li x, y maja normalny dwuwymiarowy rozkiad gestosci prawdopodobienstwa,
to prosta gléwna pokrywa si¢ z duza osig elipsy prawdopodobienstw. Diugosci
polosi tej elipsy i wspdtczynnik kierunkowy prostej gtéwnej przyjgto jako parametry
rozkladu prawdopodobiefistwa. Miara dokladnosci jest elipsoida bledéw wyznaczo-
na wedlug zasady najwiekszej wiarygodnosci (prawdopodobienstwa). Jej objgtos¢

3‘
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jest miernikiem ,,dobroci” ocen wymienionych parametréw rozkladu w zbioro-
wosci generalne;.

Wyprowadzenia wzoréw podstawowych znacznie upraszczajg si¢ przy zastoso-
waniu rachunku krakowianowego. Wtedy obliczenia sprowadzaja si¢ do elementar-
nych przeksztalcen algebraicznych.

Przypuszcza sig, Ze sugerowana metoda znajdzie w najblizszej przysztosci szero-
kie zastosowanie w badaniach klimatologicznych. '

1. WYZNACZANIE PROSTYCH GLOWNYCH

Dane s3 dwa ciagi obserwacji parametréw meteorologicznych, np. pre¢dkosé
wiatru x i temperatura powietrza y o liczebnosci n

X1 Xp...Xp
X= 1
{Jﬁ)’z---yn} M
Majac zbiér punktéw empirycznych X,-={x‘} , okres§limy wspétzaleznos$¢ para-
' x Vi
metrow X={ 3 }
Jak wiadomo, w prostokatnym uktadzie wspétrzgdnych, rownaniem normalnym
: : a| .
prostej prostopadlej do wektora a= a jest
ajx+a,y+ay,=0 (2)

gdzie a? +al=1.
Odleglo$¢ wzgledna J; (w stosunku do a) punktu X; od tej prostej réwna jest

0;=ayx;+a,y;+a, 3)

przy czym a, jest odlegloscia poczatku wspdirzgdnych O od tej proste;.

Odleglo$¢ bezwzgledna (zwykla) punktu X; od tej prostej réwna jest wartoéci
bezwzglednej |4y

Znajdziemy taka prosta /2/, aby suma odleglosci wzglgdnych J; danych punktow
empirycznych od niej réwnata si¢ zeru, a suma odleglosci |6;| byla najmniejsza

;2'1 %=0 )
i; |6;|=min. (5)

Prosta t¢ wyznaczamy, przyjmujac warunek, aby suma kwadratéw odleglosci
tych punktow od niej osiagnela minimum

3. |6~ ¥, #2=min. ©)

i=1
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Trzeba wiec znalezé takie rozwiazanie ukfadu réwnan liniowych
a; X4 +a2y1 +a0=61

a1x2+a2y2+a0=52 (7)
a;x,+a,%x,+a,=0,
Zeby suma
1

i=1

'21 (a1 x;+a; yi+ao)? (8)

:Ir—n

byla minimalna.
Sumujac stronami te réwnania i dzielac przez n otrzymuje si¢

1 n _ _
7.21 0;=a;x+a,y+a, )

_ 1 n _ 1 n )
gdzie X=— Y. X;, y=— 2, J; sa to $rednie arytmetyczne danych ciaggéw obser-
n i=1 n i=1 .
wacji.

Jak widaé, warunek /4/ moze byé spetniony tylko wtedy, gdy punkt o wspol-
rzednych X—{y lezy na szukanej proste;j.

Réwnanie i-te ukladu /7/ przeksztalémy i zapiszmy w symbolice krakowianowej.
adX;+a, x+a,y+a,=9; (10)
gdzie

Axi=xi—i, AX={Ax1 sz...Ax"}

Ay, 4y,...4y,

Mozna sprawdzi€, Ze

A*x; Ay; Ax;
2__ .. i i i (.
(adX,)" =a {Ax,—Ayi Azyi} a (1n
A wiec
o=a-S-a+(a;x+a,y+4ao)’ (12)
przy czym
1 2 Sszc Syx
jest krakowianem kowariancji
1 1
S2= - Z A%x;, Sz——n- Z A*y, — wariancje zmiennych x, y.
i=1
| . :
S sy x= Y. A4x;4y; — kowariancje zmiennych x, y.
i=1
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Suma kwadratow /12/ jest najmniejsza, jesli

a; x+a,y+aog=0 (14)
czyli
a-S-a=¢ (15)

Oznacza to, ze punkt o wspéirzednych X lezy na tej prostej, bowiem spelniony
jest wtedy warunek /4/.

Wystarczy teraz znalez¢ wartosci ekstremalne formy kwadratowej /15/. Korzysta-
jac, ze a?=1 z réwnania /15/ mamy

a-S=ca (16)
a po przeksztalceniach
a'(S—o1)=0
czyl
a| S:—05S, \_
{az} {sxy S}—o = (17

Sa to rownania jednorodne

al(Si—G')+a25yx=0 (18)
ayS,,+a,(S}—0)=0
o niewiadomych a,, a,

Ax =
We wspolrzednych AX={ Ay} o poczatku X, szukana prosta ma rdwnanie

a,Ax+a, Ay=0 (19)
Ukliad réwnan /18/ ma rozwiazanie niezerowe wtedy, gdy
Si—a S,,

det(S—o1)= S, S,—c =0 (20)

czyli jesli o jest pierwiastkiem tréjmianu
6”—(S2+S52)o+det S=0 (21)

jego pierwiastki

o =3[(Si+S) £V (S,~S)? +457, (22)

sa ekstremalnymi warto$ciami sumy /8/. Tylko jeden z nich, o,,, spetnia warunek
najmnigjszych odleglosci /6/.

Istnieje zatem tylko jedna prosta, dla ktérej suma kwadratéw odlegloéci punktéw
od niej jest minimalna.

Poniewaz suma pierwiastkOw ¢, Omax rOWnania kwadratowego /21/ réwna jest

Comint Omax =S2+ 57 (23)
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a iloczyn
0, 0., =detS>0 (23)

min *~ max

wiec s3 one zawsze rzeczywiste i dodatnie
Proste odpowiadajace pierwiastkom o, i 0y, bedziemy nazywaé gléwnymi
Réwnaniem kierunkowym prostej gléwnej o =0, jest

S

Ay=Si—x;min Ax
Iub
S —¢g_.
Ay=-—"2_"""Ax (24)
Sy

Mozna je rowniez napisa¢ w postaci

Ay=%(s—/s*+4)Ax
przyjmujac

s2—s,;
S= * 25
S , (25)

xy

Eliminujac parametr ¢ z réwnan /18/ i korzystajac, ze a>=1 otrzymuje si¢

S
=t{1t——
‘ i.( \/sz+4)

a§=%(1$\/s:+4)

Proste te przechodza przez §rodek zbioru X i sa prostopadie
Niech krakowian
a,, a
A= 11 %21 (27
{012 az:z )

wyraza wektory prostopadle do tych prostych uporzadkowane od Gy dO O pig.

Sa to kierunki gléwne zbioru X.
Warto$ci 0., Omax 52 to pierwiastki (wartoéci wiasne) krakowianu S. Mozna

sprawdzié, ze krakowian A speinia warunek ortogonalno$ci A?=7, gdzie

= {(1) (1)} (28)

W przypadku szczegélnym o=0, tj.

(26)

2
$2 Sy
Sxy S5

detS= =0 (29)

xy
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Uklad réwnan /18/ jest na ogot sprzeczny. Wowczas proste glowne /24/ staja
si¢ prostymi regresji

Ay-?zl

s (30)
Ax=;’;y—Ay

y

Niesprzecznos$¢ wystepuje w szczegdlnym przypadku, gdy wspélczynnik korelacjt

S

= =x1 (31)
Sx Sy
gdzie s,, s, sa to odchylenia standardowe s,=s2, s,=v 55 .

Niesprzeczno§¢ wystepuje wiegc w przypadku det S=0(r?=1), czyli dla zalez-
nosci funkcyjnej 4y= + Ax. Proste regresji /30/ wtedy pokrywaja si¢ i tworza z osia
x kat 45° lub 135°.

Podwéjny pierwiastek Opin=0mex=2(s>+s2) oznacza r=0. Jesli s—+o0,
to a—11 b—0 — prosta jest rownolegla do osi x (r=0). Dla s—» — 0, a—0, b—>1 —
prosta jest rownolegla do osi x (r=0).

Miarg 6% rozproszenia punktéw danego zbioru X wzgledem prostej o=¢o
jest wariancja odleglosci '

min

n

1
52:7{ Y. (ay4%;+b, Ayi)2=¢7min (32)

i=1
Miara wzgledng za$§ moze by¢ stosunek

° (33)
d, '
gdzie d5=x2472 jest odlegloicia poczatku wspélrzednych X i O. W przypadku

0=0 (r?=1), odchylenie gléwne o -——\/ Omin=0, wszystkie punkty leza na proste;j.
Jezeli odchylenie gléwne rowne jest odleglosci punktu (X, 3) od poczatku wspdl-
rzednych (0, 0), to d/d,=1.
Ten sam rezultat mozna uzyska¢ sprowadzajac form¢ kwadratowg AX-S-4X
do postaci kanonicznej Z-s-Z, gdzie

_jo, O '
s_{O az} (3]

przez odpowiedni obrét (o kat ¢) ukladu wspéirzednych 4X dookola punktu X

Z=4X-A (35)
przy czym A jest krakowianem obrotowym.
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Powinien by¢ spelniony warunek
AX:S-AX=Z-s- Z=4X(tAs7A) 4dX

- z ktérego wynika, ze
S=7tA-'s'7A (36)

gdzie 7 jest krakowianem jednostkowym.
Po elementarnych przeksztalceniach mamy

s=A-S-A (37
Odjecie od obu stron ostatniej réwnosci krakowianu gt(¢ — jest dowolna liczba
rzeczywista) i uwzglednienie warunku A?=1 daje

A-(S—at)-A={al—a 0 } (38)

0 o,—0

Dla ¢=0; otrzymuje si¢ uklad réwnan jednorodnych /18/
A;(S—o1)=0 j=1,2 (39)

A wigc A; jest j-ta kolumna krakowianu /27/.
Zaréwno kolumny, jak i wiersze krakowianu A okreslaja wektory wzajemnie

prostopadie

0 j#l

PRI - A (40)

Aj' Al=
Liczby o¢,, 6, sa pierwiastkami tréjmianu /21/. B
Dokonujac obrotu ukladu wspdtrzednych o kat ¢ dookola $rodka X, zbior
X ulega transformacji

Z=AX-A={Z“ By v z,,l}

Zq2 Zyy - Zpa
przy czym
zy=ay Ax+a;; dy=A,4X (41)
Zy=ay Ax+a, Ay=A, 4X
Mozna sprawdzié, ze
A={Cf)s ¢ — sin (p} (42)
singp  cos¢

Osie Z nowych wspétrzednych pokrywaja si¢ z kierunkami giéwnymi zbioru X.
Zgodnie z wyrazeniem /19/, pierwiastki g, g, s3 to wariancje odleglosci punktow
empirycznych X; od prostych 6=0;=0pna 1 6=0,=0y,

1 n
01=— Z Zi21 (43)
n i=1
1 & (43)
G5 =— Z Zi2
ni=1



42 Jerzy Boryczka

. . z , .
Wykazemy, ze kowariancja zmiennych Z={zl} rowna jest zeru:
2

1 1o -
012=— Z ZitZp=— Z A1'(TAX.')2'A2=A1‘S'A2=°'1A1'A2=0 (44)
n i=1 n =i

bOWiem A1'S=0'1 Al’ a Al'A2=0.
Stad wniosek, ze zmienne z;, z, nie s3 skorelowane. Krakowian kowariancji
zmiennych Z ma postaé
o, 0
s={ !
{0 02}

Dla zmiennych normowanych w sposéb

(45)

krakowian kowariancji S==.
Wtedy tréjmian /21/ upraszcza si¢ do
(1-0)*=0 (46)
1 ma podwdjny pierwiastek o, %02=1. 4
Ax A4y

W ukladzie wspdilrzednych standaryzowanych x'=—, y'=-—— krakowian A
Sy S,

1 —
=it ) “

_ jc0s45° — sin45°
" Isin45°  cos45

przybiera postaé

tzn.

Wynika to bezposrednio z réwnania

(1—6)a11+ra12=0 (48)

ra,q +(1‘6)022=0

Przyjmujac a,,=a,,=1 z pierwszego réwnania mamy a,;=1 i a,,= —1, gdyz
o,=1+r, a g,=1-r.

We wspéirzednych standaryzowanych, prosta giéwna jest nachylona pod katem
45° do osi x.
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Mozna sprawdzi¢, ze rowniez dla zmiennych

1 1]
e
yll yf (1 1>

krakowian kowariancji jest jednostkowy.

Przyklad 1

Niech zbiér X stanowia Srednie 10-letnie (okres 1951 - 1960) wartosci wilgotnosci
bezwzglednej z 60 stacji meteorologicznych o danej szerokosci geograficznej. Dla
poréwnania wezmiemy pod uwage pétrocze ciepte (IV - IX) — zbidr X, i pétrocze
chtodne (X - III) — zbiér X,. Srodki tych zbioréw okresla tabela 1.

Tabela 1
Zmienne X Pélrocze cieple Pétrocze chlodne
Szeroko$¢ geograficzna ® 51,8217 51,8217 1°
Wilgotnos$¢ bezwzgledna
powietrza p 9,2355 4,7538 g/m3

Krakowiany kowariancji maja postaé

IV -IX X - II1

S 2,545 . e 2,545 .
70,1502 0,4801(’ ~ 10,2212 0,1570(°
Ich pierwiastki
IV -IX X - III

{2,556 0 {2,566 0
=Y 0  04692(° °T) 0 0,367

speiniaja réwnania
IV - IX 0*—3,02516+1,19929 =0
X -1II | 02 —2,70200 +0,334936 =0
Kierunki gléwne danych zbioréw wyrazaja krakowiany
Iv-IX X -III

A= 0,9974 0,07214| A= 0,9958 0,09143
~10,07214 —0,9974 (’ ~10,09143 —0,9958
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A wiec proste gléwne nalezace do mniejszych pierwiastkow o, maja rownania

IV-1IX p=0,07233 ¢+ 5,487
X - 111 p=0,09182¢9—0,004185
Réwnania zaé prostych regresji maja postac
Iv-1X p=0,05900¢+6,178
¢=0,3128p +48,93
X - 111 p=0,08688¢+0,2514

9=1,408p+45,13

Rozproszenie punktow empirycznych X,-={zi} wzgledem - prostych gléwnych

charakteryzuja odchylenia odleglosci
IV - IX 5=+0,4692=0,6850
X - 111 5=+/0,1367=0,3698

Jak wida¢ jest ono znacznie wigksze w péitroczu cieplym niz chiodnym.

2. ELIPSA PRAWDOPODOBIENSTW ZMIENNYCH METEOROLOGICZNYCH
Przyjmiemy, Ze w populacji parametry maja normalny rozkiad gestosci prawdo-

podobienstwa

1
f(x)_____z_j.tIiyi—%e—%(X‘u)‘l’"(X—u) (49)

gdzie p jest srodkiem populacji, a ¥~ — odwrotnoscig krakowianu kowariancji
\P={!Pll T21
le ql22
Liniami stalej gestoéci prawdopodobienstwa sa elipsy o réwnaniu

AX-¥ 14X = c?=const (50)

Obréémy uklad wspolrzednych Z=AX-A tak, by forma kwadratowa c‘2 miala
posta¢ kanoniczng

Z-y'-Z=c* (51)

_Jyunn O
: "’—{ 0 'l’zz}

przy czym
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Z porownania wyrazen /50/ i /51/ wynika, ze

YolozA-y 1A

i (52)
Yy l=A-¥ 1A
a nast¢pnie
=AY !-A) " '=A-¥-A (53)
czyli N
Jak widaé elementy krakowianéw ¥, i
1 .
2
yoi= Y1
1 . 1 ;
v |
spelniaja réwnania
1
det(¥—Vyi1)=0 i det(‘l‘“—y-ﬁt)=0 (54)
j

A wigc krakowian transformujacy A wyraza kierunki gtéwne populacji X. F ﬁnkcjeg
rozktadu gesto$ci zmiennej X mozna zatem wyrazi¢ wzorem

f(Z)= o TR (55)
2ny s,
gdyz det Y=dety=y, v,.
Rozklad ten, to znaczy
-g.ii 1 —%ii :
f(Z)= e Vi. e Vi (56)
\/27“//1 \/ZTW/:z

wskazuje na niezalezno$¢ parametréw Z. _
Elipsa prawdopodobienistw /51/ ma orientacj¢ zgodna z wektorami A. Jej osie
‘leza na osiach gléwnych populacji X i maja dlugosci c v, ¢ ¥, . Ma ona powierzchnig
TéWna ‘ S -
D=4nc y,y,=4nc|¥|* | (57)

Zalézmy teraz, ze w populacji zmienne Z sg niezalezne i maja gesto$¢ okreslong

WzZorem
-3 izl Az_zz. '
f(Z)= e Vi ¥ | (58)

2ny 1y

Poniewaz punkty empiryczne Zi={ ‘1} mozna traktowaé jako zdarzenia nie-

Zjp
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zalezne, wobec tego prawdopodobienstwo zrealizowania zbioru

Z=Ax-;&={z“ "B e z"‘} (59)
212 222 +++ Zp3
jest rOwne
F(2)=f(Z,)f(Z,) ... f(Z,)
czyli
= 2 1(-42211 AZz,z)
F(Z)=—— e 60
(2ny 1 y,) (60)

Estymatory \Tt paré.metrc')w rozkladu y otrzymuje si¢ z warunkow maksimum
funkcji wiarygodnosci L=F(Z)

InL=InF(Z)=max (61)

Z rownan wiarygodnosci

olnL 0 dlnL

FT7R Y (2
wynika, ze
- | .
W1-01=;i=212i1 (63)
~ 1 2

A wiec wedlug zasady najwigkszej wiarygodnosci w populacji rozklad gestosci
prawdopodobienstwa okresla wzoér

zl+z,_)

J(X)= e e (64)

27t\/0'1 g,

o . . 1 . . . A >
Poniewaz zmienne :/—_— ) \/——_ sa niezalezne 1 maja normalne rozklady gestosci
04 02

prawdopodobienistwa o parametrach (0, 1) [3], wobec tego zmienna

(65)

ma rozklad Chi — kwadrat y?> o dwdch stopniach swobody

f(e)=1e 2 (66)
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Prawdopodobiefistwo polozenia punktu X wewnatrz elipsy c=c, jest réwne

2
cg ¢

P(c<c,) = p= J e 2dc?=1—e %% (67)

co jest zgodne ze wzorami [5, s. 431].

Prawdopodobienstwo polozenia X w pierscieniu elipsy ¢, <c<c, wynosi

Cc2
P(01<CS02)=-’*]e_*“2d02=e_*‘%~e%‘§ (68)
Odwrotnie, przyjmujac poziom ufnosci p mozna znalez¢ przedzial ufnosci (0, Cg)
1
=In
? o (1-p’
Z prawdopodobienstwem p w1adomo ze punkt X lezy wewnatrz elipsy o potosiach

C\/O’l, c\/a2

We wspotrzednych Z funkcja wiarygodnosci wyraza sie

1 221 Zizz
InL=—nln2—nln(yy,)—— ( ! ) (70)
2 Z vi V3

(69)

Jak wiadomo [4], estymatory najwi¢kszej wiarygodnosci sa najefektywniejsze
i posiadaja tutaj dwuwymiarowy asymptotycznie normalny rozktad o krakowianie

kowariancji
InL)™1
A=—E { gin } (71)

gdzie E jest symbolem usrednienia. Ze wzgledu na E(o;) =y} i E(6,)=y? otrzymuje
si¢

[ 2n 17t [v?
= 0 LA
Vi1 2n (72)
A=T 2 (= 1 2 }
n
o = 0o 22
va) L 2n]
Oznacza to, Ze estymatory ¥,, ¥, maja rozklad prawdopodobiefistwa o gestosci
z% z_%
fy=—"e """ %) (73)
172
skad
A n 3 1 —n—z—lz-
Sy (—) —g ¥
n 1

3 (74)
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Przyjmujac odpowiedni poziom ufnosci p mozna w znany sposob znalez¢ przedzialy

ufnosci dla parametréw populacji v, , ¥, . Zawsze musimy jednak zastapi¢ w powyz-
szych rozkladach nieznane wariancje wl, w3 pierwiastkami o,, 0, z préby X.

Przykiad 2

Napiszemy réwnania elipsy prawdopodobienstw i wyznaczymy jej powierzchnig
wedlug danych z przykiadu 1.
Przyjmujac c=1 mamy

IV - IX z; n 2 1
1,599%  0,6850%

X - 111 i 4 z 1
1,6022 0,3698%

Ich powierzchnie wynosza: w potroczu cieptym D=3,442, w pétroczu chlodnym
D=1,861.

Przyblizonymi krakowianami kowariancji estymatoréw y sa

IvV-1X X-1II

e 0,0213 0 A 0,0213 0
~) 0 0,0040(° ~] 0 0,001139

Z prawdopodobienstwem 959, wiadomo, Ze w zbiorowo$ci generalnej pdtosie
elipsy prawdopodobienstw leza w przedzialach

IV -1X 1,3130 <y, <1,8850
0,4000< y, <0,9720
X - TI1 1,3160<y, <1,8880
0,3036 </, < 0,4360

3. ELIPSOIDA BLEDOW

Zalézmy, ze parametry meteorologiczne maja w populacji rozklad o gestoSci
prawdopodobienstwa

1 .
f(x)=§; |T,-%e—%4x.w-x.Ax (75)

Prawdopodobienstwo zrealizowania zbioru X jest rowne

F(X) =f(X1)f(x2) f(Xn)

to znaczy

1 -% :"‘, AXy- Y -1.4X
F(X) =(_2E—)Wﬁ e i=1 : (76)
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Funkcje wiarygodno$ci L=F(X) wyrazimy w postaci

n 1 - _
lnL=—nln2—71n(y/1y/2)——n~ Y Xi—p) ¥ (X;—p) (77)
i=1

" } i ¥ weZzmiemy pod uwage u, ¥ i «, przy czym o
2

jest wspOiczynnikiem kierunkowym prostej gldwnej nalezacej do mniejszego pier-
wiastka o,=0_;,. Krakowian kowariancji ¥ daje si¢ przeksztalci¢

Zamiast parametrow p= {ﬂl

_ L fyi+diy; a(yi—vD) 78)
1+a? |a(y;—wd) vi+aiyl
czyli
'1+ , 1 (1 1)
11 vi v v w3 | (79

T 1+a?] (1 1) 1 '
|l 5——) —ta'—
\v: wi) vi o vl |

Nalezy zauwazy¢, ze posta¢ krakowianéw ¥'i ¥ ~! jest podobna, z tym Ze w dru-
gim przypadku zamiast pierwiastkéw y,, ¥, wystepuja ich odwrotnosci.
 Estymatory @, Y, &, znajdziemy z warunkéw najwiekszej wiarygodnosci

VL=0
gdzie
r a 9
atu def vu
V=3 . t =1V, (80)
d \
| 6o |

jest krakowianowym operatorem rdézniczkowania.
Rézniczkujac funkcje wiarygodnosci /77/ przy uwzglednieniu wyraZzenia [79/
mamy

V,inL= Y (X;—p)-¥ '=0 (81)
i=1
1 n
skad p=— ) X;=X
n =1
InL ov ! 1
e A%, A= — D o (s2=2us,,+as?) =0(82)
| oy, v 2 i=1 oy vy yi(l+a%)
dlnL 1 ® op 1 n o1 : \
=y A, X =L S (a 24 2us,,+5D)=0  (83)
oy, Y2 2 =1 oy, w, yil+ta
S
dlnL 1 2 ovr~! 1 /1 1
w2 & K AX =ﬂ?(ﬁ*?)sn(a2—sa—n=o (84)

4 Prace i Studia UW
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Z ostatniego réwnania wiarygodnosci (v, #v,)

a’—sa—1=0 (85)
wynika, Ze estymatorem o« jest wspélczynnik kierunkowy prostej giownej o=ap;,
réwny

&=3(s—Vs* +4)=a, (86)
Po uwzglednieniu /86/ réwnania /[82/ przybieraja postaé
n n
—'—'+‘—§ (/) 1 =0
Vi Vi (87)
n n
"‘—"+—§ () =0
V2 V2
Wowczas
-1
" v 2no;
4X; 4X,=—_ 88
oy~
gdyz det =0
aw" A~ A A A
Ostatecznie otrzymuje si¢ ¥>=0;, Y3=0,. A wiec ¥=S, ¥-1=8-1,
Zgodnie z powyzszymi stwierdzeniami estymatory U
'121. _ 'Ih'
R H2 B2 laes (A1
AU=U—-U=1y; 1—q¥1 ¢ ={4y (89)
V2 V2 4o
. & P . a

bedace rozwiazaniem rownan najwigkszej wiarygodnosci (prawdopodobiefistwa)
maja S-wymiarowy asymptotycznie normalny rozklad gesto$ci prawdopodobieni-
stwa

40 1
— Al te34U-A-1.4U
fO) =g i lAl % (90)
gdzie krakowian kowariancji A okreSlony jest wzorem
A= —(EV’InL)™! (91)
przy czym
\
Vi= V={V,, V., V; } (92)
V.V. V,V, V2
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Elementy krakowianu EV? In L wynosza

1) EVZInL=-n¥"! (93)
2) V,V,InL=0, V,V.Ina=0
[ 2n ’
— 0
V1 -1
3) E(VilnL)=] | =2n\
0 2n
| vi
4) E(V,V,InL)=0
n 1 1
5 VnL=—— [ S5——}s5,, (20—
) (1+a2)2(w§ w?)s’( *=9)

wi-v3)* 1

E(V’InL)=—n
(Velnl)=—n =t e

bo
Es,,(20—s)=—tyi—y3)

Zatem krakowian kowariancji A~! wyraza si¢

mP!
2ny 1 -
A = 2 22 ' (94)
(wi—w2) 1
Vv (+a
skad
n n
WIZ ng
n n
w2
A=‘ E;ll‘ 4 (95)
vi
2n
1 yiy; 33
(1+a%)
n (Wi-y3) ‘

Biorac pod uwaéq /95/ mozna napisac
@@= WS (@&) (96)

4
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gdzie _
A h -— - \ -1,
f(u)=\2Ln|“'l e 07)
P n _
fQn)= g nvivtiidy (98)
Yy,

% n (Yyi-v3)?2 4%
n g W W —_ 1 2
f(a)=(7) s (L+a?)e 2 ¥iv3 (Fad?
n) Yi—Y>

Wedlug powyzszych rozkladéw mozna wyznaczy¢ przedzialy ufnosci dla pa-
rametrow p, y, o. Z punktu widzenia badan klimatologicznych najistotniejsza jest
znajomo$§¢ przedzialu ufnosci dla wspétczynnika kierunkowego « prostej gtéwnej.
W=W¥mn- 1ak jak poprzednio nalezy wstawi¢ w miejsce nieznanych parametréw
populacji y, o przyblizone wartosci s, a, (estymatory), wyznaczone z préby X.

Elipsoid¢ bledéw parametréw U mozna wyznaczyé sprowadzajac jej réwnanie

AU-A™1- AU=C?=const (99)
do postaci kanonicznej .
Au-L" - du=C? (100)
gdzie _
Al
)v: { T . } (101)
L A3
wedhug przeksztalcenia ortogonalnego
u=4U-B (102)

Podobnie jak przedtem zwiazek migdzy krakowianami A, A i B ma postaé
A '=tB-A"1.:B
A '=B-A"!B

(103)

Odejmujac od obu stron ostatniej réwnosci krakowian przekatny Il— T otrzy-
j

muje si¢

1
Bf(A_"—— T)=0 | (104)

1
det (A 1-1—21)=o (105)
J

czyli
det(A—471)=0
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gdyz wedtug wzoru /103/
A=(B-A"1-B)"!=B-A‘B (106)

oraz

1
det (A 1—-'17 t)— —/1— detA—l det(A—AfT)
J

A wigc liczby A; sa to pierwiastki krakowianu kowariancji A. Wyznaczy¢ je
nalezy z réwnania

1 1
det (A— A7 1) =det (_ -1 1:) det (2— \ll—l_,-'cz) (Ass—43)=0 (107)
n n

skad
, (1
— i
1
—v;
n
1
)\v =1 ——— 2 >
m (108)
1 2
n Va2
1 yiy;
— (1+a’)?
{ n (yi-y3)
Elipsoida bledéw ma réwnanie
2 2 2
u, Uy Us 2
4+ =t F==C
Tt (109)
Jej objetoéé jako miara dokladnosci oszacowania parametrow U jest rowna
2 /C\? 1+0?
G=—ﬂ(—) Wi!”;-z——z (110)
3 n Vi—V2

Jesli n— oo, wtedy G—0 jest miarg ufnosci, gdyz mozna wyznaczy¢ prawdopodo-
bienstwa, z ktérymi oceny U beda lezaly wewnatrz tej elipsoidy. Ma ona orientacje
taka jak wektory wlasne B. Jej pélosie A; sa to pierwiastki kwadratowe z wariancji
zmiennych u;.

% ); =.;11_ ; B- (z4U,)*B (111)

i=1
=B-A-B=A%

Rozklad gestosci /90/ mozna wi¢c wyraziC wzorem

1\? 1 YL
S(w)= ( ) m et (112)
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Zatem zmienna c2=u-A"1!

Jerzy Boryczka

-u, bedaca suma kwadratéw zmiennych niezaleznych

U o rozkladzie normalnym standaryzowanym ma rozkiad Chi — kwadrat ¥ o 5

stopniach swobody

fs(C2)=

2T (3)

Cle 2

Cc2

(113)

Prawdopodobienstwo tego, Ze btad 4U lezy wewnqtrz elipsoidy C=Cy jest rowne

Przyklad 3

P(C<C,)=

2’}1" €y [

N

n 2

5 C

—_—

)

Ce 7 dC2 (114)

r

gdzie I, y sa symbolami kompletnej i niekompletnej funkcji Gamma.

Odwrotnie, przyjmujac odpowiedni poziom ufno$ci p mozna wyznaczy¢ prze-
dzial ufnosci (0, C,), a tym samym diugos$ci poszczegdlnych osi elipsoidy doktadnosci
i jej objetosé. Najwygodniej jest postugiwaé sig tablicami rozkladu x2.

Dla zbioréw X, X, (przykiad 1) przyblizony krakowian kowariancji estymato-

ré6w U ma postaé
IV-IX

X-1I

A=

Skad wynika, Ze
IV-1IX

0,0424 0,0025

0,0025 0,0080

0,0424 0,0037

0,0037 0,0026

0,0426

0,0080

0,0213

0,0213

0,0213

0,0040
0,0047)

0,0011
0,0010

0,0040
0,0047
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X-1I
0,0426
0,0022
A= 0,0213 s
0,0011
0,0010 |
Zatem elipsoida bledow C=1 ma rownanie
IV - IX
2 2 2 2 2
U + uz i us _+ Us 4 us -

0,2064 0,0894“ 0,1456° 0,0632° 0,0316

X -1II

uy u; k| ul us
z Tt 3t 3T 2T ;=1
0,02064°  0,0469* 0,1459 0,0332* 0,0316

Ich objetosci sa rowne: w péiroczu cieptym G=4,755-10"5, w pé6troczu chio-
dnym G=6,480-10"¢.
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Jerzy Boryczka

TWODIMENSIONAL PATTERN OF PROBABILITY OF OCCURRENCE
OF METEOROLOGICAL ELEMENTS AND PHENOMENA

Summary

In his study the author embarked on establishing methods for defining the twodimensional
pattern of the density of probability of meteorological variables. At the outset he presents a fairly
simple method of defining the main straight line characterized by the fact, that the sum of the
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squares of the distances of empiric points from this line is smallest. In contrast to the line of
regressions, only one line exists which satisfies this condition. It is immaterial which one of the
variables is treated as subordinate. The gauge indicating, how far the straight line is best adjusted
with regard to the group of empiric points, is the variance in distance of the points from the straight
line.

Chapter two deals with a method of plotting the ellipse of probability of atmospheric pheno-
mena in a cracovian concept. In conclusion the author presents a way of how to construct an
ellipsoid of errors in meteorological variables, starting out from equations of highest probability.
He gives definite examples of how to apply the formulae he has developed, taking into considera-

tion the pattern of absolute humidity determined for the 1951 to 1960 period for the area of
Poland. '

Excu Bopuiuxa

ABYUIMEPUTEJIBHOE PACITPEJEJIEHUE BEPOATHOCTU METEOPOJIOI MUYECKUX
QJIEMEHTOB 1 ATMOC®EPHBIX SIBJIEHUM

Kpatxoe @3noxenne

I'maBHOM nEIBIO PaboTEHI ABJLIIOTCS METOABI ONPENCIICHANA ABYA3MEPHTEJIBHOIO pacmpenelie-
HHs1 TYCTOTBI BEPOSITHOCTH METEOPOJIOTHIECKAX NEPEMEHHBIX. C Havala HpencTABICH IOBOJIBHO
IPOCTO# METOX ONpEACIICHNAS TIIABHOM NPSIMOM, XapaKTEePH3YIOMMAACA TEM CBOMCTBOM, 9TO CyMMa
KBaJpaTOB PACCTOSIHHAN or]nee SMIIAPHYECKHX NYHKTOB ABJISCTCS HAUMERbIIEN, B 0TIIMYAY OT IMHER
PETpecCHE CYyIMECTBYET TOJIBKO OAHA NpsiMasi, KOTOPasi HCHOJIHAET 3TO ycioBme. He To sBiseTcs
CYIECTBCHHBIM, KOTOPYIO M3 HEPEMCHHBIX TPAKTYeTCsl KAk 3aBECAMYI0. Mepoix OpHECOOCOONIen-
HOCTH 3TOH HpsSIMOM K MHOXECTBY SMIMPHYECKUX IyHKTOB SBJISCTCA BapHAHIHASA PACCTOAHHAS IyHK-
TOB OT IpsAMOA. BTopas riasa TpaxTyeT O CIHocoGe ompenesieHds HJLIMnca BEPOSITHOCTH aTMOC-
(GepHEIX sBIICHHN B XPAaKOBSHOM HOAXOAE. B xoHme IOPEACTABJIICH METOM ONPEAECICHHS SJUIMICOUNA
IOrPEMIHOCTE! METEOPOJIOTHYECHX NEPEMEHHBIX, ACXCONA H3 YPaBHEHHIM Hamboibme# xocroBep-
HOCTH. IIpHBOIATCA KOHKPETHEIE TPAMEPHI TPAMEHECHHS BBIBCACHHEBIX (OPMyJI, MpHEAMAS BO BHH-~

Ma=ue pacnupeze/icHHe abCoMOTHOM BIAXHOCTH Ha TeppHTOPHHA ITONBINE (HECHTHICTHHH nepuaon
BpeMeHH 1951 - 1960).



