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Wstep

Modelowanie rozktadéw piersnic za pomocg réznych rozktadéw teoretycznych ma duze znacze-
nie dla teorii i praktyki lesnej. Rozklady piersnic sg wykorzystywane m.in. do konstruowania
modeli wzrostu drzew oraz modeli struktury i budowy drzewostanéw [Bruchwald 1999]. Analiza
tego typu modeli pozwala na zrozumienie mig¢dzy- i wewngtrzgatunkowych oraz migdzy-
i wewngtrzgeneracyjnych zaleznosci, co jest podstawg konstruowania i weryfikowania modeli
opisujgcych dynamike m.in. wielogatunkowych i wielogeneracyjnych drzewostanéw [Siekierski
1991; Zasada 1995, 2000; Poznariski 1997; Pretzsch 1997, 1998; Mason 2000].

Badajgc stopieni zgodnosci rzeczywistych i teoretycznych rozkladéw piersnic mozna wyko-
rzystaé pojedyncze rozklady, ale cz¢sto zachodzi koniecznosé zastosowania bardziej ztozonych
modeli [Maltamo, Kangas 1998; Zhang i in. 2001; Liu i in. 2002]. Tego typu sytuacja wyst¢pu-
je, jezeli (1) rzeczywisty rozklad piersnic jest dwu- lub wielomodalny oraz gdy (2) rzeczywisty
rozklad piersnic sktada si¢ z dwéch lub wigkszej liczby réznych grup, ktére chcemy zidentyfi-
kowa¢ (np. réznych gatunkéw drzew, generacji wickowych czy klas biosocjalnych). Wéwczas
mozna zastosowac rozklady mieszane, bedgce mieszaning dwéch lub wigkszej liczby rozkladéw
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teoretycznych (np. rozkltadéw normalnych, Weibulla lub gamma). Jednym z podstawowych
probleméw wystepujacych podczas obliczania parametréw rozktadéw mieszanych jest ustalenie
wartosci startowych, od ktérych najczgsciej stosowany algorytm EM (ang. expectation maximi-
sation) polaczony z metodg Newtona rozpoczyna estymacje parametréw [Bohning 2000;
McLachlan, Krishnan 2008]. Modele mieszane byly stosowane przede wszystkim do aproksy-
macji rozktadéw piersnic w drzewostanach wielogatunkowych i wielogeneracyjnych [Zhang i in.
2001; Liu i in. 2002; Zhang, Liu 2006] oraz do identyfikacji réznych grup drzew [Hessenmoller,
von Gadow 2001; Zucchini i in. 2001]. W Polsce modele mieszane zostaly po raz pierwszy zas-
tosowane w naukach lesnych przez Siekierskiego [1991] i Zasadg [2003, 2005].

Celem pracy jest (1) wprowadzenie do teorii rozktadéw mieszanych, ze szczegélnym
uwzglednieniem réznych metod okreslania wartosci startowych procedury numerycznej (algo-
rytm EM oraz metoda Newtona) wykorzystywanej do estymacji parametréw rozkladéw
mieszanych, (2) przedyskutowanie sposobéw postgpowania podczas wyboru liczby i rodzaju
rozktadéw skladowych oraz metod okreslania wartosci startowych, a takze (3) zaproponowanie
procedury estymacji parametréw rozktadéw mieszanych.

Podstawy teorii rozktad6w mieszanych

INFORMACJE WSTEPNE. Rozktady mieszane skladajg si¢ z dwéch lub wigckszej liczby rozktadéw
sktadowych, zachodzacych na siebie czgsciowo (ryc. 1) lub catkowicie (ryc. 2) i wystgpujacych
w pewnej proporcji (okreslonej przez wagi, czyli frakcje). Suma rozktadéw sktadowych tworzy
rozkltad mieszany. Stosujac rozklady mieszane nalezy w pierwszym ctapie okreslié¢ liczbe
rozkltadéw sktadowych oraz wybraé okreslony rodzaj rozktadu teoretycznego, ktéry bedzie
tworzyl rozklady skladowe (moze to by¢ np. rozktad normalny, Weibulla lub gamma). W drugim
etapic nalezy estymowac zestaw wszystkich parametréw rozkladu mieszanego, dla ktérego
uzyskuje si¢ najlepsze dopasowanie do rozkladu rzeczywistego. Zestaw wszystkich parametréw
rozktadu mieszanego zawiera parametry poszczegélnych rozktadéw sktadowych oraz proporcije,
w jakiej jego komponenty wystgpuja.

DEFINICJA T CHARAKTERYSTYKA ROZKLADOW MIESZANYCH. Zal6zmy, Ze zmienna losowa X jest
okreslona w przestrzeni X oraz ze jej rozktad losowy jest reprezentowany przez funkcje gestosci
postaci:
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Rye. 1.

Rozktad mieszany ztozony z dwéch rozktadéw sktadowych gamma czg¢sciowo zachodzgcych na siebie
Mixture distribution composed by two gamma component distributions overlapping partly
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Rye. 2.

Rozktad mieszany ztozony z dwdch rozktadéw sktadowych gamma catkowicie zachodzgcych na siebie
Mixture distribution composed by two gamma component distributions overlapping completely

j
Sxb | w)=2mifi(v | 0), xeX (1]
przy czym:
_ T V%) T4
v of 0, .. 0/
gdzie

l.
i=1, 2,.., £ 0<7<1; Y, =1
i=1

Mozemy powiedzied, ze zmienna losowa X ma rozklad mieszany ztozony z £ rozktadéw sktado-
wych oraz ze f(-) jest funkcjg gestosci rozktadu mieszanego, «; sq to wagi (frakcje), a f(-)
— funkcje gestosci poszezegélnych sktadnikéw tworzacych rozktad mieszany. 6, oznacza para-
metry rozktadu f(-), a v — zestaw wszystkich parametréw rozktadu mieszanego. Indeks T ozna-
cza macierz transponowang.

Zgodnie z przedstawiong definicjg funkcje gestosci rozkltadu mieszanego, np. dla rozktadu
gamma (zalézmy, ze ten rozklad teoretyczny przyjmujemy za rozklad sktadowy) i dwdch
rozktadéw skladowych (zat6zmy, ze stosujemy mieszaning dwdéch rozkltadéw), mozemy zapisaé
jako: .

Somn @ 1 W) = S0 (6 10) = mfeunn( | 0) + m2fimnls | 62) 2]

gdzie:

a; -1
f(g,,m),-(x | 9,~)=f(g,,,,,)~(x le,, B, 7’/): W e Pl - funkcje gestosci rozktadéw

sktadowych gamma (@, — parametr ksztattu, 8, — parametr skalujacy, y, — parametr przesu-
nigcia, I(-) - funkcja gamma).

Przedstawiony rozklad mieszany jest okreslony przez osiem parametréw, z czego szes¢ (o, B,
Y O /32 yz) — okresla rozklady sktadowe, a dwa (m,, TEZ) charakteryzujg udzial sktadnikéw
rozktadu mieszanego.

Kazda funkcja gestosci rozktadu mieszanego jest catkowalna, a ponadto spelnia nastgpu-
jace warunki:
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ESTYMACJA PARAMETROW ROZKELADOW MIESZANYCH. Standardowg procedurg estymacji para-
metréw rozktadéw mieszanych jest metoda najwigkszej wiarygodnosci (MLE; ang. maximum
likelihood estimation), wykorzystujgca do znalezienia maksimum funkcji wiarygodnosci algo-
rytm EM polaczony z metodg Newtona [B6hning 2000]. Funkcja wiarygodnosci dla danych
pogrupowanych (dla wyréznionych stopni grubosci) przedstawiona jest w postaci [Du 2002]:

/L 1(14/) = Z:lﬂ/- log P/-(l//) [3]

lub
n .
IL () = —zz n, log [ ("’)j 0,=% [4]

gdzie:

P].(y/) — teoretyczne prawdopodobieristwo zdarzenia, ze dana piersnica nalezy do j-tego

stopnia grubosci,
O/. — empiryczna czestosé wzgledna dla /-tego stopnia,
/- liczba stopni.

Znalezienie maksimum funkcji wiarygodnosci /L, () jest réwnoznaczne ze znalezieniem mini-
mum funkcji wiarygodnosci /L,(y) i pozwala na estymacj¢ parametréw rozktadu mieszanego .
Funkcja wiarygodnosci ma na ogét bardzo skomplikowang, wiclowymiarowg postaé i dlatego
znalezienie ekstremum globalnego wymaga zastosowania metod numerycznych. Najczgscicej
stosowang metodg numeryczng jest algorytm EM potaczony z metodg Newtona [McLachlan,
Peel 2000]. Zbiezno$¢ procesu iteracyjnego oraz szybkos¢ obliczeri zalezy w duzym stopniu od
przyjetych wartosci startowych procedury numerycznej. Im wartosci startowe sg bardziej zbli-
zone do wartosci, dla ktérych funkcja wiarygodnosci osigga ekstremum globalne, tym wigksze
jest prawdopodobieristwo zbicznosci procesu iteracyjnego oraz tym wigksza jest szybkos¢
obliczen. Precyzyjne wyznaczenie wartosci startowych ma szczegélne znaczenie w przypadku
estymacji parametréw dla rozkladéw mieszanych sktadajacych si¢ z rozkltadéw sktadowych
catkowicie na siebie zachodzacych (ryc. 2).

Estymujac parametry nalezy, o ile jest to mozliwe, funkcje gestosci rozktadéw sktadowych
przedstawi¢ w formie, dla ktérej wartosci startowe mogg by¢ ustalone na podstawie wartosci
aproksymowanych danych rzeczywistych [Du 2002; McLachlan, Krishnan 2008]. Jest to proce-
dura optymalna, poniewaz dla tej postaci funkcji gestosci rozktadéw skladowych wartosci star-
towe sg generowane ze zbioru danych rzeczywistych. Parametrami rozkladu normalnego sg
srednia i odchylenie standardowe (#;, 6,), a parametrami rozktadu Weibulla i gagmma — parametr
ksztattu i parametr skalujacy (a;, B). Dlatego na podstawie analizy histogramu danych rzeczy-
wistych mozna generowaé wartosci startowe dla normalnych rozktadéw sktadowych (czyli dla
#;, 0;), natomiast nie jest to mozliwe dla rozktadéw sktadowych Weibulla i gamma (okreslonych
na podstawie a;, B,). W przypadku tych dwdch ostatnich, parametry a;, B, mozna zastapic para-
metrami #,;, o, (dla rozktadu Weibulla i gamma znajac a;, B, mozna obliczy¢ x,, o, i odwrotnie).
Po tym przeksztatceniu réwniez dla rozktadu Weibulla i gamma mozna generowac wartosci star-
towe ze zbioru danych rzeczywistych. Z tego wzgledu w programach obliczajacych parametry
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rozkltadéw mieszanych dla rozkltadéw sktadowych Weibulla i gamma jako wartosci startowe
wprowadza si¢ przyblizone wartosci #,, o,, a nie a,, B; [Haughton 1997]. W tej sytuacji wektor
parametréw 0=(a,, B) jest przedstawiany jako 9[.*=(ﬂi=j; (a,, B), o=, B)), gdzie j; if,s3
funkcjami pozwalajgcymi na obliczenie x;, o, przy wykorzystaniu wartosci parametréw a,, B,
[Du 2002]. T tak np. dla rozktadu mieszanego ztozonego z rozktadéw sktadowych gamma (ryc. 1)
odpowiednie wektory parametréw przyjmujg nastgpujgce wartosci: 0,=(a,=2,3306; f8,=6,0499),
0,=(a,=18,6662; P,=2,2854) czyli 0,'=(u,;=14,10; 6,=9,236), 0, =(1,=42,66; 6,=9,874). Natomiast
udziat rozktadéw sktadowych wynosi 7,=0,7929; 7,=0,2071, a z kolei parametr 71=3/2=9,9.

Dla rozktadéw mieszanych zlozonych z dwéch rozktadéw skladowych najczesciej
stosowane sg nast¢pujgce metody okreslania wartosci startowych [Bohning i in. 1994; Seidel
i in. 2000a, b; Du 2002; Zasada, Cieszewski 2005; Podlaski 2010]:

— min.£/max.£ — algorytm numeryczny rozpoczyna estymacj¢ parametréw od wartosci star-
towych x#)=min.4; o)=s i 7)=0,5 dla pierwszego rozkladu sktadowego oraz u)=max.£; 6)'=s
i 7r20=0,5 dla drugiego rozktadu sktadowego (min.£, max.£, s s3 to odpowiednio najmniej-
sza i najwigksza £-ta piersnica oraz odchylenie standardowe wszystkich piersnic zbioru
danych rzeczywistych). Za min.# i max.# przyjmowana jest najpierw min.1 i max.1, czyli
piersnica najmniejsza i najwi¢ksza, nastgpnie min.3 i max.3, czyli pier$nica trzecia ,,0d
dotu” i trzecia ,,od géry” i wreszcie min.6 i max.6, czyli piersnica szdsta ,,od dotu” i szésta
,0d géry”. Po wykonaniu trzech estymacji za maksimum globalne przyjmujemy wartos¢,
ktdra byta najwicksza dla funkcji wiarygodnosci /L. (y) i ktéra przynajmniej dwukrotnie
wystgpita w zbiorze wynikéw obliczen.

-0,5/1,5/$rednia — estymacja parametréw rozpoczyna si¢ od wartosci startowych ﬂlo=0,5m;
o=s i n)=0,5 dla pierwszego rozkladu skladowego oraz u)=1,5m; o)=s i £)=0,5 dla dru-
giego rozkladu sktadowego (# jest to srednia piersnica obliczona dla calego zbioru danych
rzeczywistych).

— §rednia/odchylenie standardowe/ustalone — scenariusz ten realizowany jest w dwdéch
etapach. W pierwszym etapie estymacja parametréw rozpoczyna si¢ od wartosci starto-
wych u{=m,; 6)=s;, i m)=w, dla pierwszego rozkladu sktadowego oraz uy=m,; o)=s,
i 71720=w(;2 dla drugiego rozktadu sktadowego, przy czym wartosci m,, 5., 7, $3 ustalone
(tzn. nie sg zmieniane w trakcie obliczerl). W drugim etapie estymacja parametréw
rozpoczyna si¢ od wartosci startowych u=m,, o=s, i 7110=7/%(;1 dla pierwszego rozktadu
skladowego oraz y)=my,, o)=s, 1 1)=7, dla drugiego rozktadu skladowego, przy czym
wartosci 7?(;1, 7Ar(;2 zostaly estymowane w pierwszym etapie i teraz sg ustalone. W obu eta-
pach m, s i @ to odpowiednio $rednia, odchylenie standardowe i wagi dla grup G1 i G2,
ktére chcemy zidentyfikowac stosujac rozklad mieszany (np. dla réznych gatunkéw
drzew, generacji wickowych czy klas biosocjalnych). Przyblizone wartosci #, s i @ okre-
§lamy (1) na podstawie analizy histogramu danych rzeczywistych i (2) wykorzystujac
dodatkowe wiadomosci o badanym drzewostanie (np. analizujgc znany z przeprowadzo-
nych badari udziat réznych gatunkéw drzew, generacji wiekowych czy klas biosocjal-
nych). W metodzie tej najpierw estymowane sg wagi i jedno odchylenie standardowe
przy ustalonych pozostatych parametrach, a nast¢pnie okreslane sg Srednie i odchylenia
standardowe przy ustalonych wczesniej parametrach. Stosowana jest tez procedura
,odwrotna” — najpierw estymowane sg sSrednie i odchylenia standardowe przy ustalonych
wagach, a nast¢pnie wagi i jedno odchylenie standardowe przy ustalonych, wczesniej
estymowanych parametrach.
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- metoda wielopunktowa - estymacja parametréw rozpoczyna si¢ od warto$ci startowych
wi=u,, 610—5 7'[1 =0,5 dla pierwszego rozktadu sktadowego oraz /l ty, 62 =5, 7'[7 =0,5 dla
drugiego rozkladu sktadowego (#,, #, to wartosci pierSnicy wygenerowane ze zbioru
danych rzeczywistych). Po zakodczeniu estymacji dla #;, #, rozpoczyna si¢ ponownie
estymacje dla #,, u,, nastepnie dla: u, u,; uy, g5 . w0y, 45 ... Upy Uy e gy Uy Lacznie dla
dziesigciu punktéw pokrywajacych przestrzed danych (#,, #,, ... ) zostaje wykonanych
45 estymacji. Punkty pokrywajace przestizen danych sg wyznaczane w nastgpujgcych
miejscach: u=d_. , u2=dR(1M9), oy dR«/ DNJ9y s uy=d_ . (u, i u,, to odpowiednio
najmniejsza i najwicksza pier§nica ze Zbloru danych rzeczywistych, R(-) — liczba natural-
na (N), otrzymana przez zaokraglenie liczby rzeczywistej oznaczonej kropkg w nawiasie (-),
R(:) - numer pier$nicy wybranej sposréd wszystkich piersnic uszeregowanych od najmniej-
szej do najwickszej (np. moze to by¢ 8. lub 129. piersnica), N - liczba wszystkich piersnic
ze zbioru danych rzeczywistych). Po wykonaniu wszystkich estymacji za maksimum
globalne przyjmujemy wartos¢, ktéra byta najwigksza dla funkcji wiarygodnosci /L, (y)
i przynajmniej dwukrotnie wystapila w zbiorze wynikéw obliczen.

W metodzie pierwszej i czwartej szukane parametry estymujemy odpowiednio 3 i 45 razy. Poste-
pujemy w ten sposéb, gdyz nie zawsze kazda z wyznaczonych wartosci startowych prowadzi do
znalezienia ekstremum globalnego i obliczenia prawidlowych parametréw rozkladu miesza-
nego. Powtérzenie procesu estymacji dla réznych wartosci startowych pozwala na weryfikacjg
obliczen i uniknigcie sytuacji, kiedy znajdowane jest ekstremum lokalne lub punkt przegiecia.
Zatrzymanie procesu estymacji w tych punktach uniemozliwia estymacj¢ prawidtowych para-
metréw rozkltadu mieszanego. Szczegélnie uzyteczna jest metoda czwarta, poniewaz parametry
rozkladu mieszanego sg obliczane 45 razy i jezeli przy réznych wartosciach startowych otrzy-
mamy ten sam wynik, to z duzym prawdopodobieristwem mozemy stwierdzié, ze znaleziono
ekstremum globalne. Parametry okreslone dla maksimum globalnego sg szukanymi parametra-
mi rozktadu mieszanego. Teoria rozkladéw mieszanych jest szczegdétowo przedstawiona w litera-
turze angielskoj¢zycznej [McLachlan, Basford 1988; Lindsay 1995; McLachlan, Peel 2000;
McLachlan, Krishnan 2008].

Dyskusja
Jednym z podstawowych probleméw zwigzanych z zastosowaniem rozkltadéw mieszanych jest
okreslenie liczby i rodzaju rozkltadéw sktadowych. W przypadku rozktadéw jednomodalnych do
okreslenia liczby rozktadéw skladowych stosuje si¢ czesto odpowiednie testy statystyczne
[McLachlan, Peel 2000]. Podczas modelowania rozkladéw piersnic na ogét wystarczg rozklady
mieszane skladajace si¢ z dwéch rozkladéw sktadowych [Zhang i in. 2001; Liu i in. 2002;
Zasada, Cieszewski 2005; Zhang, Liu 2006; Podlaski 2010]. Zastosowanie rozkltadéw miesza-
nych zwigksza doktadnosé aproksymacji, a ponadto sugeruje, ze badana populacja sklada sig¢
z podpopulacji. Nalezy jednak pamigtad, ze jezeli nie ma teoretycznego uzasadnienia, ze badana
populacja jest ztozona z podpopulaciji, to fakt, ze zastosowano np. rozklad mieszany sktadajacy
si¢ z dwdch populaciji sktadowych, nie zawsze swiadczy o istnieniu dwéch podpopulacji [Zasada,
Cieszewski 2005]. Dlatego najpierw, na podstawie teoretycznych wiadomosci, nalezy okresli¢
liczbe rozkladéw sktadowych, a dopiero péZniej mozna stosowaé rozklady mieszane do identy-
fikacji réznych podpopulacji. Najczesciej jako rozklady sktadowe stosowane sg rozklady nor-
malny, Weibulla i gamma [Zhang i in. 2001; Liu i in. 2002; Zasada, Cieszewski 2005; Zhang, Liu
2006; Podlaski 2010]. Zwtaszcza rozktady Weibulla i gamma s bardzo uniwersalne i uzyteczne.
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Nawet pojedyncze rozktady Weibulla i gamma mogg by¢ stosowane do modelowania pier$nic
w drzewostanach o réznym sktadzie gatunkowym i o réznej budowie [np.: Zasada 1995, 2000;
Rymer-Dudziriska, Dudziriska 1999; Podlaski 2006]. W przypadku rozktadéw jednomodalnych,
w ktdrych rozklady sktadowe catkowicie zachodzg na siebie, czgsto nie mozna uzyskaé zbie-
znosci procesu iteracyjnego. Rozklady sktadowe Weibulla, w poréwnaniu do rozktadéw gamma,
czesciej generujg problemy z uzyskaniem zbieznosci procedury numerycznej [McLachlan,
Krishnan 2008]. Na uzyskanie zbieznosci wptywa réwniez liczba parametréw rozktadéw skta-
dowych i dlatego dla rozktadu Weibulla i gamma nalezy zastosowac nast¢pujacg strategie: (1) za
parametr przesunigcia y, przyjac staly wartos¢, np. y=min-0,1; gdzie min to najmniejsza piersnica
[Podlaski, Zasada 2008], (2) wycentrowaé dane rzeczywiste, czyli od kazdej wartosci rzeczywi-
stej odjac 7, (3) dopiero dla tak przygotowanych danych oblicza¢ parametry.

Podczas estymacji parametréw rozkladéw mieszanych, dla ktérych rozklady skladowe
tylko czgsciowo zachodzg na siebie, na ogdt kazda metoda okreslania wartosci startowych
pozwala na otrzymanie prawidtowych wynikéw [McLachlan, Krishnan 2008]. W przypadku
stosowania rozkladéw mieszanych do aproksymacji jednomodalnych rozktadéw konieczne jest
zastosowanie odpowiednich metod okreslania wartosci startowych [Karlis, Xekalaki 2003].
W prezentowanej pracy przedstawiono dwie najpopularniejsze metody okreslania wartosci star-
towych (min.#/max.# i 0,5/1,5/§rednia) oraz po jednym przykiadzie metod bardziej skomp-
likowanych (Srednia/odchylenie standardowe/ustalone i metoda wiclopunktowa). W literaturze
mozna spotkac jeszcze wiele innych metod: m.in. procedury graficzne, scenariusze bazujace na
analizie skupied oraz na metodzie sktadowych gléwnych [Leroux 1992; Béhning i in. 1994;
McLachlan, Krishnan 2008].

Metoda min.A/max.£ i 0,5/1,5/$rednia sq najprostsze, ale nie zawsze pozwalajg na uzyska-
nie zbieznosci procesu iteracyjnego i znalezienie ekstremum globalnego. Scenariusz z dwoma
etapami naklada ograniczenia na estymowane parametry. Ich negatywng konsekwencja moze
by¢ zbieznos$¢ procedur numerycznych do lokalnych ekstreméw lub punktéw przegiecia.
Dlatego podstawowym warunkiem stosowania tego typu ograniczeni jest wybér takich wartosci
startowych, dla ktérych funkcja wiarygodnosci znajduje si¢ bardzo blisko ekstremum global-
nego. W przeciwnym wypadku zastosowane ograniczenia mogg uniemozliwi¢ prawidlowe obli-
czenie parametréw rozkltadéw mieszanych [Zasada, Cieszewski 2005; Podlaski 2010]. Metoda
wielopunktowa jest najdoktadniejsza, ale réwnoczes$nie najbardziej pracochlonna.

Podsumowanie

Po przeanalizowaniu zalet i wad podstawowych metod okreslania wartosci startowych w proce-
sie estymacji parametréw rozkladu mieszanego proponuje si¢ (1) wybra¢ wartosci startowe
metodg min.£/max.# (dla 4=1, 3, 6) i 0,5/1,5/srednia, (2) zastosowaé standardowg procedurg
obliczania parametréw (algorytm EM + metoda Newtona), (3) jezeli nie uzyskano przynajmniej
dwdch takich samych rozwigzani dla wartosci ekstremalnych, to nalezy wykorzysta¢ dodatkowo
metode¢ wielopunktowsg, (4) poréwnaé uzyskane wyniki, co umozliwi zlokalizowanie ekstremum
globalnego i w konsekwencji obliczenie parametréw rozkladu mieszanego. Proponowana pro-
cedura nie jest pracochtonna i moze by¢ stosowana do modelowania rzeczywistych rozkladéw
piersnic reprezentujacych drzewostany o réznej budowie.
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SUMMARY

Modelling tree diameter distributions using mixture models
I. Definition, characteristics and parameters estimation
of mixtures distributions

Single distributions can be used to examine the degree of compliance of empirical and theoretical
distributions of breast height diameters, however sometimes it becomes necessary to apply
more complex models. The aim of the paper is (1) to introduce to the theory of finite mixture
models, with a particular focus on different methods of determining the initial values of the
numerical procedure (EM algorithm + Newton’s method) used for the parameters estimation, (2)
to discuss the ways of procedure in selecting the number and type of component distributions
and the methods of assessing the initial values, and (3) to propose the procedure of estimating
mixture models parameters.

Mixture distributions composed of two component distributions are most often used in forest
sciences. The following component distributions are most frequently used: normal, Weibull and
gamma distributions.

"To estimate the parameters of mixture distributions, the following procedure is recommended:
(1) to select initial values using the method min.#/max.# (for #=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average,
(2) to apply a standard procedure for calculating the parameters (EM algorithm + Newton’s method),
(3) if at least two identical solutions for the extreme values are not obtained, the multistart method
should additionally be applied, (4) to compare the findings obtained by the method min.4/max.£
(for #4=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average, and possibly, by the multistart method allowing to locate the
global extremum and in consequence, to calculate the parameters of mixture distributions. The
proposed procedure is not very labour-intensive and can be used for modelling the actual
distribution of breast height diameters representing stands of different structure.



