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The article presents an introduction to the theory of finite mixture distributions, discusses the ways of procedure
in selecting the number and type of component distributions, the methods of assessing the initial values,
and proposal of the procedure of estimating the parameters. The proposed procedure uses min.k/max.k
(for k=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average methods to select initial values for a numerical procedure (EM algorithm
+ Newton's method) allowing to calculate the extremum of the likelihood function. If at least two identical
solutions for the extreme values are not obtained, the multistart method should additionally be applied. 
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Wstęp

Modelowanie rozkładów pierśnic za pomocą różnych rozkładów teoretycznych ma duże znacze−

nie dla teorii i praktyki leśnej. Rozkłady pierśnic są wykorzystywane m.in. do konstruowania

modeli wzrostu drzew oraz modeli struktury i budowy drzewostanów [Bruchwald 1999]. Analiza

tego typu modeli pozwala na zrozumienie między− i wewnątrzgatunkowych oraz między− 

i wewnątrzgeneracyjnych zależności, co jest podstawą konstruowania i weryfikowania modeli

opisujących dynamikę m.in. wielogatunkowych i wielogeneracyjnych drzewostanów [Siekierski

1991; Zasada 1995, 2000; Poznański 1997; Pretzsch 1997, 1998; Mason 2000].

Badając stopień zgodności rzeczywistych i teoretycznych rozkładów pierśnic można wyko−

rzystać pojedyncze rozkłady, ale często zachodzi konieczność zastosowania bardziej złożonych

modeli [Maltamo, Kangas 1998; Zhang i in. 2001; Liu i in. 2002]. Tego typu sytuacja występu−

je, jeżeli (1) rzeczywisty rozkład pierśnic jest dwu− lub wielomodalny oraz gdy (2) rzeczywisty

rozkład pierśnic składa się z dwóch lub większej liczby różnych grup, które chcemy zidentyfi−

kować (np. różnych gatunków drzew, generacji wiekowych czy klas biosocjalnych). Wówczas

można zastosować rozkłady mieszane, będące mieszaniną dwóch lub większej liczby rozkładów
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teoretycznych (np. rozkładów normalnych, Weibulla lub gamma). Jednym z podstawowych

problemów występujących podczas obliczania parametrów rozkładów mieszanych jest ustalenie

wartości startowych, od których najczęściej stosowany algorytm EM (ang. expectation maximi−

sation) połączony z metodą Newtona rozpoczyna estymacje parametrów [Böhning 2000;

McLachlan, Krishnan 2008]. Modele mieszane były stosowane przede wszystkim do aproksy−

macji rozkładów pierśnic w drzewostanach wielogatunkowych i wielogeneracyjnych [Zhang i in.

2001; Liu i in. 2002; Zhang, Liu 2006] oraz do identyfikacji różnych grup drzew [Hessenmoller,

von Gadow 2001; Zucchini i in. 2001]. W Polsce modele mieszane zostały po raz pierwszy zas−

tosowane w naukach leśnych przez Siekierskiego [1991] i Zasadę [2003, 2005].

Celem pracy jest (1) wprowadzenie do teorii rozkładów mieszanych, ze szczególnym

uwzględnieniem różnych metod określania wartości startowych procedury numerycznej (algo−

rytm EM oraz metoda Newtona) wykorzystywanej do estymacji parametrów rozkładów

mieszanych, (2) przedyskutowanie sposobów postępowania podczas wyboru liczby i rodzaju

rozkładów składowych oraz metod określania wartości startowych, a także (3) zaproponowanie

procedury estymacji parametrów rozkładów mieszanych.

Podstawy teorii rozkładów mieszanych

INFORMACJE WSTĘPNE. Rozkłady mieszane składają się z dwóch lub większej liczby rozkładów

składowych, zachodzących na siebie częściowo (ryc. 1) lub całkowicie (ryc. 2) i występujących

w pewnej proporcji (określonej przez wagi, czyli frakcje). Suma rozkładów składowych tworzy

rozkład mieszany. Stosując rozkłady mieszane należy w pierwszym etapie określić liczbę

rozkładów składowych oraz wybrać określony rodzaj rozkładu teoretycznego, który będzie

tworzył rozkłady składowe (może to być np. rozkład normalny, Weibulla lub gamma). W drugim

etapie należy estymować zestaw wszystkich parametrów rozkładu mieszanego, dla którego

uzyskuje się najlepsze dopasowanie do rozkładu rzeczywistego. Zestaw wszystkich parametrów

rozkładu mieszanego zawiera parametry poszczególnych rozkładów składowych oraz proporcję,

w jakiej jego komponenty występują.

DEFINICJA I CHARAKTERYSTYKA ROZKŁADÓW MIESZANYCH. Załóżmy, że zmienna losowa X jest

określona w przestrzeni X oraz że jej rozkład losowy jest reprezentowany przez funkcję gęstości

postaci:

Ryc. 1.

Rozkład mieszany złożony z dwóch rozkładów składowych gamma częściowo zachodzących na siebie

Mixture distribution composed by two gamma component distributions overlapping partly
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,  x � X [1]

przy czym:

gdzie 

i=1, 2,..., k; 0��i�1; 

Możemy powiedzieć, że zmienna losowa X ma rozkład mieszany złożony z k rozkładów składo−

wych oraz że fx(·) jest funkcją gęstości rozkładu mieszanego, �i są to wagi (frakcje), a fi(·) 
– funkcje gęstości poszczególnych składników tworzących rozkład mieszany. �i oznacza para−

metry rozkładu fi(·), a � – zestaw wszystkich parametrów rozkładu mieszanego. Indeks T ozna−

cza macierz transponowaną.

Zgodnie z przedstawioną definicją funkcję gęstości rozkładu mieszanego, np. dla rozkładu

gamma (załóżmy, że ten rozkład teoretyczny przyjmujemy za rozkład składowy) i dwóch

rozkładów składowych (załóżmy, że stosujemy mieszaninę dwóch rozkładów), możemy zapisać

jako:

[2]

gdzie: 

– funkcje gęstości rozkładów 

składowych gamma (�i – parametr kształtu, �i – parametr skalujący, �i – parametr przesu−

nięcia,  	(·) – funkcja gamma).

Przedstawiony rozkład mieszany jest określony przez osiem parametrów, z czego sześć  (�1, �1,

�1, �2, �2 �2) – określa rozkłady składowe, a dwa (�1, �2) charakteryzują udział składników

rozkładu mieszanego.

Każda funkcja gęstości rozkładu mieszanego jest całkowalna, a ponadto spełnia następu−

jące warunki:
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Ryc. 2.

Rozkład mieszany złożony z dwóch rozkładów składowych gamma całkowicie zachodzących na siebie

Mixture distribution composed by two gamma component distributions overlapping completely
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–

ESTYMACJA PARAMETRÓW ROZKŁADÓW MIESZANYCH. Standardową procedurą estymacji para−

metrów rozkładów mieszanych jest metoda największej wiarygodności (MLE; ang. maximum

likelihood estimation), wykorzystująca do znalezienia maksimum funkcji wiarygodności algo−

rytm EM połączony z metodą Newtona [Böhning 2000]. Funkcja wiarygodności dla danych

pogrupowanych (dla wyróżnionych stopni grubości) przedstawiona jest w postaci [Du 2002]:

[3]

lub

, [4]

gdzie:

Pj(�) – teoretyczne prawdopodobieństwo zdarzenia, że dana pierśnica należy do j−tego

stopnia grubości, 

Oj – empiryczna częstość względna dla j−tego stopnia, 

l – liczba stopni.

Znalezienie maksimum funkcji wiarygodności lL1(�) jest równoznaczne ze znalezieniem mini−

mum funkcji wiarygodności lL2(�) i pozwala na estymację parametrów rozkładu mieszanego �.

Funkcja wiarygodności ma na ogół bardzo skomplikowaną, wielowymiarową postać i dlatego

znalezienie ekstremum globalnego wymaga zastosowania metod numerycznych. Najczęściej

stosowaną metodą numeryczną jest algorytm EM połączony z metodą Newtona [McLachlan,

Peel 2000]. Zbieżność procesu iteracyjnego oraz szybkość obliczeń zależy w dużym stopniu od

przyjętych wartości startowych procedury numerycznej. Im wartości startowe są bardziej zbli−

żone do wartości, dla których funkcja wiarygodności osiąga ekstremum globalne, tym większe

jest prawdopodobieństwo zbieżności procesu iteracyjnego oraz tym większa jest szybkość

obliczeń. Precyzyjne wyznaczenie wartości startowych ma szczególne znaczenie w przypadku

estymacji parametrów dla rozkładów mieszanych składających się z rozkładów składowych

całkowicie na siebie zachodzących (ryc. 2).

Estymując parametry należy, o ile jest to możliwe, funkcje gęstości rozkładów składowych

przedstawić w formie, dla której wartości startowe mogą być ustalone na podstawie wartości

aproksymowanych danych rzeczywistych [Du 2002; McLachlan, Krishnan 2008]. Jest to proce−

dura optymalna, ponieważ dla tej postaci funkcji gęstości rozkładów składowych wartości star−

towe są generowane ze zbioru danych rzeczywistych. Parametrami rozkładu normalnego są

średnia i odchylenie standardowe (µi , �i), a parametrami rozkładu Weibulla i gamma – parametr

kształtu i parametr skalujący (�i , �i). Dlatego na podstawie analizy histogramu danych rzeczy−

wistych można generować wartości startowe dla normalnych rozkładów składowych (czyli dla 

µi , �i), natomiast nie jest to możliwe dla rozkładów składowych Weibulla i gamma (określonych

na podstawie �i , �i). W przypadku tych dwóch ostatnich, parametry �i , �i można zastąpić para−

metrami µi , �i (dla rozkładu Weibulla i gamma znając �i , �i można obliczyć µi , �i i odwrotnie).

Po tym przekształceniu również dla rozkładu Weibulla i gamma można generować wartości star−

towe ze zbioru danych rzeczywistych. Z tego względu w programach obliczających parametry
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rozkładów mieszanych dla rozkładów składowych Weibulla i gamma jako wartości startowe

wprowadza się przybliżone wartości µi , �i , a nie �i , �i [Haughton 1997]. W tej sytuacji wektor

parametrów �i=(�i , �i) jest przedstawiany jako �i
*=(µi=fµ(�i , �i), �i=f

�

(�i , �i)), gdzie fµ i f
�

są

funkcjami pozwalającymi na obliczenie µi , �i przy wykorzystaniu wartości parametrów �i , �i
[Du 2002]. I tak np. dla rozkładu mieszanego złożonego z rozkładów składowych gamma (ryc. 1)

odpowiednie wektory parametrów przyjmują następujące wartości: �1=(�1=2,3306; �1=6,0499),

�2=(�2=18,6662; �1=2,2854) czyli �1
*=(µ1=14,10; �1=9,236), �2

*=(µ2=42,66; �2=9,874). Natomiast

udział rozkładów składowych wynosi �1=0,7929; �2=0,2071, a z kolei parametr �1=�2=9,9.

Dla rozkładów mieszanych złożonych z dwóch rozkładów składowych najczęściej

stosowane są następujące metody określania wartości startowych [Böhning i in. 1994; Seidel 

i in. 2000a, b; Du 2002; Zasada, Cieszewski 2005; Podlaski 2010]:

– min.k/max.k – algorytm numeryczny rozpoczyna estymację parametrów od wartości star−

towych µ1
0=min.k; �1

0=s i �1
0=0,5 dla pierwszego rozkładu składowego oraz µ2

0=max.k; �2
0=s

i �2
0=0,5 dla drugiego rozkładu składowego (min.k, max.k, s są to odpowiednio najmniej−

sza i największa k−ta pierśnica oraz odchylenie standardowe wszystkich pierśnic zbioru

danych rzeczywistych). Za min.k i max.k przyjmowana jest najpierw min.1 i max.1, czyli

pierśnica najmniejsza i największa, następnie min.3 i max.3, czyli pierśnica trzecia „od

dołu” i trzecia „od góry” i wreszcie min.6 i max.6, czyli pierśnica szósta „od dołu” i szósta

„od góry”. Po wykonaniu trzech estymacji za maksimum globalne przyjmujemy wartość,

która była największa dla funkcji wiarygodności lL1(�) i która przynajmniej dwukrotnie

wystąpiła w zbiorze wyników obliczeń.

– 0,5/1,5/średnia – estymacja parametrów rozpoczyna się od wartości startowych µ1
0=0,5m;

�1
0=s i �1

0=0,5 dla pierwszego rozkładu składowego oraz µ2
0=1,5m; �2

0=s i �2
0=0,5 dla dru−

giego rozkładu składowego (m jest to średnia pierśnica obliczona dla całego zbioru danych

rzeczywistych).

– średnia/odchylenie standardowe/ustalone — scenariusz ten realizowany jest w dwóch

etapach. W pierwszym etapie estymacja parametrów rozpoczyna się od wartości starto−

wych µ1
0=mG1; �1

0=sG1 i �1
0=wG1 dla pierwszego rozkładu składowego oraz µ2

0=mG2; �2
0=sG2

i �2
0=wG2 dla drugiego rozkładu składowego, przy czym wartości mG1, sG1, mG2 są ustalone

(tzn. nie są zmieniane w trakcie obliczeń). W drugim etapie estymacja parametrów

rozpoczyna się od wartości startowych µ1
0=mG1, �1

0=sG1 i �1
0=�

�

G1 dla pierwszego rozkładu

składowego oraz µ2
0=mG2, �2

0=sG2 i �2
0=�

�

G2 dla drugiego rozkładu składowego, przy czym

wartości �
�

G1, �
�

G2 zostały estymowane w pierwszym etapie i teraz są ustalone. W obu eta−

pach m, s i w to odpowiednio średnia, odchylenie standardowe i wagi dla grup G1 i G2,

które chcemy zidentyfikować stosując rozkład mieszany (np. dla różnych gatunków

drzew, generacji wiekowych czy klas biosocjalnych). Przybliżone wartości m, s i w okre−

ślamy (1) na podstawie analizy histogramu danych rzeczywistych i (2) wykorzystując

dodatkowe wiadomości o badanym drzewostanie (np. analizując znany z przeprowadzo−

nych badań udział różnych gatunków drzew, generacji wiekowych czy klas biosocjal−

nych). W metodzie tej najpierw estymowane są wagi i jedno odchylenie standardowe

przy ustalonych pozostałych parametrach, a następnie określane są średnie i odchylenia

standardowe przy ustalonych wcześniej parametrach. Stosowana jest też procedura

„odwrotna” – najpierw estymowane są średnie i odchylenia standardowe przy ustalonych

wagach, a następnie wagi i jedno odchylenie standardowe przy ustalonych, wcześniej

estymowanych parametrach.
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– metoda wielopunktowa – estymacja parametrów rozpoczyna się od wartości startowych

µ1
0=u1, �1

0=s, �1
0=0,5 dla pierwszego rozkładu składowego oraz µ2

0=u2, �2
0=s, �2

0=0,5 dla

drugiego rozkładu składowego (u1, u2 to wartości pierśnicy wygenerowane ze zbioru

danych rzeczywistych). Po zakończeniu estymacji dla u1, u2 rozpoczyna się ponownie

estymację dla u1, u3, następnie dla: u1, u4; u1, u5; ... u1, u10; ... u2, u10; ... u9, u10. Łącznie dla

dziesięciu punktów pokrywających przestrzeń danych (u1, u2, ... u10) zostaje wykonanych

45 estymacji. Punkty pokrywające przestrzeń danych są wyznaczane w następujących

miejscach: u1=dmin, u2=dR(1·N/9), ..., uj=dR((j–1)·N/9), ..., u10=dmax (u1 i u10 to odpowiednio

najmniejsza i największa pierśnica ze zbioru danych rzeczywistych, R(·) – liczba natural−

na (N), otrzymana przez zaokrąglenie liczby rzeczywistej oznaczonej kropką w nawiasie (·),

R(·) – numer pierśnicy wybranej spośród wszystkich pierśnic uszeregowanych od najmniej−

szej do największej (np. może to być 8. lub 129. pierśnica), N – liczba wszystkich pierśnic

ze zbioru danych rzeczywistych). Po wykonaniu wszystkich estymacji za maksimum

globalne przyjmujemy wartość, która była największa dla funkcji wiarygodności lL1(�) 

i przynajmniej dwukrotnie wystąpiła w zbiorze wyników obliczeń.

W metodzie pierwszej i czwartej szukane parametry estymujemy odpowiednio 3 i 45 razy. Postę−

pujemy w ten sposób, gdyż nie zawsze każda z wyznaczonych wartości startowych prowadzi do

znalezienia ekstremum globalnego i obliczenia prawidłowych parametrów rozkładu miesza−

nego. Powtórzenie procesu estymacji dla różnych wartości startowych pozwala na weryfikację

obliczeń i uniknięcie sytuacji, kiedy znajdowane jest ekstremum lokalne lub punkt przegięcia.

Zatrzymanie procesu estymacji w tych punktach uniemożliwia estymację prawidłowych para−

metrów rozkładu mieszanego. Szczególnie użyteczna jest metoda czwarta, ponieważ parametry

rozkładu mieszanego są obliczane 45 razy i jeżeli przy różnych wartościach startowych otrzy−

mamy ten sam wynik, to z dużym prawdopodobieństwem możemy stwierdzić, że znaleziono

ekstremum globalne. Parametry określone dla maksimum globalnego są szukanymi parametra−

mi rozkładu mieszanego. Teoria rozkładów mieszanych jest szczegółowo przedstawiona w litera−

turze angielskojęzycznej [McLachlan, Basford 1988; Lindsay 1995; McLachlan, Peel 2000;

McLachlan, Krishnan 2008].

Dyskusja

Jednym z podstawowych problemów związanych z zastosowaniem rozkładów mieszanych jest

określenie liczby i rodzaju rozkładów składowych. W przypadku rozkładów jednomodalnych do

określenia liczby rozkładów składowych stosuje się często odpowiednie testy statystyczne

[McLachlan, Peel 2000]. Podczas modelowania rozkładów pierśnic na ogół wystarczą rozkłady

mieszane składające się z dwóch rozkładów składowych [Zhang i in. 2001; Liu i in. 2002;

Zasada, Cieszewski 2005; Zhang, Liu 2006; Podlaski 2010]. Zastosowanie rozkładów miesza−

nych zwiększa dokładność aproksymacji, a ponadto sugeruje, że badana populacja składa się 

z podpopulacji. Należy jednak pamiętać, że jeżeli nie ma teoretycznego uzasadnienia, że badana

populacja jest złożona z podpopulacji, to fakt, że zastosowano np. rozkład mieszany składający

się z dwóch populacji składowych, nie zawsze świadczy o istnieniu dwóch podpopulacji [Zasada,

Cieszewski 2005]. Dlatego najpierw, na podstawie teoretycznych wiadomości, należy określić

liczbę rozkładów składowych, a dopiero później można stosować rozkłady mieszane do identy−

fikacji różnych podpopulacji. Najczęściej jako rozkłady składowe stosowane są rozkłady nor−

malny, Weibulla i gamma [Zhang i in. 2001; Liu i in. 2002; Zasada, Cieszewski 2005; Zhang, Liu

2006; Podlaski 2010]. Zwłaszcza rozkłady Weibulla i gamma są bardzo uniwersalne i użyteczne.
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Nawet pojedyncze rozkłady Weibulla i gamma mogą być stosowane do modelowania pierśnic 

w drzewostanach o różnym składzie gatunkowym i o różnej budowie [np.: Zasada 1995, 2000;

Rymer−Dudzińska, Dudzińska 1999; Podlaski 2006]. W przypadku rozkładów jednomodalnych,

w których rozkłady składowe całkowicie zachodzą na siebie, często nie można uzyskać zbie−

żności procesu iteracyjnego. Rozkłady składowe Weibulla, w porównaniu do rozkładów gamma,

częściej generują problemy z uzyskaniem zbieżności procedury numerycznej [McLachlan,

Krishnan 2008]. Na uzyskanie zbieżności wpływa również liczba parametrów rozkładów skła−

dowych i dlatego dla rozkładu Weibulla i gamma należy zastosować następującą strategię: (1) za

parametr przesunięcia �i przyjąć stałą wartość, np. �i=min–0,1; gdzie min to najmniejsza pierśnica

[Podlaski, Zasada 2008], (2) wycentrować dane rzeczywiste, czyli od każdej wartości rzeczywi−

stej odjąć �i , (3) dopiero dla tak przygotowanych danych obliczać parametry.

Podczas estymacji parametrów rozkładów mieszanych, dla których rozkłady składowe

tylko częściowo zachodzą na siebie, na ogół każda metoda określania wartości startowych

pozwala na otrzymanie prawidłowych wyników [McLachlan, Krishnan 2008]. W przypadku

stosowania rozkładów mieszanych do aproksymacji jednomodalnych rozkładów konieczne jest

zastosowanie odpowiednich metod określania wartości startowych [Karlis, Xekalaki 2003]. 

W prezentowanej pracy przedstawiono dwie najpopularniejsze metody określania wartości star−

towych (min.k/max.k i 0,5/1,5/średnia) oraz po jednym przykładzie metod bardziej skomp−

likowanych (średnia/odchylenie standardowe/ustalone i metoda wielopunktowa). W literaturze

można spotkać jeszcze wiele innych metod: m.in. procedury graficzne, scenariusze bazujące na

analizie skupień oraz na metodzie składowych głównych [Leroux 1992; Böhning i in. 1994;

McLachlan, Krishnan 2008].

Metoda min.k/max.k i 0,5/1,5/średnia są najprostsze, ale nie zawsze pozwalają na uzyska−

nie zbieżności procesu iteracyjnego i znalezienie ekstremum globalnego. Scenariusz z dwoma

etapami nakłada ograniczenia na estymowane parametry. Ich negatywną konsekwencją może

być zbieżność procedur numerycznych do lokalnych ekstremów lub punktów przegięcia.

Dlatego podstawowym warunkiem stosowania tego typu ograniczeń jest wybór takich wartości

startowych, dla których funkcja wiarygodności znajduje się bardzo blisko ekstremum global−

nego. W przeciwnym wypadku zastosowane ograniczenia mogą uniemożliwić prawidłowe obli−

czenie parametrów rozkładów mieszanych [Zasada, Cieszewski 2005; Podlaski 2010]. Metoda

wielopunktowa jest najdokładniejsza, ale równocześnie najbardziej pracochłonna.

Podsumowanie

Po przeanalizowaniu zalet i wad podstawowych metod określania wartości startowych w proce−

sie estymacji parametrów rozkładu mieszanego proponuje się (1) wybrać wartości startowe

metodą min.k/max.k (dla k=1, 3, 6) i 0,5/1,5/średnia, (2) zastosować standardową procedurę

obliczania parametrów (algorytm EM + metoda Newtona), (3) jeżeli nie uzyskano przynajmniej

dwóch takich samych rozwiązań dla wartości ekstremalnych, to należy wykorzystać dodatkowo

metodę wielopunktową, (4) porównać uzyskane wyniki, co umożliwi zlokalizowanie ekstremum

globalnego i w konsekwencji obliczenie parametrów rozkładu mieszanego. Proponowana pro−

cedura nie jest pracochłonna i może być stosowana do modelowania rzeczywistych rozkładów

pierśnic reprezentujących drzewostany o różnej budowie.
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Modelling tree diameter distributions using mixture models 
I. Definition, characteristics and parameters estimation 
of mixtures distributions

Single distributions can be used to examine the degree of compliance of empirical and theoretical 

distributions of breast height diameters, however sometimes it becomes necessary to apply

more complex models. The aim of the paper is (1) to introduce to the theory of finite mixture

models, with a particular focus on different methods of determining the initial values of the

numerical procedure (EM algorithm + Newton’s method) used for the parameters estimation, (2)

to discuss the ways of procedure in selecting the number and type of component distributions

and the methods of assessing the initial values, and (3) to propose the procedure of estimating

mixture models parameters. 

Mixture distributions composed of two component distributions are most often used in forest

sciences. The following component distributions are most frequently used: normal, Weibull and

gamma distributions. 

To estimate the parameters of mixture distributions, the following procedure is recommended:

(1) to select initial values using the method min.k/max.k (for k=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average, 

(2) to apply a standard procedure for calculating the parameters (EM algorithm + Newton’s method),

(3) if at least two identical solutions for the extreme values are not obtained, the multistart method

should additionally be applied, (4) to compare the findings obtained by the method min.k/max.k
(for k=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average, and possibly, by the multistart method allowing to locate the

global extremum and in consequence, to calculate the parameters of mixture distributions. The

proposed procedure is not very labour−intensive and can be used for modelling the actual 

distribution of breast height diameters representing stands of different structure. 

summary


