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ABSTRACT

Podlaski R. 2011. Modelowanie rozkltadéw piersnic drzew z wykorzystaniem rozkladéw mieszanych.
I1. Aproksymacja rozkladéw piersnic w lasach wielopigtrowych. Sylwan 155 (5): 293-300.

The aim of the study is to (1) test the procedure of estimating mixture distribution parameters proposed
in Podlaski [2011] and (2) present the universality and usefulness of mixture distributions for modelling
the empirical distributions of breast height diameters on the example of two-generation stands with an
asymmetric breast height diameter distributions. The tested procedure of estimating mixture distribution
parameters allowed to calculate parameters for all analysed plots. Weibull and gamma distributions correctly
approximated empirical distributions of breast height diameters of all investigated stands. The results
presented in the study show the usefulness of mixture distributions to model asymmetric unimodal and
poorly developed bimodal distributions of breast height diameters.
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Wstep

Modelowanie rozktadéw piersnic w drzewostanach gospodarczych oraz zblizonych do naturalnych
ma duze znaczenie w hodowli i urzgdzaniu lasu oraz w ekologii i ochronie przyrody. Rozktady
piersnic sg wykorzystywane m.in. do modelowania dynamiki lasu oraz do konstruowania modeli
struktury i budowy drzewostanéw, co ma istotne znaczenie podczas projektowania zabiegéw
w lasach gospodarczych oraz w strefach ochrony cz¢sciowej [Bernadzki 1994; Zasada 1995].
Znajomos$c¢ rozktadéw piersnic oraz innych cech charakteryzujacych drzewostany znajdujace si¢
np. w okreslonych stadiach i fazach rozwojowych jest konieczna m.in. w trakcie prowadzenia
zabiegéw hodowlanych ksztaltujgcych zywotne drzewostany o budowie, a przede wszystkim
sposobie zmieszania i udziale powierzchniowym, maksymalnie zblizonym do laséw naturalnych
oraz podczas przeksztatcania stref ochrony czesciowej w strefy ochrony $cistej [Bruchwald 2001;
Zasada, Cieszewski 2005]. Podczas analizy dynamiki drzewostanéw cze¢sto nie dysponujemy
szczegbtowymi danymi, ale tylko niektérymi statystykami charakteryzujgcymi badane drzewo-
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stany (najczesciej jest to warto$¢ Sredniej piersnicy i odchylenia standardowego piersnic) oraz
opisem drzewostanu (np. znamy stadium i faz¢ rozwojowg lasu). W tej sytuacji mozna wygene-
rowa¢ brakujace dane wykorzystujac rézne modele rozktadéw piersnic.

W latach siedemdziesiatych i osiemdziesiatych XX wicku w Swigtokrzyskim Parku Naro-
dowym wystepowalo zjawisko zamierania i regresji jodty [Gadek 1993]. W wyniku tego zjawiska
cykle rozwojowe laséw $wigtokrzyskich zostaty w réznym stopniu znieksztalcone. Wytworzyly
si¢ stadia i fazy rozwojowe notowane tylko w okresie dzialania czynnikéw powodujacych
zaburzenia Sredniej wielkosci, miedzy wydzielaniem si¢ pojedynczych drzew a katastrofalnym
rozpadem drzewostanu [Podlaski 2008a]. W lukach oraz pod rozluznionym okapem drzewosta-
nu odnawial si¢ buk i jodta. W wyniku tego procesu wyksztalcily si¢ drzewostany jodtowo-bu-
kowe, wiclopietrowe, o asymetrycznych rozktadach piersnic, w ktérych mozna wyrézni¢ dwie
gléwne generacje wickowe [Podlaski 2008b]. W drzewostanach z udzialem jodly i buka
uzyskano dobre rezultaty podczas aproksymaciji rozkladéw piersnic pojedynczymi rozktadami,
m.in. Weibulla i gamma [Zasada 1995; Rymer-Dudzifiska, Dudzidska 1999, 2001; Podlaski
2006]. Dokladniejsze modelowanie tych rozktadéw oraz identyfikowanie réznych grup drzew
(np. generacji wickowych) mozliwe jest tylko w przypadku zastosowania bardziej ztozonych
modeli, np. rozktadéw mieszanych.

Celem pracy jest (1) przetestowanie zaproponowanej w pracy Podlaskiego [2011] procedury
estymacji parametréw rozkladéw mieszanych oraz (2) zaprezentowanie uniwersalnosci i przydat-
nosci rozktadéw mieszanych do modelowanie rzeczywistych rozkladéw piersnic na przyktadzie
dwugeneracyjnych drzewostanéw o asymetrycznym rozkladzie piersnic.

Teren badan

Badania wykonano w lesnictwach Swigta Katarzyna i Swicty Krzyz, w Swictokrzyskim Parku
Narodowym, w Gérach Swictokrzyskich (50°50°-50°53’N, 20°48’-21°05’E). Na terenie objetym
badaniami zdecydowanie dominowaty gleby brunatne kwasne i ptowe whasciwe [Kowalkowski
2000]. W tych warunkach wyksztalcity si¢ zespoty Dentario glandulosae-Fagetum, Abietetum
polonicum i Querco roboris-Pinetum [Matuszkiewicz 2008]. Z danych uzyskanych na podstawie
obserwacji w latach 1955-1994, przeprowadzonych na stacji meteorologicznej na Swietym
Krzyzu (575 m n.p.m.) wynika, Ze w analizowanym okresie srednia roczna temperatura wynosita
+5,9°C, $rednia temperatura stycznia -5,2°C, a lipca +15,9°C. Srednia roczna suma opadéw to 923
mm, a okres wegetacyjny trwat okoto 182 dni [Olszewski i in. 2000].

Metodyka

W lasach mieszanych z udziatem jodly i buka zatozono 15 kotowych powierzchni badawczych
(BS01-BS15) o wielkosci od 0,25 do 0,40 ha, rozmieszczonych losowo na obszarze objetym bada-
niami. Po wytyczeniu powierzchni zmierzono piersnice wszystkich zywych drzew o piersnicy
réwnej i wigkszej od 7 cm.

Do modelowania rozktadéw piersnic zastosowano (1) pojedynczy rozktad Weibulla, (2) poje-
dynczy rozklad gamma, (3) rozklad mieszany ztozony z dwéch rozktadéw sktadowych Weibulla
oraz (4) rozktad mieszany ztozony z dwéch rozkladéw sktadowych gamma. Funkcje gestosci
rozktadu Weibulla i gamma majg odpowiednio nast¢pujacg postaé:

f(Wei/))X(x la, ﬁ, }/): Z(x[;yj . g_[%j [1]



Modelowanie rozkladéw piersnic drzew 295

f(g,,,,,)x(X| a, B, y): [Vg(z))q_g-ﬁ(x—y) 2]

gdzie:
parametr ksztatcu o>0,
parametr skalujgcy >0,
x> od parametru przesunigcia v,
I'(-) - funkcja gamma.

Funkcje gestosci rozktadu mieszanego, ztozonego odpowiednio z dwéch rozktadéw sktadowych
Weibulla i gamma, mozna przedstawi¢ jako:

f(Weil/)X(xl ‘/’): TS vy (xl 0, )+ ”zf(wm;)z(xl 92) (3]
Lty 1 v)= ﬂlf(g//m)l(xl O 70, f (g (| 0,) [4]
gdzie:

m,, T, — wagi (frakcje) rozktadéw skladowychf(.)l(-),f(.)z(-),
0,, 0, - wektory parametréw rozktadéw sktadowych f (), f,,(),
v — zestaw wszystkich parametréw danego rozktadu mieszanego.

Standardowg procedurg obliczania parametréw rozkltadéw mieszanych jest metoda najwigkszej
wiarygodnosci, wykorzystujaca do znalezienia ekstremum funkcji wiarygodnosci algorytm EM
potaczony z metodg Newtona [Bohning 2000]. Obliczenia przeprowadzono stosujgc schemat
postgpowania zaproponowany w pracy Podlaskiego [2011], bazujacy na metodzie min.#/max.£
(dla #=1, 3, 6) i 0,5/1,5/srednia wyboru wartosci startowych dla procedury numerycznej (algo-
rytm EM + metoda Newtona) szukajacej minimum globalnego funkcji wiarygodnosci o postaci:

IL,G)= zzn lo [ ("')} 0,=" [5]

A
; N

gdzie:
P/(l//) — teoretyczne prawdopodobieristwo zdarzenia, ze dana piersnica nalezy do j-tego
stopnia grubosci,
Oj — empiryczna czg¢stos¢ wzgledna dla j-tego stopnia,
/- liczba stopni.

Ponadto w celu przetestowania proponowanego schematu postgpowania, dla kazdej powierzch-
ni zastosowano metod¢ wielopunktows, pozwalajacg na znalezienie minimum globalnego dla
rozkltadéw jednomodalnych i stabo wyksztalconych dwumodalnych [McLachlan, Krishnan
2008; Podlaski 2011].

Do oceny zgodnosci dopasowania rozkltadéw teoretycznych do rozktadéw rzeczywistych
wykorzystano test chi-kwadrat o (/-zp-1) stopni swobody (#p — liczba estymowanych parame-
tré6w) [Macdonald, Pitcher 1979; Reynolds i in. 1988]:

! ”
x'=-22 1, log| [6]
J=1 ”/
gdzie:
2/., "= odpowiednio oszacowana i rzeczywista liczba drzew w /-tym stopniu grubosci,

/- liczba stopni grubosci.

Obliczenia przeprowadzono przy pomocy opracowanego przez Macdonalda i Du [2004] pakietu
»mixdist”, wchodzgcego w sktad srodowiska R (http://www.R-project.org).
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Wyniki
Liczba jodet w badanych drzewostanach wielopigtrowych ksztattowata si¢ od 17 do 77 drzew/ha,
a bukéw - od 255 do 536 drzew/ha. Pozostate gatunki (gtéwnie grab, d¢by, jarzab i klon jawor)
wystgpowaly w liczbie do 55 drzew/ha. Na dwéch powierzchniach (BS02, BS07) rosty tylko jodta
i buk (tab. 1). Pole powierzchni przekroju piersnicowego wynosito w przypadku jodty odpo-
wiednio od 0,3591 (BS03) do 7,3058 m?/ha (BS10), natomiast w przypadku buka od 7,6699
(BS05) do 37,8099 m?ha (BS02). Udzial gtéwnych gatunkéw drzew, okreslony na podstawie
pola powierzchni przekroju pier$nicowego, wskazuje na dominacje buka. Na wszystkich
powierzchniach udziat tego gatunku byt wigkszy od udziatu jodly i wynosit od 65,5 (BS14) do
96,0% (BS02). Pozostale gatunki nie przekraczaly 16% udziatu (tab. 1). Srednia piersnica drzew
na powierzchni ksztattowata si¢ od 14,9 (BS05) do 32,4 ¢cm (BS08). Zmiennos¢ piersnic byta
stosunkowo duza, poniewaz warto$¢ odchylenia standardowego przekroczyta 16 cm (BS11).
Decydowat o tym przede wszystkim udziat drzew najgrubszych. Na niektérych powierzchniach
drzewa osiggnely maksymalng piersnicg wynoszacg 2100 cm (tab. 1).

Prawidlowa estymacja parametréw rozkladéw mieszanych polega na znalezieniu ekstre-
mum globalnego funkcji wiarygodnosci. Obliczenie ekstremum globalnego jest uzaleznione
m.in. od wybranych wartosci startowych procedury numerycznej. Testowana procedura esty-
macji parametréw rozkltadéw mieszanych umozliwita znalezienie minimum globalnego dla
wszystkich analizowanych powierzchni badawczych. Obliczone minima byly przynajmniej
w jednym przypadku réwne minimum globalnemu wyznaczonemu przy pomocy metody
wielopunktowej (tab. 2). Minimum globalne znaleziono tylko w jednym przypadku (na cztery
mozliwe) dla rozktadu mieszanego Weibulla i czterech powierzchni oraz dla rozkladu mieszanego
gamma i pi¢ciu powierzchni. Rezultaty wyznaczania minimum globalnego wykazaly przydat-
nos$¢ obu metod wyboru wartosci startowych do estymacji parametréw rozkltadéw mieszanych

Tabela 1.
Sktad gatunkowy badanych drzewostanéw i charakterystyka piersnic
Species structure and dbh characteristics of analysed stands

Udziat piersnicowego

sl gt [ ] Piersnica [cm]

Powierzchnia ) Odchvlenic
Jodta Buk Pozostale  Srednia ¥ Minimum Maksimum
standardowe
BS01 8,2 79,5 12,3 25,8 13,3 9 76
BS02 4,0 96,0 0,0 30,5 13,7 1 87
BS03 12,2 81,9 59 16,8 10,1 8 63
BS04 83 90,4 1,3 18,5 11,9 8 68
BS05 47 92,4 2,9 149 6,3 7 39
BS06 9,5 88,6 1,9 16,0 4.8 8 36
BS07 8,7 91,3 0,0 26,0 12,9 10 68
BS08 10,5 81,1 8,4 324 13,5 12 78
BS09 14,3 84,0 1,7 24,7 11,5 10 79
BS10 16,6 69,4 14,0 31,8 15,8 11 109
BS11 42 85,9 9,9 29,1 16,1 10 81
BS12 9,9 76,8 13,3 26,2 13,6 1 81
BS13 6,6 87,7 5,7 24,5 12,7 1 79
BS14 19,1 65,5 15,4 25,6 13,6 9 100

BS15 19,7 74,1 6,2 27,8 13,8 11 79




297

$nic drzew

Z

zktadéw pier:

owanie ro

Model

ampaooid [eanOWNU Jo 90USFIAU0D JO Yor| fouzofrownu Anpadord 1§ouZaIqZ Yeiq — x

9L'cs 9L'cs 9L°¢E 9L'cs 9L'cs ¥S'6¢ 9s'cs 9s'cs 9s'cE ¥S'6¢ SISd
29°9¢ ShLE 29'9¢ 29°9¢ 29°9¢ 62°LE 62°LE x 62°LE x rIsd
11'se 0¢°s¢ 11°s¢ 11'se 11'se Y9'¥¢ Y9'¥¢ Y9'¥¢ Y9'¥¢ Y9'¥¢ £1Sd
88'9¢ 88'9¢ 88°9¢ 88'9¢ 88'9¢ £8'9¢ £€8'9¢ £€8'9¢ £€8'9¢ x 2154
79's¢ 79's¢ * 8¢°9¢ 8¢°9¢ 29's¢ 79's¢ 29's¢ 29's¢ x 11sd
1§°L2 1§°L2 x x x SI'Le SI'Le SI'Le SI'Le SI'Le 0rsd
LLSE x LL'se LLSE LLSE 10°¢¢ x x 10°¢¢ x 60Sd
6S°6¢ 6S°6¢ 6S°6S 6S°6¢ 6S°6¢ AVE AVE x x x 8054
€1'Le 26°S¢ 26's¢ €1'Le 26°S¢ I¢'se v6'v¢ I¢'se I¢'se x L0Sd
S0°L S0°L 768 68 68 81°9 659 81°9 81°9 81°9 9054
98 98 98 98 98 L6 x L6 x x S0Sd
oLse €6'0¢ cLse oLse oLse €0'9¢ €0'9¢ €0'9¢ €092 x v0Sq
°6'cE €0've 6'ce °6'cE €0've Le'Le Le'Le Le'Le Le'Le Le'Le £0S4d
9'LE 9'LE LT8¢ L1°8¢ L1°8¢ 15°9¢ 159¢ 159¢ 129¢ x 2084
82°0C 82°0¢ 82°0¢ 82°0¢ 82°0¢ 81'0C 81'02 81'0C 81'0C * 1054
emolyundoform o 9=y c=y =7 emoryjundojorm o 9=y c=y =7
BPOIdN BIUPIS/ST/S'0 J'Xew/y uru BPOIdN PIUPAIS/STI/S0 JXew/y uru BIUYIZIAIMOJ
BWWES [InqIopm

UuonewWNsd s1a19wered UONNLISIP JINIXIW JO WIIOF[E Y1 10J SIN[BA [BIIUL 9Y2 SUISO0YD JO SPOYIAW SNOLIBA JO 9SN (AIM WNWIUIW [BQO[S JO UONBUIWINI(]

BWWES [ B[[NQIA\

oZouezsorw npepyzol Anowered 0590knwA1so nuAI03[E YoAM01IRIS 10501IBM NIOGAM POIOW YOAUZOI NIUBISAZIOYAM Az1d 05oU[BqO[3 WNWIUIW BIUBZORUZAM K1BI[NZOY

'C ¥IPQEL



298 Rafat Podlaski

ztozonych z dwéch rozktadéw sktadowych Weibulla i gamma. Brak zbieznosci procedury nume-
rycznej wystgpit w przypadku rozkltadu mieszanego Weibulla dla 17 aproksymacji, natomiast
w przypadku rozktadu mieszanego gamma — dla 5 (tab. 2).

Wartosci statystyki y2 i obliczonego poziomu istotnosci (p) §wiadcza o poprawnym aproksy-
mowaniu danych rzeczywistych przez rozktady mieszane Weibulla i gamma w przypadku wszyst-
kich badanych drzewostanéw (tab. 3). Najdokladniej rozktady rzeczywiste zostaty aproksymowane
modelami teoretycznymi dla powierzchni BS10, BS11 i BSO1. Zastosowanie mieszanych roz-
ktadéw zwigkszyto doktadnosé aproksymacji, w poréwnaniu do odpowiednich pojedynczych
rozkladéw, w przypadku 14 powierzchni dla rozktadu Weibulla i 10 powierzchni dla rozktadu
gamma (tab. 3).

Dyskusja
W przypadku stosowania rozktadéw mieszanych do aproksymacji jednomodalnych i stabo wy-
ksztatconych dwumodalnych rozkladéw piersnic konieczne jest zastosowanie odpowiednich
metod okreslania wartosci startowych dla procedury numerycznej obliczajacej parametry rozkta-
déw mieszanych. Zastosowane metody wyboru wartosci startowych tylko dla trzech powierzchni
w przypadku rozkladu Weibulla (BS03, BS10, BS13) i dla pi¢ciu powierzchni w przypadku roz-
ktadu gamma (BS01, BSOS, BS08, BS12, BS15) pozwolily na uzyskanie zbieznosci i znalezienie
minimum globalnego dla wszystkich trzech wariantéw metod min.4#/max.¢ oraz 0,5/1,5/rednia.
W pozostatych aproksymacjach przynajmniej dla jednego przypadku (1) nie uzyskano zbiezno-
$ci albo (2) proces znajdowania minimum globalnego zatrzymat si¢ po znalezieniu minimum
lokalnego lub punktu przegigcia funkcji wiarygodnosci. Przedstawione wyniki dowodza, Ze wy-
korzystanie odpowiedniej metody okreslania wartosci startowych podczas estymacji parame-
tréw rozktadéw mieszanych jest kluczowe dla otrzymania prawidtowych wynikéw. Ekstremum
globalne jest mozliwe do znalezienia w przypadku wyznaczenia duzej liczby réznych wartosci
startowych regularnie pokrywajacych caty zbiér danych rzeczywistych i uruchamiania kolejno

Tabela 3.
Z.godnosé dopasowania badanych rozktadéw teoretycznych do rozkladéw rzeczywistych
Goodness-of-fit of analysed theoretical and empirical distributions

Pojedynczy rozklad  Rozklad mieszany Pojedynczy =~ Rozklad mieszany

Powierzchnia ~ Weibulla Weibulla rozktad gamma gamma
b 7 b ’ 4 b

BSO1 0,8116 20,48 0,8774 0,9097 2028 0,8842
BS02 0,1673 36,51 0,3529 0,3242 37,46 0,2854
BS03 0,2377 27,37 0,3903 0,2302 33,92 0,3992
BS04 0,2105 26,03 0,4617 0,2034 25,72 0,4784
BS05 0,1730 9,57 0,6535 0,3374 8,62 0,7350
BS06 0,0358 6,18 0,8003 0,3538 7,05 0,5378
BS07 0,1185 25,31 0,4452 0,1425 27,15 0,3484
BS08 0,1577 37,12 0,1433 0,1159 39,59 0,0981
BS09 0,1843 33,01 0,3223 0,2435 35,77 0,2158
BS10 0,9488 27,15 0,9837 0,9801 27,51 0,9815
BS11 0,6758 35,62 0,9747 0,9032 35,62 0,9685
BS12 0,0976 36,83 0,2611 0,1505 36,88 0,2155
BS13 0,1093 34,64 0,2560 0,1553 35,11 0,2386
BS14 0,0593 37,29 0,6363 0,2709 36,62 0,6656

BS15 0,3883 29,54 0,4895 0,4336 32,76 03331
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dla kazdej z nich procedury numerycznej [McLachlan, Krishnan 2008]. Ze wzrostem liczby
wartosci startowych i wzrostem regularnosci pokrycia zwigksza si¢ prawdopodobieristwo startu
procedury numerycznej w poblizu ekstremum globalnego. Na tej zasadzie oparta jest metoda
wielopunktowa, wykorzystana do znalezienia minimum globalnego w niniejszym opracowaniu.
Stosowanie tej metody jest jednak bardzo pracochtonne. Jej wersja opisana w pracy Podlaskiego
[2011] wymaga m.in. 45-krotnego uruchomienia procedury numerycznej. Z tego wzgledu zapro-
ponowano procedur¢ wykorzystujgcg i poréwnujacg wyniki uzyskane dla metody min.4/max.£
(#=1, 3, 6) i 0,5/1,5/srednia, a dopiero w przypadku braku przynajmniej dwéch takich samych
rozwigzan, uwzgledniajgcg dodatkowo metode wielopunktowg [Podlaski 2011].

Badane wielopietrowe, dwugeneracyjne drzewostany Swictokrzyskiego Parku Narodowego
charakteryzowaly si¢ asymetrycznymi rozkltadami piersnic. Modelowanie tego typu rozkltadéw
piersnic z wykorzystaniem rozkladéw mieszanych zwigksza precyzj¢ aproksymaciji, a przede
wszystkim umozliwia identyfikacje réznych grup drzew [Zasada, Cieszewski 2005; Podlaski
2010]. Podobne wnioski przedstawili inni autorzy prowadzacy badania w lasach o réznym skfa-
dzie gatunkowym i o réznej budowie [Zhang i in. 2001; Hessenmoller, von Gadow 2001; Liu
i in. 2002; Zasada, Cieszewski 2005].

Podsumowanie

Proponowana procedura estymacji parametréw rozkladéw mieszanych moze by¢ przydatna
podczas aproksymacji rozkltadéw piersnic w drzewostanach wielopigtrowych. Przedstawione
rezultaty wskazujg na uniwersalnos¢ i przydatnos¢ rozktadéw mieszanych do modelowania rze-
czywistych rozktadéw piersnic drizewostanéw o réznej strukturze oraz sugerujg wigksza mozli-
wo$¢ wykorzystania tych rozktadéw m.in. podczas analizy dynamiki lasu oraz konstruowania
modeli struktury i budowy drzewostanéw. Dla jodly i buka modele wzrostu drzew i drzewo-
stanéw powinny w szerszym stopniu uwzglednia¢ lasy wielopi¢trowe, m.in. dwugeneracyjne
[Pretzsch 2001]. Jest to szczegdlnie wazne w przypadku tych dwéch gatunkéw ze wzgledu na
procesy zamierania, regresji i regeneracji jodly oraz zastgpowania jodty przez buka.
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SUMMARY

Modelling tree diameter distributions using mixture models.
II. Approximation the breast height diameter distributions
of multi-storeyed forests

In the twentieth century, the processes of the decline and recovery of fir stands, as well as the
replacement of fir by beech in the Swigtokrzyskie Mountains resulted in the development
of two-generation multi-storeyed fir and beech stands.

"The aim of the study is to (1) test the procedure of estimating mixture distribution parameters
proposed in Podlaski [2011] and (2) present the universality and usefulness of mixture distributions
for modelling the empirical distributions of breast height diameters on the example of two-
-generation stands with an asymmetric breast height diameter distributions.

The study was conducted in the Swictokrzyski National Park in the mixed fir and beech
forests, on 15 circular plots with the size ranging from 0.25 ha to 0.40 ha. Single and mixed
distributions (as a mixture of two component distributions: Weibull and gamma) were used
for modelling actual breast height diameter distributions). The mixture distribution parameters
were estimated using the procedure proposed in Podlaski [2011], inter alia, applying and
comparing the findings obtained by the methods min.#/max.£ (4=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average.

The tested procedure of estimating mixture distribution parameters allowed to locate the
global minimum for all analysed plots. The conducted approximations showed the usefulness
of both methods of selecting initial values min.#/max.£ (for #=1, 3, 6) and 0.5/1.5/average
to estimate the mixture distribution parameters. The chi-square test results indicate the correct
approximation of actual data (p>0.05) by mixed Weibull and gamma distributions for all
investigated forest stands.



