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Zastosowanie rozktadu Pareta do aproksymac;ji rozktadéw
dochoddéw zamoznych gospodarstw domowych

Dorota Pekasiewicz?

Streszczenie. Celem badania omawianego w artykule jest aproksymacja rozktadéw ekwiwa-
lentnych dochodéw zamoznych gospodarstw domowych w grupach spoteczno-ekono-
micznych za pomoca rozktadu Pareta z parametrami oszacowanymi metoda najwiekszej wiary-
godnosci. Za zamozne gospodarstwa domowe uznano te, ktérych dochody przekroczyly usta-
lony prég bogactwa (zamoznosci). Rozklady dochodéw zamoznych gospodarstw domowych sa
zazwyczaj zeromodalne i cechuja sie grubymi ogonami, dlatego do ich aproksymacji wykorzy-
stano rozktad Pareta. Analizowano ekwiwalentne dochody zamoznych gospodarstw w Polsce
ogoétem i w poszczegdlnych grupach spoteczno-ekonomicznych w latach 2014-2017. Dane
uzyskano z badania budzetéw gospodarstw domowych. Stopiern dopasowania rozktadéw
teoretycznych do empirycznych zbadano za pomoca wybranych miar podobieristwa.

Wyniki potwierdzity duzg zgodnos¢ empirycznych rozkladéw dochodéw z modelem Pareta.
Bardzo dobre aproksymacje uzyskano w szczegélnosci dla zamoznych gospodarstw domowych
pracownikéw, pracujacych na wiasny rachunek oraz emerytéw i rencistéw. Nieznacznie gorsze
wyniki otrzymano dla gospodarstw rolnikéw. Rozktady teoretyczne dobrze dopasowane do
danych empirycznych zostaty wykorzystane do szacowania wybranych charakterystyk rozktadu,
m.in. miar potozenia, zréznicowania i nierbwnomiernosci, oraz do poréwnywania grup pod
wzgledem ich zamoznosci.
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The application of the Pareto distribution to approximate
income distributions of wealthy households in Poland

Abstract. The aim of the paper is to approximate the equivalent income distributions of
wealthy households in particular socio-economic groups using the Pareto distribution, with
parameters estimated by means of the maximum likelihood estimation method. Households
whose income exceeded the established wealth threshold were classified as wealthy house-
holds. Income distributions of wealthy households are usually non-modal and heavy-tailed,
thus, the Pareto distribution was applied as their theoretical model. The equivalent income of
wealthy households in Poland was analysed in total and in particular socio-economic groups.
The research was based on data from the 2014-2017 Household Budget Survey. Selected
similarity measures were used to examine the degree to which the theoretical distributions
proved consistent with the empirical ones.

The obtained results confirmed the high level of consistency of empirical income distribu-
tions with the Pareto model. Moreover, very good approximations were obtained especially for
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wealthy households of employees and self-employed, as well as pensioners. Slightly worse
results were obtained for the farmers group. Theoretical distributions well fitted to empirical
data were used to estimate selected distribution characteristics, including measures of location,
dispersion and inequality, and to compare the different groups in terms of their wealth.

Keywords: income, household, Pareto distribution, wealth

1. Wprowadzenie

Rozktady dochodéw, w tym ich nieréwnomiernos¢, sa przedmiotem badan zaréwno
statystykow, jak i ekonomistow. Badania te obejmujg takie nurty, jak poszukiwanie
modelu teoretycznego opisujacego rozklady empiryczne, tworzenie teorii wyjasnia-
jacych proces ksztaltowania si¢ rozkladéw dochodéw i ich nieréwnomiernosci oraz
doskonalenie metod badania nieréwnomiernosci rozkladow.

Dotychczasowe badania zaowocowaly duzg liczba rozkltadéw teoretycznych, ktdre
znajdujg zastosowanie w analizie dochodéw. W pracach Jedrzejczak (2006), Jedrzej-
czak i Pekasiewicz (2020), Kleibera (1996), Kleibera i Kotza (2003), Ostasiewicz
(2013) i Salamagi (2016) mozna znalez¢ wyniki analiz wykorzystujacych wiele roz-
kladéw, w tym Daguma, Singha-Maddali czy Fiska, do aproksymacji rozkltadow
dochodéw, ze wskazaniem tych, ktdre najlepiej odwzorowujg rozktady empiryczne
dla réznych grup gospodarstw domowych. Rozklady dochodéw gospodarstw najcze-
$ciej sg jednomodalne i charakteryzujg si¢ prawostronng asymetrig oraz dodatnia
kurtozg (Kot, 1999).

Inny typ rozktadu cechuje gospodarstwa domowe o wysokich dochodach. Sg one
zazwyczaj zeromodalne i maja nieskonczone wariancje. Juz wyniki badania przed-
stawione w pracy Mandelbrota (1963) pokazaly, ze w przypadku grup o wysokich
dochodach dobre dopasowanie do danych empirycznych wykazuje rozklad Pareta,
dlatego jest on wykorzystywany do aproksymacji miesiecznych dochodéw ekwiwa-
lentnych gospodarstw domowych w grupach spoteczno-ekonomicznych. Problema-
tyke zamoznosci i bogactwa oraz modelowania rozkladéw indywidualnych i ekwiwa-
lentnych dochodéw zamoznych gospodarstw domowych za pomocg rozktadu Pareta
rozwazaja m.in. Brzezinski (2014), Brzezinski i in. (2020), Charpentier i Flachaire
(2019), Jagielski i Kutner (2011), Peichl i in. (2008), Saczewska-Piotrowska (2018)
oraz Wlodarczyk (2013).

W analizach dotyczacych dochodéw przypadajacych na osobe i porownywania
dochodéw w gospodarstwach domowych istotnym zagadnieniem jest uwzglednienie
struktury demograficznej gospodarstwa. Koszty utrzymania nie sa proporcjonalne
do liczby czlonkéw gospodarstwa, dlatego wielkos¢ dochodow ekwiwalentnych wy-
znacza si¢ z zastosowaniem wybranej skali ekwiwalentnosci. W analizach przepro-
wadzonych w ramach badania omawianego w niniejszym artykule wykorzystano
skale potegowy z elastycznoscig ekwiwalentnosci réwna 0,5.
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Zagadnienia poruszane w artykule dotycza aproksymacji empirycznych rozkta-
dow dochodéw ekwiwalentnych zamoznych gospodarstw domowych za pomoca
rozktadu Pareta. Wiadomo, Ze o zamoznosci gospodarstw decyduja nie tylko docho-
dy. Duze znaczenie ma réwniez wielko$¢ dochodéw niewydatkowanych na kon-
sumpcje i kumulowanych w postaci oszczedno$ci rzeczowych oraz finansowych,
generujacych posiadanie aktywow. Niemniej wielko$¢ dochodu jest jednym z naj-
wazniejszych czynnikow wplywajacych na sytuacje finansowg gospodarstw. Za
gospodarstwo domowe o wysokich dochodach uznaje si¢ to, ktérego dochody prze-
kraczajg ustalony prog (granice) bogactwa, zwany tez granicg zamoznosci.

Warto$¢ granicy zamoznosci jest ustalana réznie, m.in. na poziomie dwu- lub
trzykrotnosci mediany rozkladu dochodéw ekwiwalentnych albo wybranego kwan-
tyla rozkladu dochoddéw (zob. Brzezinski, 2014; Peichl i in., 2008). W literaturze
czasem odrdznia si¢ zamoznych od bogatych i bardzo bogatych. Wedtug Franziniego
i in. (2016) gospodarstwa domowe osiggajace dochody powyzej trzykrotnosci me-
diany traktuje si¢ jako zamozne, osiagajace dochody pigciokrotnie przewyzszajace
mediane - jako bogate, a osiggajace dochody przynajmniej 10 razy wyzsze od me-
diany - jako bardzo bogate. W omawianym badaniu za zamozne uznano gospodar-
stwa o miesiecznych dochodach ekwiwalentnych przekraczajacych wartos¢ dwu-
krotnosci mediany i aproksymowano rozklady ich dochodéw za pomoca rozktadu
Pareta o parametrach szacowanych metoda najwiekszej wiarygodnosci.

Celem badania bylo dopasowanie rozktadu teoretycznego do rozkladéw ekwiwa-
lentnych dochodéw zamoznych gospodarstw domowych w grupach spoteczno-
-ekonomicznych. Rozklady Pareta aproksymujgce empiryczne rozklady dochodéw
zamoznych gospodarstw wyznaczono dla grup spoteczno-ekonomicznych w latach
2014-2017. Rozktady teoretyczne umozliwiaja dokladniejsza analize oraz opracowa-
nie prognoz dotyczacych rozkladéw dochodéw. W omawianym badaniu zostaly
wykorzystane do oszacowania miar polozenia, zréznicowania oraz nieréwnomierno-
$ci ekwiwalentnych dochodéw zamoznych gospodarstw domowych w grupach spo-
teczno-ekonomicznych w 2017 r.

2. Rozktad Pareta i jego wybrane charakterystyki

Wiréd rozkladéw, ktére opracowano w wyniku obserwacji rozkladéw dochodéw
ludnosci uzyskanych ze statystyk podatkowych réznych krajow europejskich, znaj-
duje sie rozktad Pareta (zob. Pareto, 1897).

Funkgcja gestosci rozkladu Pareta jest okreslona wzorem

af?
f(y)= W dlayZG,

0 dlay <6,

(1)
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a dystrybuanta — wzorem

—-a

y
1-(2) dlay=#6

F(y) = (9) ay=4t (2)
0 dlay <6,

gdzie:

0 — minimalny dochdd,
a - parametr zwany stala Pareta.

Momenty zwykle rzedu r istnieja, gdy parametr ksztaltu a spelnia nieréwnoéé
a > r. Wowczas przyjmuja one postaé (zob. np. Krishnamoorthy, 2006)

a
E(Y")=0"—— dlaa>r. (3)
a—-r
Warto$¢ oczekiwana wyraza si¢ wzorem
a
E(Y)=0—— dlaa> 1. (4)
a-—1

Rozklad dochoddéw okreslony krzywa Pareta ma skonczong wariancje tylko dla
a > 2 i przyjmuje postac

2

D) =—0 % a2 (5)
()—(a_l)2 — dlaa>2

Rozktad Pareta moze charakteryzowacé si¢ niewielkg liczbg skoniczonych momen-
téw, co oznacza, ze moze by¢ rozkladem z cigzkim ogonem (heavy tail). Im
mniejsza liczba skonczonych momentéw rozktadu, tym grubszy jest jego prawy kra-
niec.

Dobre dopasowanie rozkladu Pareta do rozkltadu dochodéw moze by¢ wykorzy-
stane do oszacowania funkcji Lorenza oraz miar okreslajacych stopienn nieréwno-
miernos$ci rozkladu, takich jak wspétczynnik Giniego czy wspolczynnik Schutza-
-Pietry.

Funkcja Lorenza dla rozkladu Pareta wyraza si¢ wzorem

Lp)=1-(1-p)i-a dlaa>1, ©)

gdziep € [0, 1].
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Wspodtczynnik Giniego i wspolczynnik Schutza-Pietry przyjmuja postaé odpo-
wiednio:

G dlaa > 1, (7)

T 2a-1

1 /a—1\%
SP = ( ) dlaa> 1. (8)
a—1 a

Oszacowanie @ parametru a pozwala zatem wyznaczy¢ zaréwno funkcje Lorenza
1
2a-1

~ -1 ~
Lp)=1-(1—-p)* "adla p € [0,1], jak i wspétczynniki nieréwnosci: G =
— a-1\2
oraz SP = ;(a_}) dlaa > 1.
a-1 a
Im wigksza jest warto$¢ parametru a, tym warto$ci wspolczynnikéw Giniego

i Pietry s mniejsze, a tym samym mniejsze s3 nierownomiernosci rozkladu.

3. Metoda badania

Podstawowym zrédlem informacji o dochodach, wydatkach, spozyciu oraz innych
aspektach warunkow zycia okreslonych grup ludnosci sg badania budzetéw gospo-
darstw domowych (BBGD), prowadzone przez Gléwny Urzad Statystyczny (Gléwny
Urzad Statystyczny [GUS], 2018b). Ich wyniki pozwalaja na analize wplywu réznych
czynnikow na ksztaltowanie si¢ poziomu i zréznicowania dochodéw gospodarstw
pogrupowanych wedlug okreslonych kryteriéw, m.in. zrédta utrzymania, klasy miej-
scowosci zamieszkania albo typu biologicznego gospodarstwa, wojewodztwa czy
regionu. Ze wzgledu na zrédla utrzymania wyrdznia si¢ nastepujace grupy spolecz-
no-ekonomiczne gospodarstw:

e pracownikow;

¢ rolnikéw;

e pracujacych na wlasny rachunek;

e emerytow i rencistow;

o utrzymujacych sie ze zrédel niezarobkowych.

W omawianym badaniu wymienione grupy gospodarstw analizowano pod katem
ich zamoznosci.

Badanie budzetow gospodarstw domowych prowadzone jest metodg reprezenta-
cyjna, ktéra daje mozliwo$¢ uogélnienia (z okreslonym bledem) uzyskanych wyni-
kow na wszystkie gospodarstwa domowe w Polsce lub na wybrane grupy gospo-
darstw. Jednostka obserwacji jest gospodarstwo domowe jedno- lub wieloosobowe.
Za gospodarstwo zamozne uznaje si¢ gospodarstwo o dochodach przekraczajgcych
proég bogactwa (zamoznosci). Na potrzeby pracy badawczej opisanej w artykule prog
ten ustalono na poziomie dwukrotnoéci mediany.
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Do analiz wykorzystano dane za lata 2014-2017 pochodzace z BBDG (GUS, 2015,
2016, 2017, 2018a)'. Dane te charakteryzujg sie jednak nadreprezentatywnoscig grup
o niskich dochodach. Wystepuje tu takze problem niedostatecznej reprezentacji
najbogatszych gospodarstw domowych. Do zanizania dochodéw dochodzi nawet
w przypadku danych uzyskiwanych z legalnych Zrédet, co jest argumentem przema-
wiajgcym za analizowaniem wielko$ci wydatkéw, a nie dochodéw w badaniach doty-
czacych dobrobytu (zob. Kot, 2003).

Przystepujac do badania rozkladéw dochodéw ekwiwalentnych, nalezy podja¢
decyzje o wyborze skali ekwiwalentnosci, ktora odzwierciedla wplyw struktury de-
mograficznej gospodarstwa domowego na koszty utrzymania gospodarstw. W ni-
niejszej pracy wykorzystano skale potegowa — czesto stosowang oprocz zmodyfiko-
wanej i oryginalnej skali OECD - z elastycznoscig ekwiwalentnosci réwnag 0,5, czyli
pierwiastek z liczby 0séb w gospodarstwie domowym.

Parametry rozkladu Pareta wykorzystywanego do aproksymacji rozkladow do-
chodéw zamoznych gospodarstw domowych szacowano metoda najwiekszej wiary-
godnosci (MNW). Metoda ta zostala wybrana na podstawie badan symulacyjnych,
ktérych rezultaty przedstawiono w pracy Jedrzejczak i Pekasiewicz (2020). Swiadcza
one o dobrych wlasnosciach estymatoréw otrzymanych za pomocg MNW w porow-
naniu z wlasno$ciami (obcigzonoscia, srednim kwadratem bledu) estymatorow uzy-
skanych innymi metodami, np. metoda momentéw wazonych prawdopodobien-
stwami czy metoda najmniejszych kwadratéw lub wazona metoda najmniejszych
kwadratow.

Dobro¢, czyli trafno$¢ dopasowania rozkladu teoretycznego do empirycznego,
oceniona zostala za pomocg wspdtczynnikéw zgodnoséci: wskaznika podobienstwa
struktur (Wps), wspdtczynnika Mortary? (IM) oraz wspdtczynnika uwzgledniajacego
roznice miedzy warto$cig $rednig rozkladu empirycznego i wartoscig oczekiwang
rozktadu teoretycznego (I,.).

Do obliczenia wskaznika podobienstwa struktur postuzono sie wzorem (zob. np.
Chomatowski i Sokotowski, 1978; Kruszka, 1989)

k
Wps = z min (w;, W;), )
j=1

gdzie:

k - liczba przedzialéw, na ktére zostaly pogrupowane uporzadkowane dane,
w; - empiryczne wskazniki struktury, j =1, ..., k,

w; - teoretyczne wskazniki struktury, j = 1, ..., k.

"W trakcie pisania artykutu dane za 2017 r. byly najnowszymi dostepnymi danymi.
2 Giorgio Mortara (1885-1967) — wtoski ekonomista, demograf i statystyk.
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Wspodtczynnik Mortary ma postaé (zob. np. Zenga i in., 2010)

k
1
M =2 |y =y, (10)
=1

gdzie:
k - liczba przedzialéw,
n; — czgstosci empiryczne,

A~

n; — czgstosci teoretyczne.

Im wskaznik podobienstwa struktur jest blizszy 1, a wspdlczynnik Mortary — bliz-
szy 0, tym dopasowanie jest lepsze.

W omawianym badaniu liczba przedzialéw, na ktore zostaly podzielone dane
z poszczegblnych grup, stuzaca do obliczenia wskaznika podobienstwa struktur
i wspoélczynnika Mortary, wynosita od 15 do 20, w zaleznoéci od liczebnosci grup.

Zgodnos¢ rozkltadu empirycznego z wybranym modelem teoretycznym bada si¢
réwniez poprzez poréwnanie najwazniejszych charakterystyk liczbowych rozktadu
teoretycznego z odpowiednimi charakterystykami empirycznymi - moga to by¢
$rednie, odchylenia standardowe lub wspétczynniki nieréwnomiernosci. W prze-
prowadzonych analizach uwzgledniono wspdtczynnik bedacy wzgledng roéznicg
miedzy $rednig wartoscig rozkladu empirycznego i oczekiwang wartoscig rozkladu
teoretycznego:

|Y - EY|
- . 0 (11)
I, e 100%,

gdzie:

Y - $rednia arytmetyczna warto$ci dochodéw Y;,Y,, ..., ¥y,
EY - wartos$¢ oczekiwana teoretycznego rozkladu Pareta.

Przyjmuje si¢, ze w przypadku bardzo dobrego dopasowania réznica miedzy
empirycznymi i teoretycznymi charakterystykami rozkladu powinna by¢ mniejsza
niz 5%.

4, Wyniki analiz rozkltadéw dochodéw zamoznych
gospodarstw domowych w grupach spoteczno-ekonomicznych

W badaniu analizowano rozklady miesiecznych dochodéw ekwiwalentnych zamoz-
nych gospodarstw domowych w latach 2014-2017.
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Na podstawie prob pochodzacych z BBGD (GUS, 2015, 2016, 2017, 2018a) dla
kazdego analizowanego roku wyznaczono granice zamoznosci (y,) jako warto$é
dwukrotnosci mediany empirycznego rozkltadu miesiecznych dochodéw ekwiwa-
lentnych. Otrzymano nastepujace wartosci:

e 2014 r. - 4041,46 zk;
e 2015r.-4195,36 z};
e 20167r.—4477,12 zk;
e 2017 r. - 4695,74 zk.

Zaobserwowano wzrost granicy zamoznosci z roku na rok, a $rednie tempo zmian
w analizowanym okresie wynosito 5,13%. Udzialy gospodarstw zamoznych w Polsce
i w poszczegdlnych grupach spoleczno-ekonomicznych, obliczone na podstawie

wyznaczonych wartosci yj,, przedstawiono w tabl. 1.

Tabl. 1. Odsetek gospodarstw o wysokich dochodach w grupach spoteczno-ekonomicznych

Gospodarstwa

. utrzymujacych

Lata . 0 . pracujacych emerytow | sie ze zrodet

ogoétem pracownikow |  rolnikéw na wlasny . L .
i rencistéw | niezarobko-
rachunek
wych

8,67 11,05 16,32 19,65 2,71 1,82
8,12 10,16 14,51 20,98 2,82 1,16
7,34 9,33 15,57 19,49 2,07 1,76
742 9,32 17,85 19,74 1,90 1,87

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie: GUS (2015, 2016, 2017, 2018a).

W latach 2014-2017 gospodarstwa domowe osiggajace miesieczne dochody
ekwiwalentne powyzej dwukrotno$ci mediany stanowily niewiele ponad 7% wszyst-
kich gospodarstw w Polsce, przy czym w analizowanym okresie zaobserwowano
zmniejszenie si¢ udziatu gospodarstw o wysokich miesiecznych dochodach ekwiwa-
lentnych. W grupie pracujacych na wilasny rachunek i w grupie rolnikéw odsetek
gospodarstw domowych o dochodach ekwiwalentnych przekraczajacych granice
zamoznosci byl najwyzszy, a znacznie mniejszy - w grupach emerytéw i rencistow
oraz utrzymujacych sie ze zZrédet niezarobkowych.

W tabl. 2 i na wykr. 1 przedstawiono charakterystyki empirycznych rozkladéw
miesiecznych dochodéw ekwiwalentnych zamoznych gospodarstw domowych
w2017 r.

Miesieczne dochody ekwiwalentne zamoznych gospodarstw domowych w grupie
rolnikéw okazaly si¢ bardzo zréznicowane. W wylosowanej probie pojawily sie war-

tosci odstajace. Mozna je zidentyfikowaé na podstawie wykresu ramkowego, ktdry
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wedlug Safariego i in. (2019) jest dobrg metodg wyznaczania nietypowych (odstaja-
cych) wielkosci dochoddw, lub za pomoca metody kwartylowej (zob. Chrominski
i Tkacz, 2010). Za ekstremalnie nietypowe uznaje si¢ wartosci wicksze od
Q3 + 3RQ lub mniejsze od Q; — 3RQ, gdzie Q,, Q3 sa odpowiednio kwartylem
pierwszym i trzecim, a RQ oznacza rozstep ¢wiartkowy.

Tabl. 2. Charakterystyki empirycznych rozktadéw dochodéw zamoznych
gospodarstw domowych w grupach spoteczno-ekonomicznych w 2017 r.

. Odchylenie| wspot-
Liczba | Minimum | Maksimum| Srednia | Mediana |standardo- czynnik
Gospodarstwa gospo- we . -
darstw zmlenonosq
w zt w %
Ogdtem ... 2721 4696,10 | 264261,36 6965,53 5773,50 6404,61 91,95
(6870,94) (4083,82) (59,43)
Pracownikéw ... 1650 4696,10 | 66178,50 6444,46 5673,62 3031,41 47,12
RoINIKOW ...ovvveeernrnnecee 296 4715,67 | 264261,36 | 10692,10 7479,66 | 1681230 157,24
(9832,57) (7997,43) (81,34)
Pracujacych na wta-
sny rachunek ........ 495 4698,94 | 57000,00 7048,34 6010,41 3854,53 54,69
Emerytéw i renci-
STOW eeererrrenrrnnrens 252 4702,26 | 22208,00 5857,17 5391,90 1584,69 27,06
Utrzymujacych sie
ze zrédet nieza-
robkowych ... 28 4843,97 | 12625,50 6787,66 5859,72 2052,50 30,24

Uwaga. W nawiasach podano charakterystyki liczbowe po odrzuceniu wartosci ekstremalnie odstajacej, tzn.
264261,36 zt.

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie: GUS (2018a).

W przypadku zamoznych gospodarstw rolnikéw i wszystkich gospodarstw o wy-
sokich dochodach ekstremalnie odstajaca wartoscig jest miesieczny dochdd ekwiwa-
lentny w wysokos$ci 264261,36 zt (dla grupy rolnikéw otrzymano Q3 + 3RQ =
=26056,977 zl, a dla ogétu - Q3 + 3RQ = 22435,088 zl), ktéry zostal pominiety
przy aproksymacji rozkladéw miesigcznych dochodéw zamoznych gospodarstw
rolnikow i ogétu zamoznych gospodarstw domowych w Polsce. W przypadku rolni-
kow tak duza warto$¢ miesiecznego dochodu moze wynika¢ z sezonowosci ich do-
chodéw. W dalszych analizach ograniczono si¢ do usunigcia jednej wartosci odstajg-
cej (ekstremalnie odstajacej), poniewaz pominiecie zbyt wielu informacji o wysokich
dochodach moze zaburzy¢ obraz zamoznosci.

Poréwnujac wielkosci dochodéw zamoznych gospodarstw domowych w grupach
spoleczno-ekonomicznych w 2017 r., mozna zauwazy¢, ze $rednie dochody (wyra-
zone zaréwno $rednig arytmetyczna, jak i mediang dochodéw) sa najwyzsze w gru-
pie rolnikéw, a najnizsze w grupie emerytoéw i rencistow. Stopien zrdéznicowania
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dochodéw gospodarstw domowych osiggajacych wysokie dochody ekwiwalentne
w grupach spoteczno-ekonomicznych jest niejednakowy. Najbardziej niejednorodna
jest grupa gospodarstw rolnikow, czyli takich, ktérych wylacznym lub gléwnym
zrédtem utrzymania jest dochdd z uzytkowanego gospodarstwa indywidualnego
w rolnictwie, oraz grupa gospodarstw, w ktorej Zrodlem utrzymania jest praca na
wlasny rachunek poza gospodarstwem indywidualnym w rolnictwie lub wykonywa-
nie wolnego zawodu (wspotczynniki zmiennosci odchylenia standardowego odpo-
wiednio ponad 81% i 54%). Zamozne gospodarstwa emerytow i rencistow stanowia
niewielki odsetek i s3 do$¢ jednorodne (wspdtczynnik zmiennosci - 27%).

Wykr. 1. Podstawowe miary potozenia i zré6znicowania dochodéw gospodarstw domowych
w grupach spoteczno-ekonomicznych w 2017 r.

zt

10000
8000
6000 —
4000 —
2000 —
0
ogoétem pracownicy rolnicy pracujacy emeryci  utrzymujacy sie
na whasny irencisci  ze zrédet
rachunek niezarobkowych

Srednia arytmetyczna B mediana 1 odchylenie standardowe
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: GUS (2018a).
Podobnie ksztaltowata si¢ sytuacja w latach 2014-2016.

Do oszacowania parametréw rozkladu Pareta aproksymujacego rozklady mie-
siecznych dochodéw ekwiwalentnych wykorzystano MNW. Otrzymane wartosci
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parametrow rozkladu oraz miary okreslajagce dobro¢ dopasowania rozkladu teore-
tycznego do danych empirycznych przedstawiono w tabl. 3. W przypadku gospo-
darstw domowych utrzymujacych sie ze Zrddel niezarobkowych nie mozna byto
dopasowac rozkladu teoretycznego ze wzgledu na zbyt matg liczebnos¢ proby.

Tabl. 3. Oszacowania parametréw rozktadu Pareta aproksymujgcego rozktad dochodéw
zamoznych gospodarstw domowych w grupach spoteczno-ekonomicznych
oraz miary dopasowania

Parametry rozktadu
Gospodarstwa Lata p p Wps IM Irw %
O0gOtem s 2014 4016,200 3,151 0,991 0,018 0,757
2015 4195,410 3,225 0,994 0,012 1,292
2016 4477,200 3,318 0,998 0,003 1,712
2017 4696,101 3,235 0,995 0,009 1,084
PracownikOw .........ceeeenveeeseeesenenenes 2014 4016,197 3,361 0,996 0,008 0,237
2015 4195,406 3,539 0,993 0,014 0,486
2016 4477,195 3,666 0,991 0,017 0,158
2017 4696,101 3,728 0,995 0,010 0,419
Rolnikéw 2014 4029,094 1,856 0,942 0,112 7111
2015 4207,700 1,832 0,953 0,091 5,378
2016 4482,770 1,928 0,988 0,023 4,867
2017 4715,672 1,736 0,954 0,084 11,600
Pracujacych na wiasny rachunek | 2014 4017,000 2,619 0,976 0,042 1,586
2015 4200,000 2,714 0,983 0,032 0,707
2016 4483,057 2,940 0,958 0,074 2,070
2017 4698,938 2,949 0,983 0,034 0,866
Emerytdw i rencistow ........occeeeee. 2014 4017,020 5,030 0,925 0,143 0,457
2015 4197,188 4,782 0,960 0,079 0,081
2016 4486,593 4,641 0,971 0,057 0,025
2017 4702,260 5,097 0,968 0,063 0,123

Uwaga. Wps - wskaznik podobienstwa struktur, IM — wspotczynnik Mortary, I - wspotczynnik bedacy
wzgledna réznica sredniej wartosci rozktadu empirycznego i oczekiwanej wartosci rozktadu teoretycznego.

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie: GUS (2015, 2016, 2017, 2018a).

Rozklad Pareta aproksymujgcy rozktad dochodéw zamoznych gospodarstw rolni-
kéw ma parametr a < 2, co oznacza, Ze momenty rzedéw wyzszych niz 1 nie istnie-
ja, a tym samym nie istnieje odchylenie standardowe. Rozklad dochodéw w tej gru-
pie charakteryzuje si¢ grubszym prawym ogonem niz rozklady dochodéw w pozo-
stalych grupach spoleczno-ekonomicznych.

Obliczone miary (Wps, IM, I,) $wiadcza o tym, ze rozklad Pareta w wiekszo$ci
przypadkéw bardzo dobrze aproksymuje rozklady empiryczne. Problematyczne
moze by¢ jedynie dopasowanie rozkladu teoretycznego w grupie gospodarstw rolni-
kéw w calym analizowanym okresie oraz w grupie gospodarstw emerytéw i renci-
stow w 2014 r. W przypadku grupy rolnikéw o wysokich dochodach ekwiwalentnych
wspodtczynnik I, okre§lony wzorem (11), jest bliski 5% w 2016 r. (4,87%) lub prze-
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kracza 5% w latach 2014, 2015 i 2017, co $wiadczy o gorszym dopasowaniu rozkladu
teoretycznego do danych empirycznych. Pozostate miary, czyli wskaznik podobien-
stwa struktur (wigkszy niz 0,95) i wspdtczynnik Mortary (bliski 0), réwniez pozwala-
ja uznad, ze rozklad Pareta z oszacowanymi parametrami dobrze aproksymuje empi-
ryczny rozklad dochodéw zamoznych rolnikéw w latach 2015-2017. Tylko w przy-
padku roku 2014 wszystkie trzy miary przyjmujg niesatysfakcjonujace wartosci:
Wps wynosi nieco ponizej 0,95, I, jest wiekszy niz 5%, a IM wynosi 0,112. Rozktad
Pareta aproksymujacy empiryczny rozklad ekwiwalentnych dochodéw zamoznych
gospodarstw emerytow i rencistdw mozna uznaé za gorzej dopasowany, aczkolwiek
miara [, < 5%.

Na wykresach 2 i 3 przedstawiono rozklady empiryczne wraz z aproksymujacymi
je teoretycznymi funkcjami gestosci (f) rozkladu Pareta dla dochodéw ogétu zamoz-
nych gospodarstw domowych i dla poszczegélnych grup spoleczno-ekonomicznych
w2017 r.

Dobre dopasowanie rozkladu teoretycznego do danych empirycznych prowadzi
do alternatywnego sposobu szacowania parametrow charakteryzujacych rozwazang
populacje, polegajacego najpierw na aproksymacji rozktadu empirycznego rozkla-
dem teoretycznym, a nastepnie na wyznaczeniu odpowiednich wielkosci na podsta-
wie oszacowanych parametréw funkcji gestosci rozkladu teoretycznego.

Wykr. 2. Aproksymacja rozktadu dochodéw zamoznych gospodarstw domowych ogétem
w2017r.

flx)
0,0007
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0,0003
0,0002

0,0001

0 1 | I 1 M| i s 1 L 1 ] X
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Uwaga. x - wielkos¢ dochodu ekwiwalentnego gospodarstwa domowego w z, f(x) - funkcja gestosci
rozktadu Pareta dochodu ekwiwalentnego.
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: GUS (2018a).
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Wykr. 3. Aproksymacja rozktadéw dochodéw zamoznych gospodarstw domowych
w grupach spoteczno-ekonomicznych w 2017 r.
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0,0004+
0,0006
0,0003F
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0,0002¢ 0,000
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0 1 N . X 0 L L X
5000 10000 15000 20000 25000 5000 10000 15000 20000 25000

Uwaga. Jak przy wykr. 2.

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: GUS (2018a).

Korzystajac z otrzymanych rozkladéw Pareta, wyznaczono nastgpujace charakte-
rystyki liczbowe rozkladéw miesiecznych dochodéw ekwiwalentnych w 2017 r.:
warto$¢ oczekiwana, mediana, odchylenie standardowe (z wyjatkiem gospodarstw
rolnikow) i miary nieréwnomiernosci (tabl. 4). Réznice miedzy wartosciami z proby
a teoretycznymi charakterystykami liczbowymi rozkladéw sg tym mniejsze, im do-
pasowanie rozkladu teoretycznego do danych empirycznych jest lepsze.

Tabl. 4. Charakterystyki rozkladéw Pareta aproksymujacych rozktady dochodéw zamoznych
gospodarstw domowych w grupach spoteczno-ekonomicznych w 2017 r.

Wartos¢ Mediana Odchylenie 3 . i .
Gospodarstwa oczekiwana standardowe ngci)rticezégmk ;/Z;E(t)icazg?eqlrl;
w zt

Ogdtem 6797,27 5818,24 3400,66 0,18 0,14
Pracownikéw . 6417,55 5655,69 2528,48 0,15 0,11
Rolnikéw . 11122,84 7029,88 . 0,41 0,31
Pracujacych na wtasny ra-

chunek .....ooceeeeeeeernecris 7109,89 5943,99 4250,03 0,20 0,15
Emerytéw i rencistow ...... 5849,99 5387,25 1472,41 0,11 0,08

Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie: GUS (2018a).
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Poréwnujgc rozktady dochodéw zamoznych gospodarstw domowych w grupach
spoleczno-ekonomicznych, nalezy stwierdzi¢, ze rozklad dochodéw zamoznych
gospodarstw rolnikéw charakteryzuje najwigksza warto$¢ oczekiwana i mediana
w poréwnaniu z rozktadami dochodéw zamoznych gospodarstw w pozostatych gru-
pach spoteczno-ekonomicznych. W grupie rolnikéw obserwuje si¢ rowniez najwiek-
sze nieréwnosci dochodowe, o czym $wiadczy najwyzsza warto$¢ oszacowanego
wspolczynnika Giniego i potwierdza to najwyzsza warto$¢ wspoétczynnika Schutza-
-Pietry. Zamozne gospodarstwa emerytoéw i rencistow sg grupa najbardziej jedno-
rodng (male odchylenie standardowe, wspolczynnik zmienno$ci odchylenia stan-
dardowego réwny 25,17%, nieduza warto$¢ wspotczynnikéw Giniego i Schutza-
-Pietry).

Wspodlczynnik Schutza-Pietry okredla, jaki odsetek sumy dochodéw ekwiwalent-
nych wszystkich badanych gospodarstw powinien by¢ transferowany z grupy gospo-
darstw o dochodach powyzej wartosci oczekiwanej do grupy gospodarstw o docho-
dach réwnych wartosci oczekiwanej lub nizszych od niej, aby zniknely nieréwnosci.
W przypadku zamoznych gospodarstw rolnikéw transfer powodujacy zniwelowanie
nieréwnosci dochodowych musiatby wynie$¢ 31% dochodéw, a w grupie emerytow
- tylko 8%.

W pracy Wlodarczyk (2013) przedstawiono analizy dotyczace rozktadow indywi-
dualnych miesiecznych dochoddéw netto w Polsce w latach 2003-2011, w ktorych
najwyzsze dochody modelowano rozktadem Pareta. Nieréwnosci dochodowe mie-
rzone wspolczynnikiem Giniego wzrastaty od 0,156 do 0,216 w poszczegdlnych la-
tach. W przypadku miesiecznych dochodéw ekwiwalentnych gospodarstw domo-
wych w latach 2014-2017 nie obserwuje si¢ takiej tendencji. Réznice pomiedzy nimi
w poszczegolnych latach s3 znacznie mniejsze: Gpo14 = 0,189, Gogr5 = 0,183,
G016 = 0,177 oraz Gogq7 = 0,183.

5. Podsumowanie

W badaniu oméwionym w artykule analizowano rozklady miesiecznych dochodéw
ekwiwalentnych zamoznych gospodarstw domowych w poszczegélnych grupach
spoleczno-ekonomicznych w latach 2014-2017. Badano zgodno$¢ rozkladéw empi-
rycznych z rozktadem Pareta o parametrach oszacowanych na podstawie proby
MNW. Dobre dopasowanie rozkladéw teoretycznych (w tym przypadku rozkladow
Pareta) do rozkladéw empirycznych i wykorzystanie parametréw tych rozkltadéw
pozwolilo na oszacowanie istotnych miar charakteryzujacych rozklady ekwiwalent-
nych dochodéw gospodarstw domowych, w tym miar nieréwnomiernosci.

W niniejszej pracy za zamozne gospodarstwa domowe uznano te, ktérych mie-
sieczne dochody ekwiwalentne przekroczyty wartos¢ dwukrotnosci mediany. Innych
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granic zamozno$ci nie rozwazano (np. trzykrotnosci mediany), gdyz dane uzyskane
z BBGD nie pozwolityby na aproksymowanie dochoddéw w grupie gospodarstw
utrzymujacych si¢ ze zrédet niezarobkowych, a takze w innych grupach, m.in. go-
spodarstwach emerytow i rencistow, ze wzgledu na zbyt mate préby, co prowadzito-
by do bledéw zwigzanych z estymacja parametréw i dopasowaniem rozkladu Pareta
do rozkladéw empirycznych.

W przypadku zamoznych gospodarstw domowych ogétem, a takze gospodarstw:
pracownikéw, pracujacych na wlasny rachunek oraz emerytéw i rencistow rozklady
ekwiwalentnych dochodéw zostaly bardzo dobrze aproksymowane rozkladem
Pareta z parametrami oszacowanymi za pomocg MNW, o czym $wiadczg wartosci
wszystkich zastosowanych miar dopasowania. Nieznacznie gorsze wyniki otrzymano
dla gospodarstw rolnikéw, szczegdlnie w 2014 r. i 2017 r., oraz gospodarstw emery-
tow i rencistow w 2014 r., ale i w tych grupach co najmniej jedna sposréd trzech
miar okreslajacych dobro¢ dopasowania pozwala uzna¢ rozklad Pareta za dobrze
aproksymujacy dochody zamoznych gospodarstw domowych.

Rozklad dochodéw gospodarstw domowych rolnikéw osiagajacych wysokie do-
chody rézni si¢ od innych grup, gdyz charakteryzuje si¢ grubszym prawym ogonem,
a poza tym w tej grupie wystepuje wieksze zrdznicowanie wielkosci dochodow
ekwiwalentnych, o czym $wiadcza zaréwno odchylenie standardowe i wspdlczynnik
zmienno$ci odchylenia standardowego, jak i wspdlczynniki Giniego oraz Schutza-
-Pietry oszacowane na podstawie dopasowanego rozkladu Pareta.

Parametry ksztaltu rozkladéw Pareta byly wieksze od 3 lub bardzo bliskie tej war-
tosci, z wyjatkiem rozkladu dla zamoznych gospodarstw rolnikéw, co $wiadczy
o stosunkowo niewielkim odsetku gospodarstw domowych o skrajnie wysokich do-
chodach w badanych grupach. Wspdtczynniki Giniego i Schutza-Pietry wskazuja, ze
nierownomiernosci dochodéw zamoznych gospodarstw domowych w badanych
grupach spoteczno-ekonomicznych sg niezbyt duze.
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