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O calkach holomorficznych wzgledem parametru
On integrals holomorphic with respect to parameter

Wstep

W teorii funkcji jednej zmiennej duzo
miejsca zajmuja catki z parametrem ze-
spolonym. Najwazniejszym przykladem
jest podstawowy dla tej teorii wzér catko-
wy Cauchy’ego. Wciaz aktualnym przed-
miotem badan jest transformata Cauchy’-
ego miary o zwartym nosniku w R?, por.
Gamett (1972). Catka z jadrem e po
(nieograniczonym) przedziale zmiennej ¢
definiuje transformate Laplace’a, bardzo
przydatng w praktyce inzynierskiej. Jej
znaczenie teoretyczne jest jeszcze wig-
ksze: transformata Laplace’a wigze ana-
lize rzeczywistg 1 zespolona. Dla fizyki
matematycznej szczegolne znaczenie ma
tzw. zagadnienie Dirichleta, ktore w
przypadku kota dB(0, R) rozwiazuje cal-
ka z jadrem Poissona Re[(§ + z)/(§ — 2)].

W konkretnych przypadkach funkcje
holomorficzne (tzn. posiadajace pochod-
na zespolona) sa czesto definiowane lub
przedstawiane jako catki z parametrem
zespolonym. Dotyczy to zwlaszcza przy-
padkow szczegdlnie interesujacych, t.
funkeji specjalnych. Przyktadowo mozna

tu wymieni¢ definicje funkcji gamma 1
beta Eulera oraz przedstawienia catkowe
Hankela (dla funkcji gamma), Bessela
(dla funkcji cylindrycznej rzgdu n e Z),
Sonina (dla funkcji cylindrycznej dowol-
nego rzedu zespolonego). Ta sytuacja po-
woduje, ze (zwtaszcza w aspekcie dyda-
ktycznym) na uwage zastuguja warunki
dostateczne, zapewniajace holomorficz-
nos¢ calki z zespolonym parametrem.
Twierdzenia te mozna zaliczy¢ do ,,mate-
matycznego folkloru” gdyz w istniejace;j
literaturze podrecznikowej sa formuto-
wane rzadko 1 raczej fragmentarycznie.
(Dla porzadku wypada zaznaczy¢, ze to
ostatnie stwierdzenie nie odnosi si¢ do
unikalnego ujecia Schwartza (1972, tw.
115 s. 794). Jednym z powodow s3 za-
pewne wzgledy historyczne. Nowoczes-
ne pojecie caltki Lebesgue pojawilo sig,
gdy podstawy funkcji holomorficznych
stanowily juz zakonczong (i tradycyjnie
aprobowang) cato$¢. Dogodne wprowa-
dzenie do catki Lebesgue’a (dla niemate-
matykow) podaje Skwarczynski (1998).

Obecna notatka ma na celu przypo-
mnienie jednego z warunkow dostatecz-
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nych dla holomorficznos$ci calki. Be-
dziemy rozpatrywacé otwarty podzbior
Q, c C oraz abstrakcyjna przestrzen
T z miarg nieujemna L. Symbolem B(z,
d) oznaczamy koto otwarte o srodku z
1 promieniu §. Powiemy, ze podzbior
Qo < Q lezy gleboko w Q, jesli istnieje
dodatnia liczba 9, taka ze

U Bz 8) cQ (1)

ze Q

Bedziemy mowic ze funkcjaf: QX T — C
ma na zbiorze Tmajorante g : 7— [0, + o),
jesli nierdwnosc¢

Az, D] < g(2) (2)

zachodzi dla kazdego z e Q 1 kazdego
teT.

Zachodzi

Podstawowe twierdzenie

Twierdzenie 1. Niech Q2 bedzie otwar-
tym podzbiorem plaszczyzny zespolone]
1 niech (7, u) bedzie przestrzenia z miarg
nieujemna. Rozpatrzmy funkcje f : QX
x T — C taka, ze:

(1) dla kazdego t € T funkcjafiz, 1) ze Q
jest holomorficzna.

(11) dla kazdego ze Q funkcja Az, ¢)
t € T jest calkowalna i w konsekwenc;ji
okreslona jest catka z parametrem.

I(z) =

T

z, dw(t) ze Q (3)

(111) istnieje catkowalna funkcjag: 7 — R
bedaca majoranta dla fna zbiorze 7.
Woéwczas:

1°. Dla kazdego n =0, 1... i kazdego

otwartego zbioru Q, lezacego glgboko w
€ 1stnieje stata M taka, ze nierdwno$é
< Mg(t)

i
0z" o, t)}
(4)

zachodzi dla kazdego z, € Q,, kazdego z
dostatecznie bliskiego z, 1 kazdegote T.
W konsekwencji dla kazdego z, € Q,

az”

+1

azn+l

2°. Dla kazdego n=0, 1,...1 kazdego
ze Q funkcja (0"f/0z")(z, t jest catkowal-
na na 7'1 zachodzi rownos¢

17(z) = J

(zoo )| SMg(t) teT

)

(z Hdw(t) ze Q (6)

W szczegdlnosci [(z) z € Q jest funkcja
holomorficzna.

3°. Jesli koto B(z,, R) zawiera sie w Q, to
dla kazdego n = 0,1,... zachodzi nieréw-
nos¢

1"(z,)

<2 [t )
T

Dowod twierdzenia

Ad. 1°.

Z zalozenia €, lezy gleboko w Q,
wiec istnieje liczba O spelniajaca (1).
Zbidr €, jest otwarty, wiec

U Bz 8)c Q
ze Q,

(8)
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Wybierzmy dowolny punkt z, € €. Dla

z speliajacych |z — z,| < 6/2 mozemy
réoznice pochodnych we wzorze (4)
przedstawic¢ za pomoca catki Cauchy’ego
po okregu Y = 0B(z,, d)

fen _fED o
J )n+l (g_zo)nﬂ & ©)

27u

Poniewaz

|(§ - Zo)n+] - (& —Z

)n+1| =

(10)

= |z -2 D (E—zoY(E—2)"F

=0
<(n+ 1)(20)"z — z,|
a takze |§ —z,| =0, | —z| > 8/2, wigc z

(111) wynika, ze lewa strona wzoru (4) nie
przekracza liczby

(28)"g(1)
6n+1(8/2)n+l

(n+1)'

5 (2nd) Mg(r) (11)
Nierownos¢ (4) zostala wykazana. Prze-
chodzac w nier6wno$¢ (4) do granicy
przy z — z, otrzymujemy rownosc (5).

Ad. 2°,

Bedziemy rozumowac przez indu-
kcje wzgledem n. Przypadek n =0 wyni-
ka bezposrednio z definicji. Zatézmy, ze
teza jest prawdziwa dla ustalonego n 2 0.
Wybierzmy dowolny punkt z, € Q i oto-
czenie (2, tego punktu lezace gleboko
w Q. Na mocy rownosci (5) funkcja
(0"f/0z")(z, t) te T jest calkowalna dla
kazdego z € Q, i w szczegblnosci jest
catkowalna, gdy z = z,.

Zgodnie z zalozeniem indukcyjnym
iloraz réznicowy dla funkcji I (z) moz-
na przepisac jako

I0G) - 1(z,)

z-2z,

g—Z(z, t) — g%r(zo’ t)
e e TG N (P
T 0

Wobec nieréwnosci (4) udowodnionej w
p. 1° mozna w rownosci (12) przejs¢ do
granicy przy z — z, zgodnie z twierdze-
niem Lebesgue’a o zbieznosci majoryzo-
wanej. W wyniku otrzymujemy réwnosc

[ (z) = J'

n+1

aZn+l

(2o, D)AU(?) (13)

Punkt z, € Q byl wybrany dowolnie,
wiec w rownosci (13) mozna go zastapic
kazdym punktem z € Q. Zgodnie z zasada
indukcji réwnosé (6) ma miejsce dla kaz-
degon=0, 1,...

Ad. 3°

Jesli » € (0,R), to 9B(zo,7) Cc Q
1 wobec nierdwnosci Cauchy’ego-Hada-
marda

< 80
<m

(14)

n\-o?

Przechodzimy w nieréwnosci (14) do
granicy przy » — R. Rezultat pozwala
oszacowa¢ liczbe I)(z,). Uwzgledniajac
réwnosé (6) otrzymujemy nierdwnos¢

196z) < | 2t (15)
T

Jest to zadana nieréwnos$¢ (7). Tym samym
twierdzenie 1 zostalo udowodnione.
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Uwagi dodatkowe

Uwaga 1. W dowodzie, szacujac wy-
razenie (4) wykorzystaliSmy wzor catko-
wy Cauchy’ego dla pochodnej n-tego
rzedu z funkcji holomorficznej. Wzor ten
mozna tatwo otrzymac przez obustronne
rozniczkowanie wzoru catkowego dla
funkcji. Jednakze, aby unikna¢ blednego
kota, nalezy postgpowac niezaleznie od
twierdzenia 1. Jest to tatwe, gdyz zbior
catkowania ma miare skonczona, a od
zespolonego parametru zalezy jedynie
elementarny czynnik (§—-z)"'. Odpo-
wiednie rozumowanie zamieszczajg
standardowe podreczniki teorii funkcj,
por. np. Hille (1965), tw. 7.5.3.

Uwaga 2. Jesli ostabimy zalozenie
(i11), zadajac jedynie, by kazdy punkt
zo € £ mial otoczenie Q, z (zalezng od
Q),) catkowalna majoranta g : 7— R dla
funkeji f: Qo X T'— C, to w tezie twier-
dzenia 1 punkty 1° i 2° pozostang nie
zmienione. Jest to oczywiste, poniewaz
istnienie 1 warto$¢ pochodnej zespolone;j
jest wlasnoscia lokalna. Natomiast punkt
39 tezy twierdzenia nalezy uzupehic za-
strzezeniem B(x,, R) < U,

Uwaga 3. Rownos¢ w (15) moze by¢
osiggana. Tak jest np. w oczywistym
przypadku, gdy Q = B(z,, R) = B(0, 1),
I'=[0,1], u=m (miara Lebesgue’a),
Az, 0)=1", g(t)=t. Wdwczas obie strony
(15) przyjmuja wartos¢ n!/2.

Uwaga 4. Jesli W(7) < + oo, a fjest
funkcja ograniczong przez K, to stata
g(?) = K jest catkowalna majoranta dla f.
Tym sposobem mozna otrzymaé twier-
dzenie przytoczone przez Rudina (1986)

(por. definicja 6.18 i ¢éwiczenie 16 w
r0zdz.10).

Przyklady zastosowania

1. Transformata Laplace’a oryginatu /

J e “h(t)dm(t) Rez>o
(0, +o0)

(16)

Por. Lawrentiew, Szabat (1973) s. 495.
Zaktadamy jak zwykle, ze istniejq state
A e (0, + o) 5 € (—oo, + o) takie, ze
oryginal /4 spelnia nieréwnos¢

h(1)| < de”  t € [0,+oo] (17)

Dla kazdego € > 0 z twierdzenia |
wynika holomorficznos¢ catki (16) w
potptaszczyznie Q= {ze C;Rez>s+¢}.
Rzeczywiscie, dlaz e Q

leh(t)| < e™ReZ 40! < 4ot (18)

1 bezposredni rachunek pokazuje, ze fun-
kcja po prawej stronie nierownosci (18)
jest catkowalna na potprostej [0, + oo].
Zatem transformata Laplace’a jest okre-
slona 1 holomorficzna w pétptaszczyznie
Re z > 5 + €. W konsekwencji (wobec
dowolnosci €) jest okreslona 1 holomorfi-
czna w poOlptaszczyznie Re z > 5. Wynika
stad w dalszej kolejnosci, ze transformata
Laplace’a jest okreslona i holomorficzna
w polptaszczyznie Re z > ¢ gdzie 6 ozna-
cza kres dolny statych s wystepujacych w
jednej przynajmniej nierdwnosci postaci
(17). Jak wiadomo, liczba G nazywa sie
wykladnikiem zbieznos$ci oryginatu 4.

2. Transformata Mellina oryginatu A

[ e heyam)
(0, +e=)

Rez>0 (19)

Poréwnaj Mackey (1978) s. 330. Zakla-
damy, ze na przedziale (0, 1) oryginat jest
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ograniczony przez stala M; oraz, ze na
potprostej [1, + o) funkcja podcatkowa
w calce (19) jest calkowalna dla kazdego
ze {Rez>0}. Rozpatrzmy dowolny pas
Q={o<Rez<PB}gdzie0 <o <P <+ oo,
W pasie tym funkcja podcatkowa ma na
majorante

M1 dlare (0, 1)

gﬂz{ﬂ4wanthe[L+aﬁ - (20)

Funkcja (20) jest catkowalna na (0 + ),
wigc transformata Mellina jest holomorfi-
czna w 2. W konsekwencji (dowolnos¢ o,

B)jest ona holomorficzna w polplaszczyznie
{Rez>0}.

3. Funkcja gamma Eulera

M= [ Fletdm(ty  Rez>0

(0’ + oo)

Por. Lawrientiew, Szabat (1973) s. 595.
Jest to transformata Mellina dla 4(f) = e ™.
Funkcja e’ w oczywisty sposob spehia
zalozenia poprzedniego punktu (wystar-
czy zauwazyc¢, ze przy t — + oo dazy do
zera szybciej niz kazdy jednomian).

4. Funkcja beta Eulera

Bz, w):=| #1(1 - g
0, 1

(21)

gdzie Re z > 0, Re w > 0. Por. Lawrien-
tiew, Szabat (1973) s. 598. Dla ustalone;
wartosci w jest to holomorficzna funkcja
zmiennej z. Rzeczywiscie, definiujac Q
tak jak w punkcie 2, zauwazamy, ze fun-
kcja podcatkowa ma z € Q catkowalng
majorante

g () :=1"1(1 — pRew-| (22)

Stad juz tatwo wynika teza. Analogicznie
dowodzimy, ze funkcja (21) jest dla usta-
lonej wartosci z holomorficzna funkcja
zmiennej w.

5. Funkcja cylindryczna rzedun e Z

] .
J(2) = 2Tt(()_[ﬂ)cos (nt —z sin t) dm(t)
(23)

gdzie z € C. Por. Lawrentiew, Szabat
(1973) s. 419. Niech Q < C bedzie do-
wolnym ograniczonym zbiorem otwar-
tym. Funkcja podcatkowa ma stalg (a
wigc catkowalng) majorante. W samej
rzeczy jako funkcja zmiennych (z, 1) jest
ona ciagla na Q x [0, 2n], a w konse-
kwencji ograniczona (twierdzenie Weier-
strassa). Stad, juz tatwo wynika, ze J,(z)
jest funkcja catkowita.

6. Holomorficzne calki typu Cauchy’-
ego. Na zakonczenie wspomnimy o
przedstawieniach catkowych typu Cau-
chy’ego z zespolonym parametrem. Do
najbardziej interesujacych naleza niewat-
pliwie przedstawienia Hankela i Sonina
(por. Lawrientiew 1 Szabat, 1973), od-
pow. s. 598 1 640).

Zauwazmy, ze calke Cauchy’ego
mozna sprowadzi¢ do caitki po przedziale
osi liczbowej. Holomorficznos¢ tej ostat-
niej catki mozna juz dowodzi¢ za pomoca
twierdzenia 1. W szczegdlnosci mozna w
ten sposdb wykazac, ze przedstawienie
calkowe Sonina okresla dla kazdego
A € C funkcje J) (z), holomorficzna w
prawej polplaszczyznie.
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Summary

The authors indicate the need in the
didactic of mathematics of a general theo-
rem, which provides sufficient conditions
for holomorphicity of integrals with com-
plex parameter. A variant of such theorem
(based on Lebesgue dominated conver-
gence) 1s recalled. It is illustrated by
a number of concrete applications to
various integral representations.
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