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Modelowanie wzrostu drzewostanow
z wykorzystaniem funkcji Gompertza

Height growth modelling using the Gompertz function

Abstract. The paper presents selected properties of the Gompertz function, which replaced the tables in the State
Forest Information System (SILP), used among others to calculate mean height increment and stand volume. The

approximation of the function using two methods was compared.
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Wstep

Wzrost jest podstawowa cecha system6w biologicznych - moze wystgpowac zarow-
no na poziomie populacji, indywidualnego osobnika czy w obrebie organizmu. W

badaniach i praktyce istnieje potrzeba syntezy obserwacji wzrostu czy poréwnan, przy
Zastosowaniu kilku parametréw. W takiej sytuacji niezastapione staja si¢ modele matema-
tyczne, ktére moga stuzy¢ do opisu trendu wzrostu organizmow zywych. W celu utatwienia
Spojrzenia na te zmiany przyjmuje si¢, ze tendencja rozwojowa moze byc¢ opisana za
Pomocy pewnej funkcji, w ktérej role zmiennej zaleznej petni wielkos¢ obserwowanego w
Czasie zjawiska, a zmiennej niezaleznej — czas. Tego rodzaju zwiazek nazywamy funkcja
trendu. Funkcja taka moze mie¢ rézny przebieg. Analiza procesow wzrostowych i przyro-
Stowych pozwala zauwazy¢ wystgpowanie trzech rodzajow trendéw, zilustrowanych na
TYcinie 1. Wzrost logarytmiczny charakteryzuje si¢ poczatkowo wysokim tempem zmian,
POczym stopniowo zmniejsza si¢, nie wykazujac punktu przegigcia. Ma to miejsce np. przy
Przyroscie przecietnym drzewostanu. Inny charakter maja zmiany przyrostu biezacego
drzewostany. Najpierw wystgpuje wyrazna faza szybkiego przyrostu, po przekroczeniu
kidrej nastgpuje spadek tempa. WyraZnie mozna okresli¢ punkt, w ktérym wystepuje
Maksimum przyrostu. Taki rodzaj wzrostu mozna nazwa¢ dzwonowatym. Z trzecim
Przypadkiem mozna si¢ spotka¢ obserwujac np. zasobno$¢ wyrazona ilosciowo lub warto-
Seiowo, Daje si¢ zauwazy¢ okres wolnego wzrostu, ktéry nastgpnie dos¢ szybko przechodzi
W'bardzo intensywny, by wreszcie ostabi¢ tempo. Krzywa obrazujaca ten wzrost przypo-
Minanieco rozciagnieta literg S i wykazuje do$¢ wyraznie punkt przegiecia, gdzie nastgpuje
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RYC. 1. Ilustracja podstawowych rodzajéw wzrostu drzewostanu

kulminacja tempa wzrostu — oddzielajacy cze¢sé wklesta i wypukta. Wzrost taki mozemy
nazwac esowatym.

Do niedawna podstawowym srodkiem umozliwiajacym prezentowanie wzrostu drzewosta-
néw (wysokosci, zasobnosci, wartosci itp.) wraz z wiekiem byly tablice zasobnosci. T{lkl
spos6b przedstawiania tempa rozwoju drzewostanéw nie moze obecnie sprostac szerokie-
mu zapotrzebowaniu, szczeg6lnie z uwagi na koniecznosé korzystania z obliczeri kompt-
terowych oraz niemozliwosci bezposredniego wykorzystania danych tablicowych do opty-
malizacji (brak mozliwosci rézniczkowania). Z tych tez wzgledéw wygodniej jest zastz}p%c
dane tablicowe modelem matematycznym. Jego konstrukcja powinna charakteryzowac sI
z jednej strony duza dokladnoscia z drugiej za$ duza prostota. Modelujac konk’retne
zagadnienie, sigga si¢ najpierw do modeli juz znanych, by je nastgpnie modyfikowac, aw
ostatecznosci tworzy¢ nowe.

W literaturze przedmiotu, celem matematycznego ujecia wspomnianych rodzajow W?rosw
zaproponowano wiele funkcji. Z reguty kazda z nich ma okre§lone ograniczenia, .
praktycznie przesadza o mozliwosci zastosowania. Na przyktad jesli funkcja W c'fﬂejt
dziedzinie jest rosnaca, to szukanie jej ekstremum mija si¢ z celem. Dlatego wazna Jé
znajomos$¢ wilasnosci funkcji, ktéra zamierza si¢ zastosowac.

Niektore wlasnosci funkcji Gompertza

. : I
Chociaz funkcja ta zostata zaproponowana przez Gompertza jeszcze w XIX wieku, {0 “‘f‘:}fﬂ
jest jedna z najczesciej uzywanych przez matematykéw funkcji opisujacych zjawl
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wzrostu (Stanisz 1986). Sposréd spotykanych w literaturze réznych wariantéw zapisu, w
niniejszej pracy zostanie przedstawiona funkcja Gompertza zaczerpnieta z pracy Smolika
(1989), uzupeiniona przez autoréw o parametr d. Po wspomnianej modyfikacji jest ona
definiowana nastepujaco:

fO=ae " +d g
gdzie:
fit) — badana wielko$¢ (np. wysokos¢, miazszos¢) w wieku 7,
abcd — parametry funkcji,
e — stata (2,718282).

Poniewaz w praktyce Jej posta¢ wykladnicza okre§lona wzorem (1) jest niewygodna w
zapisie, mozna wykorzystaé jej zapis linearny:

f(@® =aexp (—bexp(—ct)+d [2]

Korzystanie z funkcji Gompertza zalecane jest wowczas, gdy badane wielkos$ci charakte-
r){ZUjil si¢ najpierw etapem przyspieszonego wzrostu, ktdry nastepnie jest zwalniany.
Literatura wskazuje, ze z funkcji tej korzysta si¢ szczegéblnie czesto gdy zachodza nastepu-
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RYC. 2. Wplyw zmian wartosci parametréw na przebieg wartosci funkcji Gompertza
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jace warunki: a>0, b>1, ¢>0. Przy takich parametrach funkcja jest rosnaca do asymptoty
poziomej y = a 1 ma punkt przegigcia o wsp6trzednych okreslonych wzorem:
In b

a
t=—> y=2+d
C e

(3]

Natomiast gdy spetnione sa warunki: a>0, O<b</ i ¢<0 funkcja maleje, z zachowaniem
punktu przegigcia okreslonego wzorem (3). Jak wspomniano, znajomos$¢ punktu przegiccia
ma istotne znaczenie, gdyz okresla wiek drzewostanu, kiedy nastgpuje najwigksze tempo
wzrostu (lub spadku) funkcji.

Ze wzgledéw praktycznych wazna jest tez znajomo$¢ wpltywu zmian poszczeg6lnych
parametréw funkcji Gompertza na ksztattowanie sig jej wartosci. Zostanie to przedstawione
na przyktadach zestawionych na rycinie 2. Jak widaé, parametr a wyznacza asymptot¢, do
ktérej zmierza maksymalna wartos¢ funkcji (ryc. 2a). Zatem wraz ze wzrostem parametr
asymptota przesuwa si¢ w goére. Z kolei wzrost parametru b (ryc. 2b) powoduje, ze punkt
przegiecia (oznaczajacy np. maksimum przyrostu biezacego) przesuwa sig na pGZniejszy
wiek drzewostanu. Daje sie réwniez zauwazy¢, ze w calym zakresie danych im wigkszy
jest parametr b tym uzyskuje si¢ mniejsze wartosci funkcji. Z odwrotnym skutkiem niz przy
b mamy do czynienia przy zwigkszeniu parametru c (ryc. 2c).

Wprowadzenie przez autoréw do funkcji Gompertza statej d (ryc. 2d), uzasadnione JC'S‘
tym, ze w przeciwiernistwie do innych modeli, przy badaniu wzrostu drzewostanu na}el)’
uwzgledniad fakt, Ze warto$ci niezerowe pojawiaja si¢ dopiero po przekroczeniu tzw. Wlfil(_“
granicznego. Naprzyktad przy zasobnosci grubizny pierwsze wartosci niezerowe pojawiajd
sie w wieku okoto 20 lat. W zwiazku z tym zastosowanie dodatkowego parametru powodUJe
przesunigcie catej funkcji w dét lub w gére (w tym réwniez jej asymptoty), przez ¢

uzyskuje si¢ szanse na lepsze dopasowanie funkcji do danych.

Problemy praktycznego wykorzystania funkcji

Do aproksymacji parametr6w funkcji Gompertza stuzy odpowiednie oprogramqwf‘qli
Mozna postuzyé si¢ stosunkowo prostymi i tatwo dostepnymi narzedziami, takimi Jae
arkusz kalkulacyjny Excel z dodatkiem Solver, czy bardziej zaawansowanymi Pakfetag"
obliczeri matematycznych i statystycznych (np. pakietem Statistica®). Przystepujac i‘;
aproksymacji zaleca si¢ najpierw wstepnie oszacowac przebieg linii trendu celem dObra“e_
przyblizonych wartosci poczatkowych parametr6w funkcji. Trafne dobranie tych Pa_ra";ci
tréw pozwala programowi tatwiej osiagnac rozwiazanie optymalne. Problemy .zblezno .
procedur aproksymacji wystepuja zwlaszcza wtedy, gdy parametry wykazuja §1lna kogez
riancje, tj. wzrost jednego parametru moze by¢ rekompensowany spadkiem innego, ia
wyraznego wplywu na przebieg wartosci funkcji. Zazwyczaj docelowa miara dOPf’SO‘,m.ls Za
jest minimalizacja odchyleri (dodatnich i ujemnych), uzyskiwana metoda naj.mn_’ejna_
kwadratéw. Kiedy w kolejnych iteracjach suma kwadrat6w odchyleri zmniejszasie metf) «
cznie, procedura aproksymacji zatrzymuje si¢ i podaje definitywne oszacowania War o
parametr6w. W zwiazku z tym przy réznych wartosciach poczatkowych mozna teort’»tz"nia
nie uzyskaé nieskoriczenie wiele rozwiazan tego samego modelu. Dobro¢ dopas¥

. . on? el
modelu moze byé oceniana wartoscia nieliniowego wspéiczynnika determinac)! R™
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R2=1, krzywa przechodzi doktadnie przez wszystkie punkty pomiaru, co zdarza si¢ rzadko.
Zazwyczaj o dobrym stopniu dopasowania mozna méwic gdy R” przekracza 0,98.

Nalezy zaznaczy¢, ze wsp6iczynnik determinacji stuzy tylko do zgrubnej oceny dobroci
dopasowania. Kazdorazowo nalezy oceniaé btedy dopasowania w catym przebiegu krzy-
wej. Jesli okaze si¢ Ze w pewnych przedziatach (lub punktach) dopasowanie to jest zbyt
stabe nalezy dazy¢ do poprawienia wyniku, nawet kosztem og6lnego dopasowania. Z taka
sytuacja zetkngliSmy si¢ przy aproksymaciji danych tablicowych. Fragment tych danych
(Szymkiewicz 1966) dotyczacych zasobnosci $wierka bonitacji I, zamieszczono w tabeli.
Mimo osiagni¢cia najlepszego dopasowania calego przebiegu krzywej metoda najmniej-
szych kwadratéw (MNK) stwierdzono, ze rozklad réznic migdzy wartosciami tablicowymi
awartosciami funkcji nie byt catkowicie zgodny z oczekiwaniami — najwigksze wzglgdne

Swierk - bonitacja |

Odchylenia wzgledne

-4%

RYC. 3. Odchylenia wzgledne wartosci funkcji Gompertza w stosunku do danych tablicowych
W poszczeg6lnych stopniach wieku drzewostanu §wierkowego bonitacji I - przy zastosowaniu dwéch metod
aproksymacji

0dchylenia pojawialy sic w mtodym wieku drzewostanu. Jednym ze sposob6w poprawy
¥yniku moze by¢ zmiana kryterium aproksymacji. W opisywanym przypadku mozna na
Przykiad zastosowaé minimalizacje $redniego odchylenia wzglednego, ktére liczy si¢ z
Poszczeg6Inych odchylesi, co wyrazaja nastgpujace wzory:

n [4]
5 jov
AW = 2 min
n
Wfun; — Wtab; [5]
. = - 100 [%
AW Wtab; [%]
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gdzie:
Wfun;

Wtab,
n

— wartosc otrzymana z funkcji Gompertza w i-tym stopniu wieku
drzewostanu,
— wartosc¢ tablicowa w i-tym stopniu wieku drzewostanu,
— liczba stopni wieku drzewostanu w tablicach.

TABELA

Poréwnanie wynikéw aproksymacji parametréw funkcji Gompertza opisujacej zasobno$§¢ drzewostanu

Swierkowego I bonitacji z zastosowaniem dwdch metod (opis w tekscie)

-
-

Wiek Zasobno$¢ Metoda [ (MNK) Metoda I (MOW)
(lata) tabel. zasobno$¢  réznica réznica zasobno$¢  réznica réznica
(m?) z funkcji  zasobno$ci zasobnosci z funkcji zasobnosci  zasobnosci
(m*) (m>) (%) (m’) (m’) (%)
20 25 26,01 1,01 4,03 25,00 0,00 0,00
25 70 67,63 2,37 -3,39 68,30 -1,70 2,42
30 125 124,07 -0,93 -0,74 125,54 0,54 0,43
35 189 191,59 2,59 1,37 192,93 3,93 2,08
40 262 264.80 2,80 1,07 265,39 3,39 1,30
45 338 338,41 0,41 0,12 338,00 0,00 0,00
50 410 408,16 -1,84 -0,45 406,83 3,17 -0,77
55 475 471,32 -3,68 -0,77 469,33 -5,67 -1,19
60 530 526,51 3,49 -0,66 524,19 -5,81 -1,10
65 574 573,43 -0,57 -0,10 571,10 -2,90 -0,50
70 610 612,48 2,48 0,41 610,40 0,40 0,07
75 640 644,45 4,45 0,70 642,80 2,80 0,44
80 666 67029 429 0,64 669,19 3,19 0,48
85 689 690,98 1,98 0,29 690,46 1,46 0,21
90 708 707,41 -0,59 -0,08 707,48 -0,52 -0,07
95 723 720,38 2,62 -0,36 721,03 -1,97 -0,27
100 734 730,58 3,42 -0,47 731,75 2,25 -0,31
105 742 738,57 -3,43 -0,46 740,21 -1,79 -0,24
110 747 744,81 2,19 -0,29 746,87 -0,13 -0,02
115 749 749,67 0,67 0,09 752,10 3,10 0,41
120 749 75345 445 0,59 75620 720 096 __.
Suma kwadr. odchylen 155,72 ____"__"___"""-:7.5)?,_6_2 ___________________
Odchylenie srednie (%) 0,81 0,63

-
-
-

Parametry funkcji Gompertza

a=786,916; b=7,897,
¢=0,05129; d=-20,3788

a=798,423; b=7,380501;
¢=0,049908; d=-27,5888
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Zastosowanie kryterium minimalnego $redniego odchylenia wzglednego (MOW) spowo-
dowato zmiang w rozktadzie odchyleri w kierunku wigkszej doktadnosci w tych przedzia-
fach wieku gdzie réznice byly najwigksze (ryc. 3, metoda II). Nastapito to jednak kosztem
gorszego dopasowania w catym zakresie, 0 czym wymownie swiadczy zwigkszona az o
34% suma kwadratéw odchyleni (tab.). Jednakze wspomniane modyfikacje kryterium
pozwolity uzyskac spadek btedu sredniego z 0,81% do 0,63%. Wyrazniej zilustrowano to
narycinie 3, gdzie widac znacznie korzystniejszy rozktad odchyler wzglednych uzyska-
nych metoda I w mlodszym wieku drzewostanu.

Przedstawiona funkcja Gompertza praktycznie juz zostata wykorzystana w SILP. Najpierw
zastosowano ja w pakiecie ACER, do okreslania zasobnosci w procedurze wyznaczania
kolejnosci cigé drzewostanéw. Poniewaz Jej posta¢ okazata si¢ stosunkowo prosta, a
uzyskane wyniki wystarczajaco doktadne, wykorzystano ja w systemie LAS zamiast tablic
zasobnosci, w procedurze rocznej aktualizacji stanu lasu, uwzgledniajacej przyrost zapasu
I przecigtne;j wysokosci gatunkéw w drzewostanach (DGLP 2001). Wymagato to opraco-
Wwania szeregu modeli dla ujecia niezbednych elementéw wspomnianych tablic (Ktapeg,
Niedziela 1993).

Wbudowanie w baze danych systemu LAS funkcji Gompertza zamiast tablic, poza wygoda
dla programistéw, ma istotne znaczenie praktyczne. Istnieje bowiem mozliwo$¢ aktualizo-
Wania parametréw funkcji w nadlesnictwach. Wskazéwka do zmian moga byc¢ lokalne
Charakterystyki drzewostanéw, ktérych trend rozwoju moze znacznie odbiegaé od modelu
opartego na wspomnianych tablicach. Warunkiem jest jednak opracowanie przez nadles-
lictwo nowych parametréw funkcji, ktére lepiej oddaja dynamike zmian zapasu rosnace go.
Zalecana Jest jednak daleko idaca ostrozno$¢ i staranne przetestowanie nowych parametréw
Przed wprowadzeniem do bazy i stosowania w procedurach aktualizacji rocznych.

Katedra Urzqdzania Lasu, Geomatyki i Ekonomiki Lesnictwa SGGW
02-528 Warszawa ul. Rakowiecka 26/30
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Summary

Height growth modelling using the Gompertz function

Gompertz function frequently used in mathematics can quite precisely describe growth
processes especially when this growth graphically has the form of the letter "S" (Fig. 1).
The Gompertz function (formula 1) presented in the paper acquired a new form by adding
a new parameter (d) which ensured better fitness in the case when the values under study
occur at a given age of a stand. The authors presented the selected general properties of the
function and illustrated the effect of changes of its parameters (Fig. 2). They demonstrated
that approximation of the function using the least squares method (MNK) can lead toresults,
which are characterised with distinct relative deviations for stands at young age (Table 1).
In such situation it is worthy to apply different criterion such as minimisation of the mean
relative deviation (MOW — formula 4), which leads to the worsening of the global ﬁtn;ss
yet, it can locally be more effective (Fig. 3). The application of the Gompertz function
instead of the tables makes it easier for Forest Districts to introduce modifications to height
growth and volume calculations. Serious discrepancies in calculation results with respect
to the local dynamics in the growing stock prove the need to perform modifications.
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