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Streszezenie: W pracy rozwazano mozliwosci interpretacyjne analitycznej metody
wyznaczania ilorazu w materialach sypkich opartej na zalozeniu, zc materiat zachowuje sig jak ciato
plastyczne, Analizowano uplastycznienie materialy w rdznych obszarach warstwy osrodka: w osi
zbiornika, przy scianie oraz w osi i przy Scianic w czynnym (magazynowanic) i bicrnym
(oproznianic) stanie napr¢zenia. Rozpatrzono wplyw ki tarcia wewnglrznego i kata tarcia
materialu o 4ciang zbiornika na iloraz naporu oraz pordwnano uzyskane zaleznodci z zaleceniami
norm budowlanych. Stwierdzono, #¢ wartosei ilorazu naporu rckomendowane przez normy
pokrywaja si¢ z wyznaczonymi na drodzc rozwazai teorctycznych w przypadku uplastycznienia
przy $cianic w czynnym stanie naprgzenia, gdy kat tarcia zewnglrznego jest zblizony do kata tarcia
wewngtrznego.

Slowa kluczowe: iloraz napotu, kat tarcia, material sypki, silos

WSTEP

Materialy sypkie magazynowane w zbiornikach wywieraja napor w kierunku
poziomym i pionowym na sciang i dno wywolany cigzarem oérodka oraz dziata-
niem sil zewnetrznych. Zbiorniki musza spelnia¢ zaloZenia wytrzymalosciowe
i funkcjonalne oraz uwzgledniaé stan napr¢Zenia w zlozu materiatu, Dokladna
znajomosé naporu wywieranego na konstrukcje zbiornika jest nieodzowna do
efektywnego projektowania operacji technologiczaych, ktérym poddawany jest

: Pracg wykonano w ramach projekiu badawczego 5 POGF 021 17 finansowanego przez Komitet
Badai Naukowych w latach 1999-2002.
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material sypki. lloraz naporu, czyli stosunek naporu poziomego do pionowego - £,
jest jednym z trzech podstawowych parametrow materialéw sypkich stosowanych
w uproszczonej metodzie obliczania rozkladu naporu. Dwa pozostale parametry
to wspolczynnik tarcia materialu sypkiego o s$ciang zbiornika oraz ciezar
objetosciowy.

Wspdlczynnik tarcia zewnetrznego jest parametrem zaleznym gléwnie od
szorstkosci powierzchni i wlasciwosci materialu sypkiego:

= e 1
7 N (1)
gdzie:

N —sila normalna,

T - sila styczna powodujaca poslizg.

Tarcie materialu sypkiego o Sciang zbiornika powoduje odchylenie wektora
naprgzenia o kat @, nazywany katem tarcia zewngtrznego. Gdy tarcie jest w petni
zmobilizowane, czyli gdy wektor naprgzenia jest maksymalnie odchylony od
kierunku normalnego jak w przypadku tarcia kinetycznego, iloraz naporu
stycznego do normalnego jest rowny wspdlczynnikowi tarcia i W przeciwnym
razie iloraz ten jest mniejszy niz wspolczynnik tarcia:

Zicp. 2)
(e}

W celu odréznienia wspdlczynnika tarcia # jako parametru materialowego,
od ilorazu naporu stycznego do normalnego w stanie rownowagi statycznej Kota
[6] proponuje ten ostatni nazwac ,,wirtualnym wspolczynnikiem tarcia”.

Cigzar objetosciowy materialu ziarnistego y jest $cisle powiazany z gestoscia
upakowania czyli koncentracjy ziaren. Gestos¢ zalezy od sposobu napelniania
zbiornika oraz wiasciwosci ziarna.

ILORAZ NAPORU W UJECIU JANSSENA

lloraz naporu jako parametr materialu sypkiego zostat po raz pierwszy
zastosowany do obliczenia rozktadu naporu w silosie przez Janssena [4] ponad sto
lat temu. Metoda Janssena jest nadal metoda najczgscie] rekomendowana przez
normy budowlane [8]. Punktem wyjscia jest przyj¢cie takiego ksztaltu elemen-
tarnego obszaru materiatu, dla ktérego mozna okresli¢c sredni stan napr¢zenia.
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Najprostszym i najpopularniejszym podejéciem jest przyjecie wycinka materialu
o skoniczonym wymiarze poprzecznym i wysoko$ci dx (Rys. 1).
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Rys. 1. Napr¢zenia dziatajace na cylindryczng warstwg materialy sypkicgo.
Fig. 1. Stresses acting on a cylindrical slice of granular material.

Réwnanie réwnowagi sit dzialajacych w kierunku pionowym na elementarna
warstwe w ksztalcie walca o wysokosci dx:

aAd-(oxtdojAd+Ayde-gUde=0 3)
mozna zapisaé jako rézniczkowe rownanie réwnowagi usrednionych naprezei:
do, 20
—%4+—L_y=0 4
R 4)

gdzie:

A = m7’ - pole powierzchni walcowego wycinka,

U = 2mu - obwdd wycinka,

o, - napr¢zenie poziome,

o; - naprezenie styczne,

o - srednie naprgzenie pionowe.

Oznacza to, Zze naprgzenie o; jest usrednione po powierzchni przekroju
poprzecznego warstwy zas naprgzenie styczne o; po obwodzie warstwy [1].
Rownanie (4) zawiera dwie niewiadome o; i o;. Do jego rozwiazania konieczne
jest przyjecie pewnych zwiazkéw pomigdzy ;i o; lub &; i g;,. Janssen [4] zalozyl
staly stosunek naprezen o, i o oraz o; i o, na calej wysokosci zbiornika
a ponadto stala wartos¢ cigzaru objgtosciowego v:

o a
-2 =k = const. oraz —L=u. (5)

o, Op

Przy takich zalozeniach rownanie (4) jest liniowym réwnaniem rézniczkowym:
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d 2k
Zx+=Eg,-y=0, ©
dx a
ktorego rozwigzaniem w przypadku o,(x=0)=g;" jest funkcja:
a a ) 2
ax=—y—+ a;’——y— e’ . (7
2hu 2

W przypadku gornej powierzchni swobodnej otrzymujemy powszechnie
znane rownanie Janssena:

a 2y
a =—y—[l—e a (8)

INTERPRETACIJA FIZYCZNA ILORAZU NAPORU

Poszukujac interpretacji fizycznej ilorazu naporu nalezy powigzaé go
z wlasciwosciami mechanicznymi materialu sypkiego oraz ze stanem napregzenia
w materiale w poszczegdlnych fazach operacji technologicznych.

Roslinne materialy sypkie zachowuja si¢ na ogdél jak material sprgzysto-
plastyczny. lloraz naporu zaleze¢ moze zaréwno od wlasciwosci sprezystych
materialu, jak réwniez od wlasciwosei plastycznych. Oznacza to, ze na podstawie
rozwazan ogdlnych wyznaczyé mozna jedynie graniczne, dopuszczalne w ramach
przyjetego modelu materiatu, wartoéci ilorazu naporu.

W przypadku ciala sprezystego poddanego jednoosiowemu odksztalceniu,
przy pominigciu tarcia o Sciang iloraz naporu mozna otrzymac z podstawowych
zaleznosci teorii sprezystosci jako funkcjg wspolczynnika Poissona [5}:

0,=0,=——0, = k=2=_, 0<ksl.
1—-v g, l-v

Przyjmujac z kolei, ze materiat sypki zachowuje si¢ jak cialo plastyczne
nalezy szczegdlowo przeanalizowac obszary wewnatrz clementarnej warstwy,
w ktérych material moze osiggnaé stan graniczny. Ze wzgledu na podejscie usred-
nione jedynie w osi zbiornika oraz przy Scianie $rednie naprgzenia dzialajace na
warstwe materialu mozna powiaza¢ z lokalnymi naprgzeniami w materiale [2].
lloraz naporu przyjmuje rézne wartodci zaleznie od tego, w ktérym z wymie-
nionych obszardw stan naprezen speinia warunek plastycznosci (Rys.2).
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lloraz naporu przyjmuje rozne wartosci w czynnym i biernym stanie
napregzenia. Stan czynny powszechnie odnoszony jest do fazy napelniania oraz
magazynowania, kiedy naprgzenie w materiale powodowane jest cigzarem
wlasnym materialu zalegajacego i utrata energii kinetycznej spadajacych ziaren.
Dominujg wtedy naprezenia pionowe. Magazynowanie nalezy takze zaliczy¢ do
tej fazy, poniewaz mozna jq traktowac jako napelnianie przy ustalonej wysokosci
materialu. W dalszej fazie magazynowania material moze ulec odksztalceniu
plastycznemu na skutek sciskania, w przypadku nieodksztalcalnych $cian mozna
traktowaé to jako $ciskanie jednoosiowe. Stan bierny odpowiada opréznianiu
zbiornika. Zmienta si¢ wtedy konfiguracja naprezen. W strefie wyplywu
dominuja naprezenia poziome.
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Rys. 2. Uplastycznicnie materialu: (1) w osi, (2) przy Scianie, (3) w osi i przy Scinnic.
Fig. 2. Yielding of material: (1) at the centre, (2) at the wall, (3) at the centre and at the wall.

1. Uplastycznienie w osi zbiornika

Ze wzgledu na symetrig rozwazanej warstwy materialu w osi zbiornika
naprezenia poziome i pionowe sq zarazem naprezeniami glownymi. Odpowiednio
dla stanu czynnego naprezenie pionowe jest wieksze od poziomego, a dla bier-
nego odwrotnie. Z zaleZnosci trygonometrycznych wynikajacych z diagramu
Molira otrzymujemy wyraZenie na stalg :

- dla stanu czynnego (Rys.3a)

f=mSe (10)
1+sing
- dla stanu biernego (Rys.3b)
i) (an

1-sing’
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Zalozenie stalo$ci naprezen poziomych i pionowych wzdluz rozpatrywanej
warstwy prowadzi do wykroczenia naprgzen przy Scianie poza warunek
plastycznosci. Nasuwa to watpliwosé, czy poprawne jest zalozenie o stalosci
naprezenia pionowego i poziomego wzdluz warstwy.
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Rys. 3. Czynny i biemy stan naprgzenia w materiale: (a), (b} wplastycznienie w osi; (c), (d)
uplastycznienie przy &cianie; (), {f) uplastycznicnie w ost i przy icianic [2].

Fig. 3. Mohr’s circles for active and passive stressd state: (a), (b) yielding at the centre; (c), (d)
yielding at the wall; (e), () yiclding at the centre and at the wall [2].
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2. Uplastycznicnie przy scianie zbiornika

Dla przypadku uplastycznienia przy scianie kolo Mohra reprezentujace stan
naprgzenia w tym obszarze warstwy jest styczne do prostej reprezentujacej
warunek plastycznosci. Z zaleznosci trygonometrycznych pomigdzy skiadowymi
naprezeniami dla uplastycznienia przy scianie otrzymujemy stala k jako funkcje
kata tarcia wewngtrznego @ oraz kata tarcia materialu o sciang @, [7]:

- dla stanu czynnego (Rys.3¢)
l-singpcosa

k== : (12)
l+sinpcosa
- dia stanu biernego (Rys.3d)
k=1+s1:ngocosa’ (13)
l-sinpcosa
pdzie:
- dla stanu czynnego
a=arcsin%—q)w, (14)
sing
- dla stanu biernego
a=arcsin%+¢rw. (15)
sing

3. Uplastycznienie w osi i przy cianie zbiornika

Dla przypadku uplastycznienia przy scianie i w Srodku zloza kola Mohra
reprezentujgce stan naprezenia w tych obszarach muszg by¢ styczne do linii
wyznaczajgcej warunek plastycznodci. Z zalozenia stalosci naprgzenia poziomego
oraz jednoczesnego uplastycznienia przy Scianie i w osi zbiornika wynika, ze
w tym przypadku naprezenie w kierunku pionowym nie moze by¢ stale wzdhuz
warstwy. Zatem wyliczajac stalg k nalezy uwzgledni¢ rdzne wartosci naprezenia
pionowego przy Scianie i w $rodku. Stosujgc uproszczenie polegajace na
usrednieniu tych wartosci [2]:

o _O,4t0,
T2

otrzymujemy nastgpujace wyrazenia okreslajace iloraz naporu:

(16)

- dla stanu czynnego (Rys.3e)
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e 21-sing) | ’ 00
(1+sing)+(1—sin qo{l + M]

l-sinpcosa
-dla stanu biernego (Rys.3f)

2(1 + Sin (p) (18)
(1-sin )+ (1+sin qo{l N MJ

l+sinpcosa

Wartosci ilorazu naporu & wyliczone w oparciu o zaleznosci (10-13), (17)
i (18) dla powszechnie spotykanych zakresow wartodci kata tarcia wewngtrznego
¢ oraz kata tarcia o $ciang @, przedstawiono na rysunkach 4a i 4b. Dla wszystkich
trzech rozwazanych przypadkéw iloraz naporu w biernym stanie naprgzenia jest
wigkszy niz w stanie czynnym. Linia gesto przerywana przedstawiajaca na tych
rysunkach iloraz naporu dla przypadku uplastycznienia w osi zbiornika stanowi
w przypadku czynnego stanu naprgzenia dolne ograniczenie wartosci ilorazu
naporu dopuszczalnych w ramach przyjetych zalozen, a w przypadku biernego
stanu naprezenia gérne ograniczenie. Oznacza to, ze przypadek uplastycznienia
przy $cianie (rowniez w osi zbiornika i przy Scianie) dia wartodci kata tarcia
o $ciang ¢,=0 sprowadza si¢ do uplastycznienia w calej warstwie, a tym samym
staje sig réwnoznaczny z przypadkiem uplastycznienia w osi zbiornika. Dla kata
tarcia wewnetrznego rownego zero we wszystkich trzech przypadkach iloraz
naporu jest réwny jeden, co odpowiada stanowi hydrostatycznemu w cicczy
niescisliwej.

W przypadku uplastycznienia przy Scianie zbiornika znika réznica pomigdzy
czynnym i biernym stanem naprezenia jesli kat tarcia o Sciang jest réwny katowi
tarcia wewnetrznego @,=¢ (linia przerywana na rys. 4a). W tym przypadku
wzory (10) i (11) okreslajace odpowiednio czynny i bierny przypadek redukuja
sig do jednego wzoru:

k=

k_l-sm"qo (19)

T l+sinte

W przypadku uplastycznienia w osi zbiornika i przy scianie zakres
dopuszczalnych wartosci ilorazu naporu (Rys.4b) ulega istotnemu zawezeniu
w poréwnaniu do przypadku uplastycznienia przy scianic (Rys.4a), zas obszar
wspolnych wartosci ilorazu naporu dla czynnego i biernego stanu naprgzenia
redukuje si¢ do punktu: k=1 dla p=@,=0.
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Przedstawione zaleznosci analityczne okreslajace iloraz naporu odnosza sig
do zbiornika o scianach pionowych. W przypadku o $cianach pochylych iloraz
naporu zalezy rowniez od kata pochylenia Sciany [2].
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Rys. 4. Horaz naporu w funkcji kata tarcia wewngtrznego i tarcia o $ciang: (a) uplastycznienic przy
dcianic zbiornika; == iloraz naporu wg norm [3], (b) uplastycznienie w osi i przy Scianie.

Fig. 4. Pressure ratio as the function of the angle of internal friction and the angle off wall friction:
(a) yielding at the wall; — pressure ratio according to the design standards [3], (b) yiclding al the
centre and at the wall.
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DYSKUSJA

Omowione przyklady wyznaczania ilorazu naporu w oparciu o przyjete
zalozenie uplastycznienia materialu w poszczegélnych obszarach warstwy
materiatu sypkiego ilustruja zakresy dopuszczalnych wartosci ilorazu. W wigk-
szosci praktycznych przypadkéw iloraz naporu zawiera si¢ w znacznie wezszym
przedziale wartosci. Normy budowlane wychodzac naprzeciw zapotrzebowaniu
praktyki na wartosci ilorazu naporu reprezentatywne dla typowych zagadnien
inzynierskich zalecajq wyliczanie ilorazu naporu z uproszczonej zaleznosci
empirycznej [3]:

k=1,1(1-sin@). (20)

Rysunek 4a przedstawia poréwnanie zalecanej zaleznoici empirycznej z wy-
nikami rozwazan teoretycznych. Dla zakresu wartosci kata tarcia wewnetrznego
wystepujacego powszechnie w praktyce zalecane przez normy ilorazu naporu
znajdujg si¢ w gornej czgsci obszaru odpowiadajacego przypadkowi uplasty-
cznienia przy $cianie w czynnym stanie napr¢zenia dla kata tarcia o sciane
zblizonego do kata tarcia wewnetrznego.
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DETERMINATION OF PRESSURE RATIO IN PLANT GRANULAR
SOLIDS. PART I. THEORETICAL CONSIDERATIONS
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Summary: Interpretational possibilities of the analytical method of determination of the
pressure ratio based on the theory of plasticity were considered. Yielding at different regions of the
layer of granular material was considered: at the centre, at the bin wall, and at the centre and at the
bin wall in the active (storage) and the passive (discharge) stress case. The influence of the angle off
internal friction and the angle of the wall friction on the pressure ratio was analysed. Obtained
relationships were compared with recommendations of the design standards, Values of the pressure
ratio recommended by the design standards are similar to that obtained from theory for the case of
yielding at the bin wall in the active stress state for the values of the angle of wall friction slightly
smaller than the angle of internal friction,

Keywords: pressure ratio, angle of friction, granular solids, silo.



