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Dynamiczna forma anamorficznego modelu
bonitacyjnego dla sosny pospolitej w Polsce

A dynamic form of the anamorphic site index model
for Scots pine in Poland

Abstract: Using an example of a currently used site index model for Scots pine (Pinus sylvestris L.) in Poland we
present here a simple method for derivation of dynamic site index equations from existing static site index
equations. The method does not change shape of curves defined by the existing models but it produces an improved
forms of site equations that can be used directly with any height-age information instead of a fixed base age site
index. While the direct use of the site equations is more consistent with the reality and operational model
implementation, the dynamic equations have also additional advantages over the static equations. They are more
parsimonious, flexible and operationally useful than the static equation. The presented method may be broadly
applicable also to models other than the example presented in this article.
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Wstep

Ze wzgledu na ograniczone mozliwosci nawozenia 1 nawadniania, lesnictwo jeszcze
bardziej niz rolnictwo postuguje si¢ pojeciem bonitacji, czyli iloSciowo-jakosciowa
klasyfikacja wydajnosci siedliska. Bonitacja jest elementem, ktory wiaczany jest w rézne;j
formie do wickszosci modeli stosowanych w gospodarce lesnej. W przesziosci modele takie
— w postaci wykreslanych odrecznie krzywych czy réwnan — budowane byty jako zalezno-
$ci dwuwymiarowe (np. wysokosci od wieku) dlaréznych siedlisk czy nawet pojedynczych
drzewostanéw. Drzewostany o r6znej wydajnosci, produkcyjnosci, intensywnosci wzrostu,
czy bonitacji, dzielone byty na odrézniane za pomoca symboli, np. Ia, I, I, itp., dyskretne
klasy, nazywane klasami bonitacji (np., Schwappach 1908, Szymkiewicz 1971) czy szere-
gami rozwojowymi (Bruchwald 1977, Bruchwald 1979). Oczywiscie klasy te byly 1 sa
wyrdzniane nie ze wzgledu na istniejace w rzeczywistosci obiektywne klasy produkcyjno-
$ci, a raczej ze wzgledu na latwos¢ postugiwania si¢ taka klasyfikacja. PoZniej, obok
symboli okreSlajacych klasg¢ bonitacji, jako miar¢ wydajnosci probowano zastosowac tez
wartosci réznych cech drzewostanu. Jednak ze wzgledu na mozliwos¢ wykonania pomia-
réw, cecha najczesciej uzywana do okreslania bonitacji jest wysokosS¢ osiagana przez
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drzewostan w danym wieku, odniesiona do wysokosci w arbitralnie ustalonym wieku
poréwnawczym, nazywanym wiekiem bazowym (np. USDA 1929, Szymkiewicz 1971).

W literaturze wysokos$¢ osiagana przez drzewostan w danym wieku, zastosowana do
wyrazenia bonitacji, nazywana bywa bonitacja wzrostowa (Bruchwald 1977), tempem
wzrostu wysokosci (Bruchwald 1985), czy wreszcie — chyba najczesciej — indeksem
bonitacyjnym lub indeksem siedliskowym — site index (np. Schumacher 1939). Z kolei
réwnania umozliwiajace okreslenie indeksu bonitacyjnego na podstawie wysokos$ci i wieku
drzewa lub drzewostanu oraz wysokosci w danym wieku na podstawie indeksu bonitacyj-
nego, nosza nazwe réwnar (modeli) bonitacyjnych lub siedliskowych.

Wiele modeli bonitacyjnych budowanych byto (i jest nadal) jako réwnania ze stalym
wiekiem bazowym. W niniejszym artykule opisany zostal prosty sposéb wyprowadzania
dynamicznych réwnan siedliskowych, wprowadzonych przez Schumachera (1939), kt6-
rych przewidywania sa niezmienne dladowolnych wartosci wieku bazowego. Przedstawio-
ny zostal réwniez przyktad przeksztalcenia istniejacego modelu wzrostu wysokosci dla
sosny (Bruchwald i in. 2000) w form¢ dynamiczna zgodnie z metodologia proponowang
przez Cieszewskiego (Cieszewski 2001). Praca zawiera réwniez poréwnanie powstalego
modelu dynamicznego z modelem oryginalnym oraz dyskusj¢ jego zalet.

Roéwnania dynamiczne

Juz Stage (1963), Heger (1973) oraz Bailey i Clutter (1974) zauwazyli, ze kiedy indeks
bonitacyjny zostaje wprowadzony do réwnania siedliskowego po estymacji jego parame-
tréw, uzyskany model moze by¢ stosowany tylko dla jednego, arbitralnie okreslonego
wieku bazowego. Wiek ten moze réwniez w znaczacy sposéb wpltywac na ksztalt krzywych
bonitacyjnych lub krzywych wzrostowych. Wprowadzili koncepcj¢ niezmiennosci przewi-
dywarn przy zmianach wieku bazowego ("base-age invariance"), w ktérej rownanie dyna-
miczne moze dawac wyniki bezposrednio z jakiejkolwiek pary danych wiek-wysokos¢ bez
utraty dokladnosci przewidywan (Bailey i Clutter 1974). Do wyprowadzenia réwnan
dynamicznych Bailey i Clutter (1974) zastosowali technike, ktéra zaczg¢to nazywac "me-
toda réznic algebraicznych" (Borders i in. 1984) — MRA ("algebraic difference approach”
— ADA). Polega ona na tym, ze jeden z parametréw réwnania bonitacyjnego jest definio-
wany jako zalezny od siedliska, a nastgpnie zastgpowany jego rozwiazaniem dla arbitral-
nych warunkéw poczatkowych. Dzigki temu mozliwe jest prognozowanie np. wysokosci
drzewostanu bezposrednio za pomoca wieku i dowolnej pary obserwacji wieku i wysokosci.
Eliminuje sie w ten sposéb konieczno$¢ uprzedniego okreslania indeksu bonitacyjnego, za$
samo jego okreSlanie staje si¢ tylko jednym ze szczegblnych przypadkéw réwnania, w
ktérym wiek dla ktérego, prognozuje si¢ wysokos$¢ réwny jest wiekowi bazowemu.

Metodaréznic algebraicznych, nazwana w ten spos6b przez Baileyai Cluttera (1974) sktada
sie z nastgpujacych krokow:

(3 identyfikacja odpowiedniego modelu:

Yw)=f(w,p1, ... Pn-1, Pn) (1]
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gdzie:

Y(w) — warto$¢ cechy (np. wysokosci) w wieku " w",
w - wiek,
pl...Pn — parametry réwnania.

(0 wybér parametru zwiazanego z siedliskiem i rozwiazanie réwnania [1] ze wzgledu
na ten parametr dla warunkéw poczatkowych wo i Yo:

pn=uW,Y,p1.. pn-1)=u(wo, Yo, p1... pn-1) (2]
gdzie:
Dn — parametr zwigzany z siedliskiem ("site-specific parametr"),
wo, Yo — warunki poczatkowe, czyli dowolna para obserwacji,

np. wiek-wysokos¢.

[ podstawienie prawej strony rozwiazania [2] do réwnania wyjsciowego [1]:
Y (w, wo, Yo) =v (W, wo, Yo, p1... Pn-1) (3]

To réwnanie dynamiczne umozliwia obliczenie warto$ci zmiennej zaleznej, np. wysokosci
drzewa lub drzewostanu, bezposrednio z pary pomiaréw wo, Yo bez konieczno$ci wprowa-
dzania posredniego obliczania lub pomiaru wartosci Yo dla arbitralnie ustalonej wartosci
wo (wieku bazowego). Daje ono jednakowe rezultaty bez wzgledu na wyb6r wo, czyli jego
wyniki sa niezmienne dla réznych wartosci wieku bazowego (base-age invariant). Ponadto
model wynikowy [3] charakteryzuje si¢ réwna lub mniejsza iloScia parametréw, niz model
wyjsciowy [1].

Opisana metoda ma jednak pewne ograniczenie: w zaleznosci od tego, ktdry z parametréw
réwnania siedliskowego wybrany (zdefiniowany) zostanie jako zalezny od siedliska (site-
specific), daje ona tylko mozliwos¢ wyprowadzania réwnan anamorficznych lub polimor-
ficznych z pojedyncza asymptota. Zeby unikna¢ tych ograniczeri mozna stosowaé uog6l-
niong metoda réznic algebraicznych opisana przez Cieszewskiego (1994), Cieszewskiego
1 Baileya (2000), i Cieszewskiego (2001).

Statyczny model bonitacyjny dla sosny w Polsce

W 1977 roku Bruchwald opublikowat pierwszy polski model bonitacyjny dla sosny, kt6ry
przedstawiatl zmiane z wiekiem wysokosci gornej drzewostanéw w klasach bonitacji
nazywanych szeregami rozwojowymi (Bruchwald 1977). Numer szeregu rozwojowego byt
tu w istocie niczym innym, jak indeksem bonitacyjnym zdefiniowanym jako wysokos¢
gorna osiagana przez drzewostan w wieku bazowym réwnym w tym przypadku 100 lat.
Kilka lat p6Zniej zestaw oddzielnych krzywych bonitacyjnych dla poszczegblnych szere-
gow rozwojowych zostat przetworzony w jeden model o postaci (Bruchwald 1988):

H=B-( v

0,00007 - w” — 0,0005 - w+ 1,8 [4]
30+ 0,278675 - wl’z]
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gdzie:

H  —wysoko$¢ gérna drzewostanu dowolnym wieku w,

B — tempo wzrostu wysokosci (indeks bonitacyjny) — §rednia wysokosé 250
najgrubszych drzew na powierzchni 1 ha w wieku bazowym réwnym 100 lat,

w — wiek drzewostanu

Roéwnanie to stalo si¢ mi¢gdzy innymi elementem modelu wzrostu drzewostanu dla sosny
(Bruchwald 1985, 1986) oraz narzedziem stuzacym do badania réznych zagadnieri z
zakresu produkcyjnosci lasu (np., Rymer-Dudziriska 1990, Rymer-Dudziriska i in. 1997).
Dzi¢ki dostgpowi do aktualnych analiz pniowych wykonanych w drzewostanach sosno-
wych w drugiej potowie lat 90-tych, oryginalny model zostal nieco skorygowany (Bru-
chwald i in. 2000), jednak jego zasadnicza forma nie ulegta zmianie. Ostatecznie réwnanie
bonitacyjne dla sosny w Polsce ma nast¢pujaca postac:

y 2 [5]
H=B.
22,222222 +0,777778 - w

Jest to model anamorficzny (proporcjonalny), w ktérym ksztatt krzywych bonitacyjnych
jest identyczny dla kazdej wartosci indeksu bonitacyjnego (dla kazdej klasy bonitaci).
Okreslenie wysokosci drzewa badZ drzewostanu w wieku w wymaga znajomosci (lub
wczesniejszego obliczenia) wartosci B. Réwnanie to jest prawdziwe tylko dla wieku
bazowego 100 lat. '

Wyprowadzenie modelu dynamicznego

Zgodnie z koncepcja Baileya i Cluttera (1974), model dynamiczny, ktérego przewidywania
sa niezmienne dla dowolnego wieku bazowego ("base-age-invariant"), mozna uzyskac
przez wprowadzenie zamiast jednego z parametréw modelu — jego rozwiazania dla
warunk6w poczatkowych. Model ten mozna tez uzyskaé przez wprowadzenie zamiast
jednej ze zmiennych modelu jej rozwiazania dla warunkéw poczatkowych (Cieszewski i
Bailey 2000, Cieszewski 2001). Zmienna ta moze by¢ warto$é B z réwnania [5]:

H, [6]
B= >
wo
(22,222222 +0,777778 - wo)
gdzie:
Ho —wysoko$¢ w wieku wy,
wo  —dowolny wiek, w ktérym dokonano pomiaru wysokosci H.

Wgrtos’é B z réwnania [6], okreslona na podstawie warunkéw poczatkowych, czyli dowal-
nej pary obserwacji wiek-wysoko$¢ (wo-Hp), podstawiamy do réwnania [5] i po prostych
przeksztalceniach uzyskujemy réwnanie dynamiczne:

e g (% (222222224 0,777778 - w) ¥ _ w-(28,57142+wg) Y 7]
wo - (22,222222+0,777778 - w) | ~ 70 |'wg - (28,57142 + w)
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Porownanie modeli

W pierwszej kolejnosci zauwazmy, ze wyprowadzone réwnanie [7] dynamiczne przy
zwigkszonej funkcjonalno$ci mamniej parametréw, nizréwnanie oryginalne [5]. Nast¢pnie
rozwazmy funkcjonalno$¢ obu réwnan. Zatézmy, ze w dwéch drzewostanach okre§liliSmy
wiek (251 35 lat) 1 pomierzyliSmy wysoko$¢ gérna (odpowiednio 1019 metr6w). Chcemy
okresli¢ wysokos¢, jaka beda miaty pomierzone drzewostany w wieku 50 i 70 lat. Aby
wykona¢ to zadanie przy uzyciu oryginalnego modelu o stalym wieku bazowym [5],
musimy dysponowac wartoscia B (indeksem bonitacyjnym) dla kazdego drzewostanu.
Poniewaz warto$¢ ta praktycznie nigdy nie jest mierzona bezposrednio, musimy ja najpierw
obliczy¢, korzystajac ze wzoru [6] 1 podstawiajac za woi Hp - wiek 1 wysokos¢ drzewostanu.
Dla przyktadowych drzewostan6w uzyskujemy odpowiednio wartosci indeksu bonitacyj-
nego 27,78 1 17,96 metra. Sa to, zgodnie z definicja, wartosci wysokosci gornej, jaka
analizowane drzewostany uzyskaja w wieku bazowym 100 lat. Kolejnym krokiem jest
okreslenie wysokos$ci w interesujacym nas wieku z réwnania [5] na podstawie obliczonego
indeksu bonitacyjnego oraz pomierzonego wieku i wysokosci. Uzyskujemy odpowiednio
18,61 12,02 metra w wieku 50 lat oraz 23,16 1 14,97 metra w wieku 70 lat.

Rozwiazanie podobnego zadania za pomoca modelu dynamicznego jest prostsze, gdyz daje
on wyniki bezposrednio z pomiar6w wykonanych w drzewostanie. Wstawiajac do wzoru
[7] dane woi Ho, czyli dane z pomiaréw, oraz w, czyli zadany wiek, uzyskujemy wysokosci
odpowiednio 18,6 i 12,02 metra w wieku 50 lat oraz 23,16 1 14,97 metra w wieku 70 lat.
Sa to wartoSci identyczne, jak pochodzace z modelu oryginalnego. Za pomoca modelu
dynamicznego mozemy réwniez okreslic indeks bonitacyjny dla dowolnego wieku bazo-
wego. W tym celu do wzoru [7] nalezy wprowadzi¢ dane: wo i Ho, czyli dane z pomiaréw,
oraz w, czyli wiek bazowy (w tym przypadku 100 lat). Dla omawianego przyktadu
uzyskujemy odpowiednio wysokosci 27,78 i 17,96 metra, ktére sa niczym innym, jak
indeksami bonitacyjnymi uzyskanymi dla danego wieku bazowego z réwnania [6].

Przewaga form dynamicznych

Przedstawiona dynamiczna forma réwnania bonitacyjnego charakteryzuje si¢ kilkoma
zaletami. Po pierwsze — pozwala ona na uproszczenie obliczei wykonywanych przy
pomocy modelu, zwalnia bowiem z koniecznosci uprzedniego okreslania wartosci B. Nie
jest to jednak jedyna i najwazniejsza cecha —szczegdlnie, ze przy powszechnej dostgpnosci
komputer6w nie ma to wickszego znaczenia. Podstawowa zaleta modelu dynamicznego
Jest niezalezno$¢ prognoz od wyboru wieku hazowego. Okreslenie indeksu bonitacyjnego
(zwiazanego zawsze z jakims wiekiem bazowym) jest tylko jednym z przypadkéw szcze-
g6lnych modelu. Dynamiczna forma modelu daje oczywiscie identyczne przewidywania,
Jak model oryginalny. Opisany schemat moze mieé zastosowanie nie tylko do tworzenia
réwnan siedliskowych, lecz réwniez do rozwigzywania innych zagadnien, jak np. szaco-
wanie produkcyjnosci drzewostanu (Bégin i Schiitz 1994, Clutter i in. 1984), okreslanie
piersnicowego pola przekroju drzewostanu (Pienaar i Shiver 1986) i jego zmian (Harrison
1 Borders 1996), okreslanie piersnicy (Clutter i in. 1983), miazszosci (Coile i Schumacher
1964), zageszczenia drzewostanu (Bailey i in. 1985), czy pochtaniania wegla (Cieszewski
1in. 1996).
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Kolejna zaleta réwnari dynamicznych jest ich parsymonia*, kt6ra uzyska¢ mozna stosujac
uogdlniona metode réznic algebraicznych. Dlalepszego zilustrowania tej zalety, rozwazmy
nastepujacy hipotetyczny ogdlny przypadek modelu bonitacyjnego z pigcioma parametra-
mi (a, c, d, e, f):

. (8]
H=a,3,(_c_w
d+e-w

i przeksztatlémy go do postaci dynamicznej uzywajac sposobu opisanego powyzej, czyli
najpierw obliczajac B z réwnania [8] na podstawie warunkéw poczatkowych wo i Ho:

B= Hy [9]

c - wo
a: |\,
d+e-wy

i podstawiajac otrzymana warto$¢ B z powrotem do réwnania [8]:

a-Hy (c-w-(d+e-wp) [10]

H= a c-wy-(d+e-w)

Po uproszczeniu réwnania [10] zamiast réwnania z pigcioma parametrami, uzyskujemy
rownanie z dwoma parametrami (gdzie d’=d/e):

w-(d’+wp) [11]
wo- (d’+w)

H=Hy-

Zastosowanie metody réznic algebraicznych oraz jej rozwini¢¢ pozwala wigc na uprosz-
czenie modelu przez wyeliminowanie nadmiarowych parametr6w bez zmiany wtasciwosci
rOéwnarn.

Podsumowanie i wnioski

W pracy przedstawiono prosty sposGb, za pomoca ktérego mozna zmieni¢ istniejace
réwnanie bonitacyjne o stalym wieku bazowym w réwnanie dynamiczne. Dzigki tej
transformacji mozliwe jest prognozowanie wysokosci drzewa lub drzewostanu w dowol-
nym wieku bezposrednio za pomoca dowolnej pary pomiaréw wieku i wysokosci. Elimi-
nuje to konieczno$¢ uprzedniego okreslania indeksu bonitacyjnego oraz uwalnia analizy
prowadzone za pomoca modelu od koniecznosci postugiwania si¢ arbitralnie ustalonym
wiekiem bazowym. Zastosowanie opisanej metody na etapie tworzenia modelu pozwala w
wielu przypadkach na znaczne jego uproszczenie bez utraty doktadnosci przewidywar.

* Parsymonia — termin uzyty przez Cieszewskiego i Baileya (2001), pochodzacy od taciriskiego stowa parsimonia,
oznaczajacego oszczednosé. Stowo to, przejete z laciny przez wiele jezykéw europejskich, nie wystgpuje w
stownikach jezyka polskiego. Bylo ono jednak stosowane niezaleznie przez profesora Krzysztofa Kaniastego
(obecnie Indiana University of Pensylweania) w wyktadach z metodologii nauk na Uniwersytecie Opolskim w
znaczeniu "pigkny w swojej prostocie" (Zrédto: Internet i kontakty osobiste z prof. Kaniastym)
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Ty

Istniejaca forma modelu bonitacyjnego dla sosny w Polsce i jego przeksztalcenia do formy
dynamicznej zachowuja jego pierwotny anamorfizm. W celu osiagniecia modelu polimor-
ficznego konieczna jest zmiana postaci istniejacego réwnania, jego ponowne wyprowa-
dzenie i dopasowanie do danych empirycznych.
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Summary

A dynamic form of the anamorphic site index model for Scots pine in Poland

Site quality in forestry is usually described by site index, which is a height at an arbitrarily
assumed fixed base age. Accordingly, site dependent height models, and site index predic-
tionmodels, are frequently developed as two separate equations (e.g., [5] and [6]) depending
on this arbitrary base age. However, a more effective method of modeling these variables
is through use of base-age invariant (Bailey and Clutter 1974) dynamic equations that
predict heights for any prediction age directly from heights at any observation age (Schu-
macher 1939). Following the approach proposed by Cieszewski and Bailey (2000) we
describe here a derivation of a base-age invariant dynamic site index equation from an
existing fixed base age equation that is currently used operationally for predicting growth
of Scots pine (Pinus sylvestris L.) stands in Poland. The proposed new dynamic equation
generates identical predictions as the original equations, while it is more parsimonious,
flexible, and convenient in use. The applied here method of derivation consisted essentially
of substituting the site index in the original equation with its initial condition solution.
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