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DRGANIA PLYT NA PODEOZU LEPKOSPREZYSTYM

Justyna Sobczak-Piastka, Adam Podhorecki

Streszczenie: Przedmiotem pracy sa drgania plyt cienkich opartych na podlozu lepko-
sprezystym. Rownania rézniczkowe czastkowe opisujace drgania plyty cienkiej i rowna-
nia rézniczkowe modelujagce podioze lepkosprezyste sprowadzono do réwnan pracy
wirtualnej, a nastgpnie rozwiazano dwiema metodami numerycznymi — metodg elementow
skonczonych (MES) i metoda Zienkiewicza-Wooda (SSpj). W celu ilustracji poprawnosci
zaproponowanej metodyki rozwiazania zostal napisany program komputerowy. Przy jego
uzyciu wykonano obliczenia i przeprowadzono analiz¢ otrzymanych wynikow.

Stowa kluczowe: plyta, drgania, podloze lepkospre¢zyste

WSTEP

Problematyka wspoipracy konstrukcji budowlanej z podlozem ma swoje znaczace
miejsce w literaturze naukowej. Ztozonos¢ tego zagadnienia wynika z braku jego jed-
noznacznego przedstawienia w postaci rownan i zwiagzkéw matematycznych. Powoduje
to, ze stosuje si¢ réznego rodzaju modele fenomenologiczne do opisu zwlaszcza
oddziatywania podtoza.

W pracy rozwaza si¢ drgania plyty cienkiej opartej na podiozu lepkosprezystym.
Réwnania rézniczkowe czastkowe opisujace dynamike plyty cienkiej i réwnania réz-
niczkowe modelujace podtoze lepkosprezyste sprowadzono do réwnan pracy wirtualne;j
i nastgpnie rozwigzano dwiema metodami numerycznymi — metoda elementow skon-
czonych (MES) i metoda Zienkiewicza-Wooda (SSpj). Wynikiem ostatecznym rozwig-
zania sa pola przemieszczen, odksztalcen i napr¢zen. Waznym elementem rozwiazania
jest ustalenie obszaru kontaktu plyty z podlozem w przypadku wystgpowania wigzoéw
jednostronnych.

ROWNANIA ROZNICZKOWE PLYTY OPARTEJ NA PODLOZU
LEPKOSPREZYSTYM

Rozpatruje si¢ plyte cienka spoczywajacq na wieloparametrowym podiozu lepko-
sprezystym (rys. 1). Podloze moze by¢ niejednorodne, nieciagle i moze charakteryzo-
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waé si¢ wigzami jednostronnymi. Ksztalt plyty i warunki brzegowe moga by¢ dowolne.
Na plyte dziata obciazenie poprzeczne dowolnie zmienne w czasie 7. Plyta wykonana
jest z materiatu liniowo-sprezystego.

y, 9

gyt

Rys. 1. Rozwazana plyta cienka oparta na podlozu lepkosprezystym
Fig. 1. Considered thin plate on viscoelastic basis

Plyte rozpatruje si¢ w ramach klasycznej teorii ptyt cienkich [Kaczkowski 1980].
W takim przypadku znane jest rownanie rézniczkowe opisujace ruch przy wykorzysta-
niu momentow:

02M, _0*M, M, R (3% 0*w )
= S — + —-phw+q-r=0 1
G e e )
X, y€ Q,te <0, ), iizsa-lv
=
gdzie:
M, =M ,(x,y,t)==D a“‘fﬂ»a“:"
ox* dy -
92w 93w
My,=M,(x,y,t)=-D|V—+— (2)
ox= dy”°

M.\"v = M_‘-". (x, _V,f) =-D (l—V)[

92w
0xdy
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Drgania plyt na podtozu lepkosprezystym 117/

M, i M, oznaczaja momenty zginajace, a M,, — moment skrgcajacy; w = w(x, y, 1) jest

funkcja ugiecia plyty, ¢=¢(x,y,#) — znana funkcja obciazenia poprzecznego,
Ei*
r =r(x, y,t) — nieznana funkcja odporu (reakcja) podfoza, D = m — sztywno$¢
2(l-v*©

gietna plyty, natomiast E, p, v opisuja stale materialowe, /i to grubos¢ plyty, a Q — po-
wierzchnia $rodkowa plyty. Réwnanie (1) uzupeliniaja warunki brzegowe oraz warunki
poczatkowe, podawane najczgsciej w postaci:

w(x, y,t =0)=w’(x,y)
w(x, y,t =0)=w(x, y)

3)

ROWNANIA ROZNICZKOWE PODLOZA LEPKOSPREZYSTEGO

Istnieje wiele modeli o$rodkéw lepkosprezystych, na przykiad modele rézniczko-
we, modele catkowe [Derski i Ziemba 1968, Gryczmanski 1995, Olszewska i in. 2000].
W pracy przyjmuje si¢ model ré6zniczkowy. Aby uchwyci¢ wazne zjawiska reologiczne,
takie jak pelzanie i relaksacja, tworzy si¢ ztozone i rozbudowane roéwnania rézniczko-
we. Znane i stosowane modele lepkosprezyste mozna opisa¢ jednym réwnaniem réz-
niczkowym zawierajacym zwiazek migdzy reakcja podtoza r(x, y,r) i ugigciem plyty

w(x, y,t) oraz pochodnymi tych funkcji:

m a, aj k n m AY al aj k
Z 2 23,: Ta k if"")zz yg&_a 3 (Bijkw) 4)

i=0 j=0 k= i=0 j=0 k=0

X, yE Q,t€ <0, )

gdzie oy = o (v, y, 1) i By = By (v, y, ) oznaczaja parametry funkcyjne podioza
wyznaczane doswiadczalnie. W przypadku podtoza jednorodnego parametry o i B
nie zaleza od wspétrzgdnych x, y i wtedy réwnanie (4) przyjmie prostsza postaé:

n m S

ok i gk
I IDICTIECRETE DI I AN R

i=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0

Gdy podtoze bedzie dodatkowo inwariantne, czyli niezmienne w czasie, to rowna-
nie (5) ulegnie dalszemu uproszczeniu:

LB S A S, o o
DIDIDRLE e OIS v vl ©
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18 J. Sobczak-Pigstka, A. Podhorecki

Jezeli stosowaé bgdziemy model jednoparametrowy w przestrzeni, tzn. ze rozwaza-
ne funkcje maja wlasno$¢:

$ ) s S
eyt DR (g 0y o O (RSO RO S e 1)
ox*  dy* ox*  dy*

i model wieloparametrowy w czasie, to wtedy rownanie (6) przyjmie znang postac:

n

o L 9!
2 o W r =§ Bi éﬁw (8

i=0

lub
n n

Ogr +0F+0 F4..+0, r= Bow+ P+ Bow+...+ B, w 9)

Do dalszych rozwazan przyjmuje si¢ model lepkosprezysty opisany réwnaniem
rézniczkowym zwyczajnym (9). Do jednoznacznego rozwigzania takiego réwnania
potrzebne sa warunki brzegowe i warunki poczatkowe. Warunki brzegowe formutuje
si¢ tak, jak dla rozwigzania réwnania rézniczkowego ptyty (1). Warunki poczatkowe sg
bardziej ztozone. Niech przedmiotem naszych rozwazan bedzie na przyktad rownanie
(9) zapisane dla n = 2:

Ogr +0yr+0s = Bow+ Biw+ Bow (10)

Warunki poczatkowe stanowia zwiazki (3) oraz:

r(x, y,0)=r%x,y)

(11)
i (x,9,0)=r%(x, y)

Dodatkowo warunki (11) musza mie¢ taka postac, aby réwnanie (10) bylo spetnio-
ne w chwiliz = 0:

oo r(x, y,0)+oyr (x, y,0)+a, 7 (x, y,0) =

= Bow (x, y,0) + Biw (x, y,0) + B2w (x, y,0) (12)
Po wykorzystaniu oznaczen uzytych w relacjach (3) i (11) otrzymujemy:

Qo r ()+a1i'0 +0 }:0 = Boll’o o ’B]"‘,O +ﬁ2\“/0 (13)

Acta Sci. Pol.



Drgania piyt na podtozu lepkosprezystym 19

ROWNANIA PRAC WIRTUALNYCH

Zastosowanie MES do rozwiazania réwnan rézniczkowych (1) i na przykfad (10)
wymaga przejscia ze sformutowania lokalnego do globalnego (catkowego). W tym celu
zastosowano metod¢ wariacyjna, wykorzystujac zasade pracy wirtualnej. Wszystkie
wielkosci wystepujace w rownaniach (1) i (10) sa funkcjami ciagltymi i dostatecznie
gladkimi (istnieja pochodne czastkowe wymaganego rzedu). Wariacj¢ funkcji
w (x, Y, t) oznaczamy symbolem &w (x, Y, t). Rozwazamy klas¢ dowolnych przemiesz-
czen w+6w zgodnych z wiezami plyty (geometrycznymi warunkami brzegowymi), co
prowadzi do zanikania wariacji przemieszczenn éw na cze$ci powierzchni brzegowe;j
z ograniczeniami przemieszczen.

Na bazie réwnania (1) tworzymy wyrazenie globalne stuszne dla dowolnego czasu #:

02M, azM.ry aZMy h3 22w 9%w
J.J.é‘w{ - axay + % +E 2 +8y —phw+q—r|dQ=0 (14)

ktére po przeksztalceniach sprowadza si¢ do rdwnania pracy wirtualnej ptyty w postaci:

0, 09 o9 99, §
H{ { ]M +5[ - )1t4y+5(ay—]/wxy+5(W M, = 8w p hii+
8 (15)

h3 o110 @y
—p6 = o) dQ =0

+12 Jo w[ = % ]+ w(q r)]

gdzie

AL e (16)

fooxl Y 9y

Po wprowadzeniu oznaczen (16) réwnania (2) opisujace momenty przyjmuja
postac:

d
M, = D(a(o* +v (D'V]

ox dy

90s a&] (17)

M, =-D|v
ox  dy

d
YA Y
2 dy ox

Architectura 2 (1) 2003



20 J. Sobczak-Pigstka, A. Podhorecki

Analogicznie réwnanie (10) w postaci globalnej przyjmie postac:

JISW (aor+a1i‘+(x3}:—[30w—ﬁ1{v—ﬁ3ﬁ1)(l§2 =0 (18)

Q

Jest ono rownaniem pracy wirtualnej podtoza lepkosprezystego.

ROZWIAZANIE NUMERYCZNE DRGAN PLYTY OPARTEJ NA PODLOZU
LEPKOSPREZYSTYM

Zastosowanie metody elementéw skonczonych (MES)

W MES rozpatrywany obszar ptyty (rys. 2a) zostaje myslowo podzielony na skon-
czong liczbg podobszardw, tzw. elementéw skonczonych (ES) (rys. 2b). Dla kazdego
ES (rys. 3) dokonuje si¢ opisu pdl przemieszczen w zaleznosci od parametrow
(przemieszczen) weztowych:

W yr) = (0 y) {0 05 0ny.) = 057 (x,y) 2 ()

. , (19)
05 (x.3.1)= 0% (x,y) x{ (¢)

” , , . o I . - v . a o0 epy
gdzie x; = [w,.‘ “P,‘\-,‘“P}i] jest wektorem przemieszezei ES w wezle i,a @¢", ®¢7x, @

to macierze ksztaltu zawierajace funkcje przestrzenne, i= 1, 2, ..., n — liczba weztéw w ES.
W taki sam sposéb opisujemy inne wielkosci, na przykiad:
—  pochodng przemieszczen wzgledem czasu

W e e N
= =— O x¢ |=D —=L = D ¥¢(z 20
o2 A5 =l = ) b T T _,( ) (20)

we

— reakcje (odpor) podtoza
re (v, y,1)=@; (x, _v)lf;' (r) (21)

. . . . . ’ 5 . e 2
gdzie y jest wektorem zawierajacym sity wezlowe ES w wezle 7, natomiast @,
iy | i

jest funkcja ksztaltu zawierajaca funkcje przestrzenne, i = 1, 2, ..., n — liczba
weztdéw ES,

— momenty zginajace i skrecajace

¢ e ePy ePy
Mg =-D¢ %H/"—a—q"‘# =-D¢ g +ve o .
’ a.\' a)’ a_\‘ a 'y =
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L a0 ) [o@;™ || .
Mty =-pe| ye a(P\ + 9, =-D¢|y¢ —1 Sl et l: (22)
: ox  dy v dy

D¢ N dgs 03 D [92™ ) [a2;" || .
o (l—v )[——+—T]*‘ (1 v ){ % +( = HL_

srodkowa plyty

central area
of a plate

Rys. 2. Rozwazana plyta: a — schemat statyczny plyty, b — dyskretyzacja powierzchni Srodkowej plyty
Fig. 2. Considered plate: a — static scheme of a plate, b — discretisation of central area of a plate

Rys. 3. Element skonczony plyty
Fig. 3. Finite element of a plate

Architectura 2 (1) 2003
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Po opisaniu funkcji przemieszczen i sit przemieszczeniami weztowymi dla kazdego
ES, podstawiamy te zwiazki do réwnan prac wirtualnych (15) i (18). Po agregacji
macierzy otrzymujemy réwnania ruchu w postaci:

Mi+Kx+Wy-F=0

w

(a0y+al_j/+a2y) Z(ﬁox+ﬁ1x+ﬁ2,\)=_

macierz bezwtadnosci mas ES

12 ox dy

T X i
oY _h%|[227% | |00
My =p k| @ - + " dQ)
£1<

— 1

macierz sztywnosci ES

T .
g0 L ap s 9D R
Ky =D°* ff == == dQ +
ox dy

€@y & ePy Py
+Lwﬁ—veuj{a%f } 8%5 +a%£ 4Q +

eQy 1 ePy €Py
+D*<1—v*>ff[a%;fp | e

'U a(I) Sy an(p‘ agi“’-"
e—% 4
ox dy

dQ

wektor obciazen weztowych ES

= ([ g

macierze charakteryzujace geometrie ES

i [l 5 0. v = [

Q°

(23)

(24)

(25)

(26)

27
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Drgania plyt na podtozu lepkosprezystym 23
—  wektory odpowiednio przemieszczen i sit ES w wezle i
%= [Wf,(Pﬁi,(Dfri]T, X:’ = [yf,lizf"‘,nz,.""]T (28)

Réwnania sprzezone (23) mozna zapisa¢ w formie zintegrowanej:

ME+CX+K X =P )
gdzie:
M 0 0 0 K w
M=| T lesl = = s 2=l 5 gl (30)
Thx —ﬁz‘_/_ aZVX - _BIZ alw s _ﬁv! anw

A =) ) <]

Jest to uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych wzglgdem czasu. Do jedno-
znacznego rozwigzania tego ukiadu potrzebne sa warunki poczatkowe (3), (11), (13).

Zastosowanie metody Zienkiewicza-Wooda (SSpj)

Do rozwiazania ukfadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, niejednorodnych (29)
stosuje si¢ numeryczng metod¢ catkowania bezposredniego Zienkiewicza-Wooda
(SSpj). Przy zastosowaniu metod numerycznych ukiad réwnan rézniczkowych prze-
ksztalca si¢ w warstwowe uktady rownan algebraicznych, co przy znanych warunkach
poczatkowych zawsze prowadzi do procedury rekurencyjnej. W metodzie SSpj para-
metr j oznacza rzad réwnania rézniczkowego, a p = j — liczbg¢ wyrazéw rozwinigcia
funkcji w szereg potggowy, w rozwazanym przypadku X = X (¢). Na przykfad, jezeli
zastosujemy wariant metody SS22, to wzory rekurencyjne maja nastgpujaca postac
[Zienkiewicz i in. 1984, Podhorecki 1997]:

o =[1{+At®lg+%(At)2®2§]"[®lil_’\'+l +(1-0)R —c X' —x(x' +M0, %))

i i i g
x=x +Argc_'+5(Ar)-g’ (1)
i+ =£’i +Atg‘

1%

i=0,1,2,..,T, At—przedzial czasu (krok calkowania)
Aby obliczenia rekurencyjne byly bezwarunkowo stabilne, to parametry metody ©;
musza spetnia¢ nastgpujace ograniczenia [Zienkiewicz i in. 1984, Podhorecki 1997]:

®; 205, 0,20, (32)

Architectura 2 (1) 2003



24 J. Sobczak-Pigstka, A. Podhorecki

Obliczenia rekurencyjne przeprowadza si¢ wedtug nastgpujacego schematu:
1. i=0 (pierwszy krok, procedura startowa).

: ~0 - =0
Znane sa warunki poczatkowe X "= x s £ = x oraz obcigzenia :7( 9( Oblicza-

my kolejno na podstawie wzoréw (31): a? , ﬁ , £ .
2. i=1 (drugi krok).

Znane s parametry £', i' obliczone w chwili i = 0 oraz obciazenia g{_‘,&z. Obli-

czamy kolejno na podstawie wzoréw (31): ¢!, {2 ; {-2
3. i=2 (trzeci krok).

8-
Znane sa parametry {2 , X~ obliczone w chwili i = 1 oraz obcigzenia &2,9_{3‘ Obli-

czamy kolejno na podstawie wzoréw (31): o2, {3, _Jg%

4. i=3 (czwarty krok).
.. itd.

W przypadku wystgpowania wigzow jednostronnych, w kazdym kroku rekurencyj-
nym nalezy dokonac iteracji w celu ustalenia obszaru kontaktu ptyta — podioze.

PRZYKLADY OBLICZEN

Rozpatrujemy plytg o wymiarach /[ =/, =10 mi & =1 m, utwierdzona na jednym

z bokéw (rys. 4a) i obcigzona w dwoch punktach sitami Heaviside’a P(z) = P,H (t),
) def (1 dlar>0
gdzie: P,= 1000 N, H(t) = :
0 dlar<0

o parametrach p =25 000 kg-m~*, E =30-10°Pa, v = 1/6.

Plyte wykonano z betonu zbrojonego

;=100 m [;=10,0m

b
y}}y P(t)%f (0 l}'
A
powierzchni srodkowej plyty

[—IOOm 5 [=10,0m )
Fig. 4. A plate considered in the case: a — static scheme of a plate, b — discretisation of central

P(r)— PH(0) p
Rys. 4. Plyta rozwazana w przykladzie: a — schemat statyczny plyty, b — dyskretyzacja
area of a plate
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Drgania ptyt na podtozu lepkosprezystym 25

Przyjmujemy podziat plyty na 16 elementow skonczonych o ksztaltach prostokat-
nych i weztach w narozach (rys. 4a). Plyta bedzie rozpatrywana najpierw jako kon-
strukcja nie spoczywajaca na podiozu, a nastgpnie jako oparta kolejno na podlozu
o modelu sprezystym Winklera oraz na podiozu lepkosprezystym wedlug modelu
Kelvina-Voigta i Zenera. Obliczenia wykonano dla przedziatu czasu Ar =0,01 s oraz
dla parametréw metody ®; =05 i ®, =1,0.

Plyta bez podloza

Z otrzymanych wynikéw wybieramy do analizy przemieszczenia punktu A (rys. 5),
a na wykresie (rys. 6) pokazano odksztatcong posta¢ ptyty po 30 jednostkach czasu,
czylidlar=30- Ar =30-0,01=0,3s.

SR
AN INTAN
RN EWiA
AN VIRV ¥R
AUAIA

Czas, s — Time, s

A A A
—— W ——— 0L —_— 9,

Rys. 5. Zmienno$¢ przemieszczen punktu A plyty w czasie
Fig. 5. Variability of displacements of plate’s point A in time

Vs

w-10° m
o S0 e =)

Dhugos¢, m — Length, m

Rys. 6. Odksztalcona posta¢ powierzchni srodkowej ptyty w chwilizr=0,3 s
Fig. 6. Deformated form of central area of a plate at time 7= 0,3 s
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26 J. Sobczak-Pigstka, A. Podhorecki

Plyta oparta na podlozu o modelu Winklera

Z otrzymanych wynikéw wybieramy do analizy ugiecie punktu A (rys. 7). Przyj-
mujemy, ze warto$¢ wspdtczynnika sprezysto$ci K narasta od wartosci K, =0, co
(AK)', gdziei= 1,2, ..., 8, az do wartosci By =K =8 105 N-m™ (AK =10N-m™).

e o2 oo P

X

.®
Ny
=4

L 4
>,
2
&

w £ ()] (o)}
K2
9|

w107 m
N
i
T——|

Czas, s — Time, s

K=110°N-m™> —— K=1-10° N-m™3

~eres K =1.10* N-m™

Rys. 7. Zmienno$¢ przemieszczen pionowych punktu A w czasie w zaleznosci od wartosci wspol-
czynnika sprezystosci K dla plyty opartej na podtozu o modelu Winklera

Fig. 7. Variability in time of vertical displacements of point A depending on value of elasticity
factor K for plate supported on substrate by Winkler model

Plyta oparta na podlozu o modelu Kelvina-Voigta

Przyjmujemy, ze warto$¢ wspétczynnika lepkosci 77 narasta od wartosci 1, =0,
co (An)', gdziei=1,2, .., 6, az do wartoéci 8, =1 = 1'10° N.-sm™ (An=10 N-sm™)
— rysunek 8.

Warto$¢ wspotczynnika sprezystosci podtoza K zmienia si¢ podobnie jak dla podio-
za Winklera (rys. 9).
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1,8 S s
:,i i ;\ ;l : B b+ :° :‘ ;‘ S
WO AL L A R AR
o | 10+t VIR WA NN
=i R T A N A
. 0,8 b T y B I — - 7 il \\/. 3\
5| oo LELVEDE N AF M Y <
04 L/p'l ‘ d \f_ .\]? ‘|’ e ‘- . A4 '
A4 RV L ol N v ..: * B : -
0.2 o 4 EH L RS e B D el
' I I R AR O
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e 77 =1-10° N -5 -m73
Rys. 8. Zmiennos$¢ przemieszezen pionowych punktu A w czasie w zaleznosci od wartosci wspot-
czynnika lepkosci 17 dla plyty opartej na podtozu o modelu Kelvina-Voigta (K = 1 - 10°N-m™)
Fig. 8. Variability in time of vertical displacements of point A depending on value of viscosity
factor 7 for plate supported on substrate by Kelvin-Voigt model (K = 1 - 10¢ N-m™)

3 A- A La
il
< ALY A

V/AAY

Czas, s — Time, s
e~ K=00 N-m™3 —— k=110 Nm3 ——1W K=1.105 N-m~?

Rys. 9. Zmienno$¢ przemieszczen pionowych punktu A w czasie w zaleznosci od wartosci wspol-
czynnika sprezystosci K dla plyty opartej na podlozu o modelu Kelvina-Voigta
(n=1-10* N-s-m™)

Fig. 9. Variability in time of vertical displacements of point A depending on value of elasticity
factor K for plate supported on substrate by Kelvin-Voigt model (n =1-10* N-s-m™)
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28 J. Sobczak-Pigstka, A. Podhorecki

Plyta oparta na podlozu o modelu Zenera

Przyjmujemy, ze wartos¢ wspotczynnika lepkosci 1 oraz wartosci wspdtczynni-
kow sprezystosci podioza K, i K, zmieniaja si¢ podobnie jak dla podloza o modelu
Kelvina-Voigta (rys. 10, 11).

0 | l
45 i i & Y : ;: ':‘*. % j:: -ﬁ; h /] ' & ," ;.;
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Rys. 10. Zmiennos$¢ przemieszczen pionowych punktu A w czasie w zaleznosci od wartosci
wspotczynnika lepkosci 7 dla  plyty opartej na podlozu o modelu Zenera
(K1 =K; =K =1-10°N-m3)

Fig. 10. Variability in time of vertical displacements of point A depending on value of viscosity
factor 1 for plate supported on substrate by Zener model (K; = K, = K =1-10°N-m—3)
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Rys. 11. Zmiennos¢ przemieszczen pionowych punktu A w czasie w zaleznosci od wartosci
wspolczynnika  lepkosci 1 dla  plyty opartej na podlozu o modelu Zenera
(Ki =K, =K=1-10N-m™)

Fig. 11. Variability in time of vertical displacements of point A depending on value of viscosity
factor 7 for plate supported on substrate by Zener model (K; =K, =K =1-10°N-m™3)
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WNIOSKI

1. Nadrzednym celem przedstawionej pracy bylo skonstruowanie efektywnego
rozwigzania problemu wspoélidzialania plyty z dowolnym podlozem lepkosprezystym
w przypadku obciazenia zmieniajacego si¢ w czasie i przestrzeni. Waznym elementem
pracy jest zapisanie zwigzku migdzy reakcja podloza a przemieszczeniami dla modeli
lepkosprezystych za pomoca jednego réwnania rézniczkowego oraz opracowanie algo-
rytmu do obliczen drgan ptyt opartych na dos¢ dowolnie wymodelowanym podtozu
lepkosprezystym. Wykorzystano kombinacje dwoch metod: metody elementéw skon-
czonych (MES) i metody Zienkiewicza-Wooda (SSpj).

2. Wykonane obliczenia numeryczne, majace charakter ilustracyjny, potwierdzily
teze pracy i skutecznos¢ zastosowanego podejscia. Uzyskane rozwigzania numeryczne
pod wzgledem jakosciowym nie sg sprzeczne z przewidywanymi wynikami, jednak
wobec najczesciej braku podobnych przyktadéw w literaturze nie mozna byto sprawdzi¢
ich pelnej dokfadnosci. Zastosowana metoda catkowania w czasie okazala si¢ skutecz-
na, jednak aby poda¢ bezwzgledne wskazniki dotyczace na przyklad jej doktadnosci,
wyboru stopnia aproksymacji, dtugosci przedziatu czasowego nalezaloby przeprowa-
dzi¢ dalszg analize.

3. W pracy zaproponowano algorytm pozwalajacy na rozwiazanie dowolnie
uksztaltowanej plyty opartej na podtozu lepkosprezystym. Rozwiazanie takiego zadania
wymaga danych w postaci wymiaréw plyty, cech fizycznych materialu ptyty (stale
sprezystosci), funkcji rozkladu obciazen w czasie i przestrzeni, parametréw funkcyj-
nych podloza oraz warunkow brzegowych i poczatkowych. Kontynuacja powyzszej
tematyki moze stanowi¢ kierunek dalszych badan. Wymaga jednak skojarzenia badan
teoretycznych z badaniami doswiadczalnymi dotyczacymi parametréw podioza, na
przykiad gruntowego czy tez innego tworzywa konstrukcyjnego (metal, polimer).
Identyfikacja powyzszych parametréw pozwoli zaproponowa¢ model odwzorowujacy
dane podtoze.

4. Przyjety w pracy model matematyczny ukladu konstrukcja (plyta) — podloze
bazuje jeszcze na wielu zalozeniach upraszczajacych, ktore dla okreslonych wartosci
definiujacych go parametrow moga prowadzi¢ do nierealistycznego opisu zachowania
sie uktadu rzeczywistego. Dalsze ewentualne badania, bgdace rozszerzeniem dotychcza-
sowych, obejmowalyby bardziej zlozone, nieliniowe modele plyt i podiozy oraz
doktadniej powinny uwzglednia¢ warunki w obszarze ich kontaktu (tarcie, adhezja).
Interesujaca kwestia wydaje si¢ ocena wrazliwosci rozwiazania na dokladno$é¢ wyzna-
czania obszaru kontaktu.
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VIBRATIONS OF PLATES ON VISCOELASTIC BASIS

Abstract: The subjects of the research are vibrations of thin plates on viscoelastic basis.
Differential equations describing vibrations of a thin plate as well as those which describe
viscoelastic basis have been solved by two methods: the finite elements method and the
method of Zienkiewicz — Wood. In order to illustrate the correctness of proposed metho-
dology of solution, a computer program has been created. The program was used for
specific calculations for thin plates on viscoelastic basis and the analysis of the results
was performed.

Key words: plate, vibrations, viscoelastic basis
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