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Generalized Method of Algebraic Differences
deriving dynamic site index equations based on biological theories

Abstract: The presented methodology is generally applicable to modelling various relationships between two
observable and one unobservable variables, whereby the unobservable variable can be substituted by initial
conditions of the two observable variables thus leading to derivation of self-referencing dynamic equations. The
most common example of such models in the West, in particular the USA, are site-dependent height-age models,
called also site index models, or site models. The presented here method is equally useful for deriving new
equations as it is for improving existing models based on traditional use of fixed base ages. This method, called
the Generalized Algebraic Difference Approach, was originally introduced by Cieszewski (1994, Development
of a variable density height-growth-model through defining multidimensional height growth spaces. PhD thesis.
University of Alberta, Edmonton, Canada) and subsequently published by Cieszewski and Bailey (2000, Genera-
lized Algebraic Difference Approach: A New Methodology for Derivation of Biologically Based Dynamic Site
Equations. For. Sci. 46:116-126). The method can be used effectively to derive truly base-age invariant dynamic
equations capable of describing concurrent polymorphism and variable asymptotes. The equations derived with it
can be extremely flexible and may generate intricate patterns of concurrent polymorphism and variable asymptotes.
Their parameters can be estimated using the same methods as for all other fixed base-age site index models.
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Wprowadzenie

Poczatkowe wysitki w modelowaniu wzrostu w lesnictwie koncentrowaly si¢ na
zalezno$ciach dwuwymiarowych, jak na przyktad zaleznos¢ wysokosci od wieku dla
pojedyriczego typu drzewostanu. Zar6wno krzywe wykreslane odrecznie, jak 1 nawet
najbardziej skomplikowane wczesniejsze réwnania dwéch zmiennych, opisywaty zalezno-
Sci dwuwymiarowe (np. Hosfeld 1822). Modele te byty budowane oddzielnie dla r6znych
siedlisk, a nawet dla pojedynczych drzewostanéw. Do dzisiaj wielu uzytkownik6w krzy-
wych bonitacyjnych traktuje je jako zaleznosci dwuwymiarowe i rzadko rozwaza je w
kontekscie systemu tréjwymiarowego. Zgodnie z takim duchem bonitacja jest czasami
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okreslana przez dyskretne klasy jakosci lub produkcyjnosci, np.A,B,...,czy LI, ... (np.
Szymkiewicz 1971).

W przeszloéci modele bonitacyjne przedstawiane byly w postaci wykreséw lub tablic
stuzacych do okreslania klasy bonitacji siedliska na podstawie wieku drzewostanu i jego
wysokosci w tym wieku (np., Szymkiewicz 1971), lub wieku bazowego i wysokosci w
wieku bazowym (np., USDA 1929). Jakkolwiek systemy te opisywaly zaleznosci tréjwy-
miarowe mi¢dzy wysokoscia, wiekiem i intensywnoscia wzrostu, to intensywno$¢ wzrostu
byta wyraznie zdefiniowana przez dwie zmienne uwiktane w postaci warunkéw poczatko-
wych wysokosci i wieku. W niektérych przypadkach srednie krzywe wzrostu wysokosci
byly proporcjonalnie lub w inny spos6b adaptowane do poszczeg6lnych drzewostanéw
przez proste skalowanie (np., Osborne i Schumacher 1935). W systemach anamorficznych
srednie krzywe wzrostu wysokosci sa po prostu mnozone przez stosunek wysokosci
obserwowanej do oczekiwane;j (to znaczy odczytywanej z odpowiedniej krzywej dla tego
samego wieku). Powstala w ten spos6b nowa krzywa przechodzi przez punkt o znanych
wspotrzednych: wiek-wysokos¢, definiujac w ten sposéb krzywa specyficzna dla danego
drzewostanu. Algebraiczne dopasowywanie podstawowego modelu do specyficznego
drzewostanu przez proste skalowanie zwigksza prostotg, sp6jno$¢ i uzyteczno$é tego
sposobu w poréwnaniu do metod dyskretnych, szczegé6lnie takich, ktére wymagaja budo-
wania oddzielnych modeli dla poszczeg6lnych drzewostanéw. Spos6b taki redukuje liczbe
niezbednych réwnar i na etapie analizy pozwala na faczenie danych z r6znych drzewosta-
néw w jeden spéjny, uzupelniajacy si¢ system. Pozwala on réwniez narozszerzanie systemu
dyskretnego do postaci systemu ciaglego i przez to jest bardziej funkcjonalny.

W celu osiagnigcia ciaglego systemu predykcji, nowsze metody modelowania bonitacji
stosuja niemal wylacznie funkcje tréjwymiarowe. Modele te opisuja zazwyczaj za.leznoécj
pomigdzy zmienna niezalezna (na przyklad wiekiem), warunkiem poczatkowym w postaci
co najmniej jednej dodatkowej zmiennej reprezentujacej intensywno$¢ modelowanych
proces6w (np. Garcia 1983) i zmienng zalezna. Najwigcej takich modeli jest sformulowa-
nych dla wysokosci, ale moga one by¢ réwniez tworzone dla jakichkolwiek innych ceqh
mierzalnych, jak grubo$¢, pier§nicowe pole przekroju, miazszos$é, czy tez zageszczenie
drzew drzewostanu. W modelach takich zmienna reprezentujaca intensywno$¢ procesow
jest wyrazana jako wielko$¢ uwiktana w formie obserwacji zmiennej zaleznej. Na przykiad
model wzrostu wysokosci moze uzywaé bonitacji (S) okreslonej dla danego wieku bazo-
wego (Ap). Zaleznie od podejscia i sposobu wlaczania S do réwnar podstawowycp’
wynikajace modele uwikiane moga by¢ bardzo skomplikowane. Ztozono§¢ modelu moze
by¢ niezbedna do uzyskania wielu pozadanych wlasciwosci, takich jak:

Gdy X=0, to Y=0,

Polimorfizm (ryc. 1),

Zmienne asymptoty (ryc. 21 3),

R6wnosé S 1 wysokosci w wieku bazowym Ap,

A

Mozliwo$¢ teoretycznego wyjasnienia i interpretacji poszczeg6lnych
elementéw modelu.

W 1974 roku Bailey i Clutter wprowadzili koncepcj¢ niezaleznos$ci przevx.iidywaﬁ Qd
wyboru wieku bazowego (base-age invariance), w ktérej réwnanie dynamiczne moze
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RYC. 1. Kfzywe polimorficzne

dawacé wyniki bezposrednio z jakiejkolwiek pary danych wiek-wysokos§¢ bez utraty doktad-
nosci przewidywan. Pojecie "niezaleznosci przewidywan od wyboru wieku bazowego"
Oznacza, ze wyniki otrzymane z modelu s3 "niezmienne" w danym systemie pomimo zmian
W wyborze wieku bazowego. W réwnaniach wzrostu wysokosci "niezmienne" pozostaja
wielkosci modelowane i, jako wynik, ksztalty krzywych wzrostu wysokosci.

Réwnania dynamiczne moga by¢ traktowane jako zalezno§¢ czterech zmiennych ciagtych,
cho¢ opisuja one relacje tylko tréjwymiarowe, podobnie jak réwnania ze statym wiekiem
bazowym. W réwnaniach tych jeden z wymiaréw jest reprezentowany przez warunek
Poczatkowy, ktéry wykorzystuje dwie zmienne uwiklane. Bailey i Clutter (1974) zastoso-
wali metode, ktéra zaczgto nazywaé metoda réznic algebraicznych (MRA) — algebraic
difference approach (ADA). Opis metody r6znic algebraicznych (Bailey i Cluter 1974) jest
dostepny w jezyku polskim w pracy Cieszewskiego i Zasady (2002). Metoda ta ma wiele
zalet w stosunku do metod opartych na statym wieku bazowym. R6wnania bonitacyjne
Wyprowadzone za jej pomoca s3 poprawne matematycznie (to znaczy nie moga doprowa-
dzi¢ do wyniku 7=0) i prognozy uzyskiwane za ich pomoca sa niezmienne przy zmianach
wieku bazowego. g

Oryginalna metoda réznic algebraicznych ma jednak ograniczenia przy wyprowadzaniu
modeli 0 wigkszym stopniu skomplikowania. Za jej pomoca nie mozna zbudowaé modelu,
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RYC. 2. Krzywe polimorficzne ze zmiennymi asymptotami — przyktad 1

ktéry charakteryzuje sie jednoczesnie polimorfizmem i zmiennymi asymptotami, a jedynie
takie, ktére sa anamorficzne albo polimorficzne z pojedyncza asymptot3. Z tego powodu
istnieje zapotrzebowanie na bardziej uniwersalna metode.

Niniejszy artykut opisuje uniwersalna metode réznic algebraicznych (UMRA) — generali-
zed algebraic difference approach (GADA), stuzaca do wyprowadzania wyjatkowo elasty-
cznych réwnar dynamicznych. Zostata ona po raz pierwszy opisana przez Cieszewskiego
(1994), a nastepnie przez Cieszewskiego i Baileya (2000). R6wnania wyprowadzone (2
metoda charakteryzuja si¢ wszystkimi pozadanymi wlasno$ciami modeli wyprowadzanych
za pomoca MRA, a dodatkowo moga by¢ znacznie bardziej skomplikowane, polimorficzne
1 posiada¢ zmienne asymptoty. Ponadto metoda ta pozwala na osiagnigcie wymkéw,
ktérych nie mozna uzyska¢ stosujac oryginalna metode réznic algebraicznych. Ponizej
pokazano krok po kroku, jak wyprowadza¢ takie réwnania bez wprowadzania sprzecznoéa
matematycznych, kt6re sa stosunkowo tatwe do popetnienia przy wyprowadzaniu réwnaf
uwiktanych. Spos6b postgpowania zaproponowany w niniejszej pracy moze znaleZ¢ zasto-
sowanie do modelowania réznego rodzaju relacji trzech zmiennych opisanych danymi
pochodzacymi z wielokrotnych pomiaréw szeregéw czasowych z jedna zmienna nieobser-
wowalna.
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RYC. 3. Krzywe polimorficzne ze zmiennymi asymptotami — przyktad 2

Uniwersalna Metoda Réznic Algebraicznych (UMRA)

Istota réwnar dynamicznych lezy w ich konstrukcji i uwiklaniu w nich funkcji odwrotne)
réwnania podstawowego. R6wnania dynamiczne sa niezwykle czule na wszelkie wprowa-
fizane ad hoc dziatania algebraiczne, ktére normalnie moga by¢ nieszkodliwe dla réwnar
Jawnych. Na przyklad r6wnania dynamiczne nie moga by¢ dodawane stronami ani zmie-
niane czy upraszczane w inny spos6b, np. przez wprowadzanie potggowania czy mnozenia
w obreb istniejacej struktury. Nie moga by¢ one tworzone przez przyjmowanie niejawnych
zalozeni lub innych doraznych rozwiazan. Innymi stowy - wiele operacji dopuszczalnych
dla réwnari jawnych nie jest dopuszczalnych dla réwnaf dynamicznych.

Pla ulatwienia wprowadzenia UMRA, wyr6zniona zostata teoretyczna zmienna, okre§lona
Jako wspétczynnik intensywnosci procesu. Przyjeto zatozenie, Ze jest on wyrazem tych
proces6w, ktére sa zwiazane z siedliskiem i indywidualna charakterystyka wzrostu i
przezywalnosci drzew. Teoretyczna zmienna zostala uzyta we wszystkich réwnaniach do
Opisania dowolnych zmiennych rzadzacych zmianami ksztattu krzywych wzrostowych na
r6znych siedliskach moze by¢ zar6wno zmienna, jak i funkcja dowolne;j liczby zmiennych.
Zmiennymi tymi moga by¢ czynniki charakteryzujace klimat, dostgpnos¢ wody, glebokos¢
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gleby organicznej, powierzchnia aparatu asymilacyjnego, wydajno$§¢ fotosyntezy, stezenie
ozonu, czynniki genetyczne, itp. Warto$¢ X jest ciagta, monotoniczna i zwiazana z dyna-
mika modelowanych proceséw. Moze ona wyrazac wzgledne réznice rozpatrywanej funcji.
Zakladamy, ze mala warto$¢ X reprezentowac bedzie mata intensywnosé wzrostu, a duza
warto$¢ X — duza intensywno§¢ wzrostu. Poniewaz praktycznie nigdy nie jest mozliwe
bezposrednie okreslenie warto$ci, zmienna ta moze by¢ zastapiona mozliwymi do uzyska-
nia na drodze pomiaru warunkami poczatkowymi. Dopiero wéwczas takie réwnanie moze
by¢ wykorzystane w praktyce. Ma to jednak miejsce tylko w sytuacji, gdy zostato ono
poprawnie sformutowane w sposéb jawny, i stad charakteryzuje sie ono pozadanymi
wlasno$ciami réwnar bonitacyjnych, jak polimorfizm i wielokrotne asymptoty.

Pierwszym krokiem w stosowaniu UMRA jest wyb6r podstawowego réwnania i okreslenie
W nim pozadane;j liczby zmiennych parametréw, ktére charakteryzuja warunki siedliskowe.
Nastepnie konieczne jest zdefiniowanie funkcji okreslajacych, w jaki spos6b parametry
wyrazajace czynniki siedliskowe zmieniaja swoje wartosci w wyniku zmian warunkéw
siedliskowych przez zastapienie tych parametréw jawnymi funkcjami zmiennej X nowych
parametr6w. Tym sposobem pierwotne dwuwymiarowe réwnanie podstawowe zmienia si¢
W jawne, tréjwymiarowe réwnanie siedliskowe opisujace za pomoca dwéch zmiennych
niezaleznych (¢ i X) zmiany modelowane; cechy w czasie i przestrzeni. Nastepnie rozwia-
zanie réwnania ze wzgledu na zmienna X zastepuje wszystkie wartosci Xs uwiktanymi
rozwigzaniami uzywajacymi warunkéw poczatkowych #p i Yo. Symbolicznie opisany tutaj
proces moze by¢ przedstawiony nastgpujaco. R6wnanie podstawowe mozemy zapisaé
symbolicznie jako:

Y(O)=f(@p1... Pn-1,Pn) | (1]
gdzie p1 .... pn stanowia parametry réwnania.

W podstawowym réwnaniu [1] parametr siedliskowy p jest zdefiniowany jako funkcja gi
zmiennej X i pewnej liczby j nowych parametréw, to znaczy p1=gi (X Piy --- Pi)- WYI-
$ciowe réwnanie [1] z wieloma parametrami siedliskowymi zmienia si¢ w jawne tr6jwy-
miarowe réwnanie siedliskowe z dwiema zmiennymi niezaleznymi ¢ i X:

Y(t, %) =f{(t, P1--Pm~1, 8m (X Pmy --- Pmy) ---8n (s Pny - p,,,)} (2]

gdzie Y(t, X) jest funkcja zmiennych ¢, X oraz m+k+I-1 parametréw.

Jezeli réwnanie [2] moze byé rozwiazane ze wzgledu na zmienng , prawa strona tego
rozwiazania z warunkami poczatkowymi zmiennych ¢1 Y, tzn.,

xzu(t’ Y,pl---pn|)=u(t0, Yo,p]...pnl) [3]
moze by¢ podstawiona do réwnania [2] w miejsce X. Tak wiec réwnanie:
Y (¢, 10, Yo) =f{(t, P1 ... Pm, ue (20, Y0, P1 ... Pny)]

po przeformutowaniu i wyeliminowaniu nadmiarowych parametréw, staje si¢ réwnaniem
dynamicznym z uwiktanymi warunkami poczatkowymi:
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Y (¢ 10, Yo)=f(t t0, Yo, P1 ... Pw) [4]

gdzie:
n—-1 < w <m+k+...+1-1 [5]

Wynik réwnania [5] oznacza, ze réwnanie [4] ma mniejsza lub réwna liczb¢ parametréw,
niz réwnanie [2].

Praktyczne zastosowanie UMRA moze by¢ wprowadzone na ré6znych poziomach zaawan-
sowania i trudnos$ci w wyprowadzaniu réwnan. W zwiazku z tym klasyfikujemy réwnania
ze wzgledu na poziom zaawansowania i trudnosci jako proste lub zlozone w zaleznosci od
tego, czy sa one oparte na prostym przeksztalceniu réwnania (proste), czy tez na znajdo-
waniu jego pierwiastkéw (zlozone). :

Rownania proste

W najprostszych przypadkach wprowadzenie nowej zmiennej X moze si¢ wydawac nieko-
nieczne, gdyz korzy$¢ z jej wprowadzania nie jest oczywista. Jednakze wprowadzanie tej
zmiennej nie powoduje zadnych ograniczen w poréwnaniu z tradycyjnym podejsciem
metody réznic algebraicznych. Na przyktad, aby za pomoca UMRA powt6rzy¢ wyprowa-
dzenie MRA oparte na dwéch zatozeniach przedstawionych przez Baileyai Cluttera (1974),
zapiszmy réwnanie Schumachera (1939) z cytowane;j pracy:

InY()=o—-PB/t [6]
na dwa sposoby:
InY(@x)=x—Ba/t [7]
i
InY(@x)=0p—x/t (8]

gdzie Ba jest katem nachylenia krzywej réwnania anamorficznego, ofp jest asymptota
réwnania polimorficznego. Wyprowadzenie koficowych réwnar bonitacyjnych metoda
UMRA jest osiagnigte przez proste zastosowanie MRA (Bailey i Clutter 1974) w stosunku
do X w kazdym z wymienionych dwéch réwnan. Jednakze przewaga wprowadzenia
zmiennej X jest najlepiej widoczna, gdy dla odpowiedniego opisu zmian ksztattéw krzy-
wych wzrostowych dla poszczeg6lnych bonitacji wymagane jest uzycie wigcej niz jednego
parametru opisujacego jakoS¢ siedliska. Na przyktad, w prostym przykladzie zaktadajacym
polimorfizm i zmienne asymptoty, obydwa parametry o i B w réwnaniu [6] moga zaleze¢
od X. Zmienna moze wyrazaé na przyktad gérny limit produkcji, tzn.,

InY(t,x)=x+By/t (9]

Powyisze r6wnanie ma rozwiazanie ze wzgledu na :
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__Iny InYp
5T 1=

Zastosowanie UMRA w wymienionym przypadku w stosunku do parametréw a, BiX
prowadzi do wyprowadzenia réwnania dynamicznego opartego na funkcji Schumachera
(1939), ktére dostarcza krzywych polimorficzhych niezaleznych od wieku bazowego i
majacych zmienne asymptoty:

to(t — B) [10]
t(to — B)

Interpretacja tego wyprowadzenia moze by¢ przedstawiona w nastepujacy sposéb. Przypi-
sanie X do o oznacza, ze dla przyjetej miary intensywnosci proceséw wzrostowych gérny
limit produkcji bedzie si¢ zwigkszat wraz ze wzrostem indywidualnej intensywnosci
produkcji. W wyniku tej relacji réwnanie ma zmienne asymptoty. Przypisanie X do B
oznacza, ze ksztalt krzywych zmienia si¢ wraz ze zmiang intensywnosci wzrostu, co w
konsekwencji definiuje réwnanie polimorficzne. Te relacje sa oczywiste, gdyz gdy X
powoduje zmiany jednoczesnie w &, jak i w 3, rezultatem tych zmian musza by¢ polimor-
fizm i zmienne asymptoty. Innym przyktadem jest réwnanie, ktére jednoczesnie wyraza
polimorfizm podobny do réwnania polimorficznego opisanego przez Baileya i Cluttera
(1974) 1 wiasciwosci asymptot podobne do anamorficznego réwnania opisanego przez
wymienionych tu autoréw. Zaleta wprowadzenia nowej zmiennej staje si¢ tu oczywista,
gdyz cel ten jest osiagniety przez dodanie stronami jawnych réwnan [7] i [8], tzn.:

2In Y (2, %) = (x — Bat) + (0p — ¥A) [11]

In Y (¢, 19, Yo)=1n Y

W ten sposéb zastgpujac wartosé X jej rozwigzaniem:

_t(nY-p)+Ba_to(InYo—o'p) + P
B t—1 B to—1

uwiklanym w réwnaniu [11], umozliwiamy wyprowadzenie réwnania dynamicznego Z
obydwiema pozadanymi cechami:

InY (2,1, Yo)=0o'p -

Ba (-1 ( , B’a] [12]
+
t (to—-1t

Zdolnos¢ do faczenia whasciwos$ci dwéch réznych réwnan dynamicznych w postaci jednego
réwnania dynamicznego przez dodanie ich jawnych postaci stronami jest unikalna ce.cha
uniwersalnej metody réznic algebraicznych. Nalezy jednak pamietaé, ze tylko réwnania W
postaci jawnej, to jest przed uwiktaniem réwnaf z rozwiazaniami ich warunkéw poczatko-
wych, moga by¢ dodawane stronami. Jezeli strony dwéch réwnar dynamicznych sa dQQane
bezposrednio, wynikiem jest relacja, ktéra nie ma wlasnosci niezaleznosci od wieku
bazowego oraz moze doprowadzi¢ do matematycznych sprzecznosci. Mimo, ze przytOffZ(_)'
ne réwnanie dynamiczne jest niewyprowadzalne za pomoca podstawowej metody rozniC

algebraicznych (MRA), jest ono tatwo wyprowadzalne za pomoca opisywanej tu metody
UMRA.

S8



Rownania zlozone

Réwnania dynamiczne okresliliSmy jako proste wéwczas, gdy byty one wyprowadzane
przez bezposrednie przeksztalcenia rownaf jawnych. W przeciwienstwie do réwnan pros-
tych, réwnania, ktére wymagaja w swoim wyprowadzaniu obliczania pierwiastkéw w celu
okreslenia X, nazywaé bedziemy zlozonymi niezaleznie od liczby parametréw, gdyz
wymagany spos6b rozwiazania moze stanowi¢ znaczne ograniczenia W zastosowaniach
praktycznych. Przyktadami moga by¢ konstrukcje zawierajace zaleznos¢ kwadratowa lub
kombinacje bezposredniej i odwrotnej proporcjonalnosci. Taka zaleznos¢ moze istnie¢
migdzy charakterystyka réwnania (zmiennoscia asymptot czy polimorfizmem), a miara
intensywnos$ci wzrostu X. Na przyktad wyprowadzanie zaawansowanego r6wnania dyna-
micznego moze wyptywaé z zatozenia, ze asymptoty sa wyktadniczo proporcjonalne do
intensywnos$ci wzrostu, a polimorfizm jest odwrotnie proporcjonalny do intensywnosci
wzrostu, tzn.:

In ¥ (t,3) = 0g & =

Dla tego réwnania podstawowego rozwiazanie ze wzgledu na X wymaga znalezienia
pierwiastkéw réwnania kwadratowego i wyboru najodpowiedniejszego pierwiastka do
uwiklania go w réwnaniu dynamicznym. Wybdr najlepszego wyrazenia dla moze zalezec
od parametr6w réwnania, ktére z kolei zaleza od dostgpnych danych i zakresu wieku.
Rozwigzaniem X w réwnaniu [13] jest:

x=0,5(Iny+R)/a=0,5 (In Yo+ Ro)/a

lub
x=0,5(lny—R)/0t=O,5(ln Yo — Ro)/a

gdzie:

R=\/(1nY)2+4a[3/t

Ro=\/( In Yo)> +4 o B/1o

Z dwéch pierwiastkéw réwnania ten najprawdopodobniej bedzie rzeczywisty i1 dodatni,
ktéry maraczej dodawanie, niz odejmowanie we wzorze. Uzycie warunkow poczatkowych
I podstawienie ich do réwnania [13] daje nastgpujace réwnanie dynamiczne:

In Y0+Ro_ 2y/t [14]
2 In Yo+ Ro

In Y (z o, Yo) =

gdzie y= off. Inna sytuacja wymagajaca poszukiwania pierwiastkow pojawia si¢ wte-
dy, kiedy zmiany siedliskowe sa opisywane przez wielomian X.
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Dazenie do uzyskania najlepszej formy réwnania moze by¢ zmudna procedura, uzalezniong
od wielu czynnikéw, wilaczajac analize¢ danych. Dla kazdego réwnania jawnego lub
podstawowego istnieje wiele mozliwych zatozeri i rozwiazar, ktére moga prowadzi¢ do
wyprowadzenia uwiktanych réwnan dynamicznych. Jednakze zawsze, kiedy rozwazane
jest nowe zalozenie formutowane we wlasciwej zaleznosci réwnan jawnych, powinno by¢
ono zakoniczone przed wprowadzeniem postaci uwiktanej tego réwnania. Dla poprawnego
przeprowadzenia tej fazy konieczne jest dobre zrozumienie struktury matematycznej
rozpatrywanych réwnan i oczekiwanych réznic we wzroscie drzew na siedliskach o réznej
produkcyjnosci.

Wiasnosci Metody

Uniwersalna metoda réznic algebraicznych jest bardziej parsymonijna, niz wiekszo$¢
tradycyjnych metod wyprowadzania réwnar bonitacyjnych (Cieszewski i Zasada 2002).
Za jej pomoca mozliwe jest réwniez wyprowadzanie bardziej skomplikowanych réwna
niz te, ktére pochodza z tradycyjnych metod. Opisywana metoda moze w réznych przypad-
kach dostarcza¢ réwnan, ktére sa bardziej elastyczne i maja mniej parametréw, niz
odpowiadajace im réwnania ze statym wiekiem bazowym.

Teza, ze UMRA jest oszczedniejsza, niz metody wykorzystujace staly wiek bazowy, jest
poparta trzema stwierdzeniami: |

(0 UMRA nie wymaga zadnych dodatkowych parametréw oprécz tych, ktére istnieja
w réwnaniach jawnych lub z ustalonym wiekiem bazowym, w stosunku do ktérych

zostala zastosowana, co jest oczywiste z definicji metody wyrazonej przez réw-
namia [2] 1 [4].

3 Koricowe dynamiczne réwnanie [4] ma mniejsza lub réwna liczbe parametréw,
niz wyj$ciowe réwnanie [2].

(3 Brak wartosciowych i wymiarowych ograniczeri w stosunku do X zapewnia, .26
kazde wielowymiarowe wyrazenie zawierajace nieobserwowalna, jedno- lub wie-
lowymiarowa zmienna X bedzie zawsze przeksztalcone w najprostsza mozliwa
forme.

Nawet jezeli modelujacy nie dostrzega mozliwosci redukcji liczby parametréw w réwna-
niu, wyprowadzenie okreslone przez UMRA automatycznie redukuje liczbg parametré'w
przez ich skracanie podczas rutynowych operacji algebraicznych. Metody budowania
réwnari siedliskowych o ustalonym wieku bazowym nie daja takiej mozliwosci.

Estymacja parametré6w réwnari, metody uzywane w analizie regresji, wymagania dotyc.ZaCC'
danych oraz inne problemy zwiazane z praktycznym uzywaniem opisywanych w ninieJsze)
pracy modeli sa zagadnieniami zupetnie niezaleznymi od metod ich wyprowadzania. Przy
szacowaniu parametré6w mozna uzywac dowolnych metod statystycznych, ktére l;ylyby
odpowiednie w przypadku tradycyjnych modeli.bonitacyjnych i wzrostu wysokoéq opar-
tych na statym wieku bazowym (wlaczajac metody oparte na kryterium najmnieJSZ)’Ch
kwadrat6w). Ponadto modele wyprowadzone za pomoca prezentowanej metodyki pozwa-
laja na znacznie wigksza elastyczno$é w uzywaniu danych i ustalaniu paramCU’éW- Na
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przyktad Borders i inni (1984) pokazali, ze model o postaci H(tn) = f(tn, tn-1, hn-1) moze
by¢ dopasowany do danych z r6znych okres6w pomiarowych, na przyktad (ti, hi; t2, h2),
(t2, h2; t3, h3), (13, h3; t4, ha), itp.

Podsumowanie i wnioski

Niniejsza praca po$§wigcona jest oméwieniu metodyki algebraicznego wyprowadzania
réwnan dynamicznych przydatnych do modelowania takich danych, jak siedliskowe sze-
regi czasowe oparte na niobserwowalnych zmiennych siedliskowych. Opisana metodyka
jest bardziej elastyczna, niz inne dotychczasowo stosowane metody uzywane to tego celu.
Wyprowadzone ré6wnania moga by¢ dopasowane do danych z uzyciem dowolnej techniki
uzywanej do budowy réwnan dynamicznych lub o stalym wieku bazowym. Ponadto
rownania te moga by¢ uzywane w sposéb spdjny z istniejacymi tradycyjnymi réwnaniami
o stalym wieku bazowym. Autorzy zalecaja opisywana metodyke jako narzg¢dzie, a nie
ideologi¢, ktéra powinna by¢ stawiana przed zatozeniami statystycznymi dotyczacymi
struktury bledéw czy kryteriéw dopasowania krzywych. Autorzy nie twierdza réwniez, ze
wszystkie modele bonitacyjne musza wykorzystywacé réwnania dynamiczne. Tym niemnie;j
pokazaliSmy w przytoczonych przyktadach, ze sa one prostsze i bardziej elastyczne. Moga
prognozowac odpowiednie wysokosci, kiedy wiek réwny jest wiekowi bazowemu oraz sa
fatwiejsze do dopasowania przy uzyciu niedostatecznych danych lub danych pochodzacych
zmiodych drzewostan6w. Przyklady te maja pokazaé przewage opisywanej Uniwersalne;j
Metody Réznic Algebraicznych nad bardziej tradycyjnymi metodami wyprowadzania
rownan.
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Summary

Generalized Method of Algebraic Differences
deriving dynamic site index equations based on biological theories

The purpose of this manuscript is to introduce to Polish literature a methodology that is not
currently know in Poland, but it can be extremely useful in ongoing there growth and yield
modelling work. We present here the Generalized Method of Algebraic Differences, which
was originally introduced by Cieszewski (1994, Development of a variable density height-
growth-model through defining multidimensional height growth spaces. PhD thesis. Uni-
versity of Alberta, Edmonton, Canada), and subsequently published by Cieszewski and
Bailey (2000, Generalized Method of Algebraic Differences: A New Methodology for
Derivation of Biologically Based Dynamic Site Equations. For. Sci. 46:116-126). The
methodology is a generalization of the Algebraic Difference Approach formalized by
Bailey and Clutter (1974, Base-age invariant polymorphic site curves. For. Sci. 20:
155-159), which had some limitations in flexibility of derivation schemas. The presented
methodology is generally applicable to modelling various relationships between two
observable and one unobservable variables, whereby the unobservable variable can_be
substituted by initial conditions of the two observable variables thus leading to derivation
of self-referencing dynamic equations. The most common example of such models in the
West, in particular the USA, are site-dependent height-age models, called also site index
models, or site models. The presented here method is equally useful for deriving new
equations as it is for improving existing models based on traditional use of fixed base ages-
The methodology is presented in a few stages. First we present a general theoretical
foundation of the method in the form of a series of mathematical definitions for subsequent
steps and their assumptions. Then, we present simple examples for practical applications,
in which we use the current methodology to redo the original models presented by Bafley
and Clutter (1974) and demonstrate extensions of this derivations, which were not poss1ble
with the original algebraic difference approach. Next, we present somewhat more involved
examples of derivation of complex dynamic equations based on finding roots of pOl)"TO'
mials. Finally, we discuss various implications of the presented methodology and properties
of the dynamic equations derived by it. The method can be used effectively to derive truly
base-age invariant dynamic equations capable of describing concurrent polymOl'Phism and
variable asymptotes. The equations derived with it can be extremely flexible and may
generate intricate patterns of concurrent polymorphism and variable asymptotes. Their
parameters can be estimated using the same methods as for all other fixed base-age st
index models.
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