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Rzezba terenu jest jednym z gtéw-
nych elementéw map szczegétowych
opracowywanych dla inzynierii Srodowi-
ska wiejskiego. Przy realizacji prac, np.
w zakresie budowy zbiornikéw retencyj-
nych, wodociagéw wiejskich, sieci me-
lioracyjnych, budowy drég rolniczych,
konieczne jest postuzenie sie wielkoska-
lowymi mapami sytuacyjno-wysoko-
Sciowymi. Podstawowa metoda przed-
stawiania rzeZby terenu na tych mapach
jest metoda warstwicowa. Oprécz trady-
cyjnej metody opracowan warstwico-
wych, wykonywanych na podstawie po-
miardw tachimetrycznych, coraz wie-
ksze zastosowanie do tych opracowarl
znajduja metody fotogrametryczne oraz
metody komputerowe oparte na numery-
cznym modelu terenu (NMT).

Rzeczywista powierzchnia topogra-
ficzna jest reprezentowana w NMT po-

—

mierzonym zbiorem punktéw tereno-
wych o wyznaczonych wspétrzednych x,
Y, z. Punkty te, nazywane takze punktami
modelu (réwniez punktami odniesienia-
-oparcia), moga mie¢ w ogdlnym przy-
padku rozmieszczenie nieregularne (roz-
proszone) lub regularne (punkty potozo-
ne w wezlach regularnych siatek).

Na podstawie danych punktéw mo-
delu dokonywana jest aproksymacija po-
wierzchni topograficznej, np. za pomoca
zbioru ptaszczyzn ,,przylegajacych” jak
najdoktadniej do danej powierzchni tere-
nu lub za pomoca zbioru (kombinacji)
powierzchni drugiego czy tez wyzszego
stopnia (GaZdzicki 1975; Piasek 1 in.
1981; Wysocki 1981, 1987). Warstwice
mozna otrzymaé droga analityczno-nu-
meryczng (z réwnari zbioru powierzchni
aproksymujacych) lub droga numerycz-
na, np. przez obliczanie wspétrzednych
X, ¥ przecie¢¢ bokéw siatki utworzone;j
przez punkty modelu z liniami wyzna-
czanych warstwic.
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Metody numerycznej apro-
ksymacji powierzchni terenu

W Finlandii (Kokko, Wuta 1967)
opracowano NMT, gdzie punkty modelu
potaczone w tréjkaty réwnoboczne two-
rza regularng siatk¢. Nad kazdym ele-
mentem siatki konstruowane sg powierz-
chnie aproksymujace w formie plasz-
czyzn.

W systemie NORDISK ADB (1968)
punkty odniesienia sa wybierane z uw-
zglednieniem cech morfologicznych te-
renu. Matematyczny model okreslajacy
wysoko$ct punktéw szukanych sklada
si¢ z trzykrotnej interpolacji liniowej,
uwzgledniajace] polozenie punktéw sa-
siednich oraz na liniach terenowych (np.
liniach szkieletowych). Badania w kie-
runku przedstawienia terenu w postaci
plaszczyzn przebiegajacych na réznych
wysokos$ciach prowadzili migdzy innymi
Gedymin 1 Kopcewicz (1974).

Metode interpolacji liniowej w celu
przedstawienia powierzchni terenu wy-
korzystano roOwniez w programach reali-
zujacych inne metody numeryczne opra-
cowan warstwicowych, np. Wysocki
(1987, 1994), gdzie dla kazdego szuka-
nego punktu wyznaczane jest réwnanie
plaszczyzny, w ktorej lezy wybrany we-
dlug odpowiedniej procedury tréjkat za-
wierajacy ten punkt.

Na og6t bardziej ztozone sa metody
aproksymacji wykorzystujace nielinio-
we sposoby interpolacji. W interpolac;ji
nieliniowej wykorzystywane jest kryte-
rium regularnego lub dowolnego rozto-
zenia punktéw terenowych (punktéw
modelu) stanowiacych tzw. punkty opar-
cia (odniesienia). W kazdym punkcie lub

elemencie siatki stanowig one podstawe
matematycznej budowy powierzchni
aproksymujacej (np. za pomoca réwna-
nia wielomianowego). Powierzchnia
aproksymujaca moze by¢ utworzona od-
dzielnie dla kazdego punktu modelu,
przy zatozeniu minimum odchytek sumy
kwadratéw btedéw wysokosSci na odpo-
wiednio wybranych punktach oparcia
otaczajacych wyznaczany punkt:

k
Y, P [Zy— A(X,,Yj)? = minimum (1)
l

gdzie:
pr— wagi lub funkcje wagowe, zwia-
zane zwykle z potozeniem punktu opar-
cia w stosunku do wyznaczanego,
A(k)(X, Y) = Z, moze stanowi¢ wielo-
mian stopnia drugiego czy wyzszego.
Interpolacja na wigkszym obszarze
moze by¢ realizowana przez sumowanie
powierzchni utworzonych na poszcze-
g6lnych punktach oparcia. Zastosowac
mozna takzZe inne rozwiazanie, np. opra-
cowany wycinek powierzchni terenu
dzieli si¢ na lokalne fragmenty regularne-
go ksztaltu, a powierzchnia kazdego
fragmentu jest aproksymowana wielo-
mianem odpowiedniego stopnia. Przy
tym stawia si¢ warunek ciaglosci powie-
rzchni na granicach fragmentéw.
Nakamura (1968) oraz inni stosuja
wielomianowa funkcj¢ powierzchni sto-
pnia trzeciego. Junkins i Jancaitis (1974)
uzywaja w swoich pracach wielomia-
néw, ktére musza spetnia¢ warunek cia-
glosci wzdhuz granic okreslonych przez
punkty o danych wysoko$ciach (punkty
oparcia) oraz obliczone katy nachylenia
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mi¢dzy punktami muszg by¢ takie same.
Dla siatek regularnych stosuja réwnania
wielomianowe stopnia czwartego z jede-
nastoma parametrami.

¢

Kraus (1971) przy obliczaniu inter-
polacji powierzchniowej rozdziela wiel-
kosci na trzy czesci:

« trend — w formie funkcji wielomiano-
wej,

« cze$§¢ korelowana — w ktérej wy-
szczeg6lnia wariancje 1 kowariancje
(korelacje miedzy sasiednimi pun-
ktami),

* odchytki (poprawki).

Znajac réznice wysokosci h oraz ob-
liczajac tzw. ,centryczne wartoSci” w
punktach oparcia okre$lany jest trend za
pomocg réwnania:

H, A h
H, Z, h,
I SR S (2)

gdzie:

H — centryczne warto$ci w punktach
oparcia,

h — odchylki (poprawki),

——

C(P1P2) \'%
u=C(PP,).CPP,) . .

(C(PP,) C(P,P,) v

Z — warto$ci wspétczynnikéw wielo-
mianu.

Nastepnie jest empirycznie wyzna-
czana wartoS$¢ interpolacji u, w dowol-
nym punkcie ma postac:

C(P,P,) C(P,P,) (1,

10 G

czyli u=C-C1l.y

gdzie:

l; — wysokoSct w n punktach oparcia
P;,

C - wektor, w ktérym zebrane sa
statystyczne zalezno$ci (kowariancje)
c(PP;) punktu interpolowanego P z pun-
ktem oparcia P;

C —macierz zawierajaca kowariancje
migdzy n punktami oparcia P; oraz wa-
riancje v.

Kowariancje migdzy punktami P;P;,
wzajemnie wplywaja na siebie. Przedsta-
wione postgpowanie interpolacyjne stu-
zy do obliczenia wysokoS$ci punktéw sta-
nowiacych wezty dostatecznie geste]
siatki kwadratéw o bokach réwnolegtych
do osi zalozonego uktadu wspétrzed-
nych. Dalszy proces rachunkowy polega
na obliczeniu wspétrzednych x, y pun-
ktéw przecigé warstwic z bokami siatki.

Gazdzicki (1975) buduje NMT we-
dlug ,,metody siatki wyroOwnawcze;j”,
umozliwiajacej przeksztalcenie modelu
utworzonego na podstawie zbioru pun-
ktéw rozproszonych. W wyniku prze-

Zagadnienie numerycznej aproksymacji powierzchni terenu

131

W opracowaniach warstwicowych metodami komputerowymi



ksztalceniarzeczywista powierzchnia te-
renu jest aproksymowana regularna siat-
ka kwadratéw o wysokosciach Z, obli-
czonych itercyjnie z zastosowaniem me-
tody najmniejszych kwadratéw. Wyso-
kosSci wszystkich wezlow siatki sa obli-
czane tacznie.

Jak wynika z powyzszego ogélnego
przegladu metod aproksymacji powierz-
chni terenu, mozna dokona¢ podziatu na
metody bazujace na interpolacji liniowe;
1 nieliniowe;.

Innego podzialu metod modelowania
terenu funkcja interpolacyjna dokonat
Schut (1976). Podzielit je na sze$¢ grup:

Pierwsza grupe nazwatl metodami ru-
chomych powierzchni (moving surface).
Wysokosci punktéw stanowiacych we-
zly regularnej siatki sa obliczane z po-
wierzchni aproksymujacych, tworzo-
nych kazdorazowo dla obliczanego pun-
ktu, na podstawie lezacych w sasiedztwie
punktéw odniesienia. Ksztalt powierz-
chni moze by¢ okreslony pelinym réwna-
niem wielomianowym, np. stopnia dru-
giego, gdzie

h=a,+ ax+ ayy+ byx*+ boxy+
+ by’ 4)

lub zredukowanym — w postaci pta-
szczyzny pochylonej czy tez poziome;.
WysokoSciom punktéw odniesienia
przyporzadkowane s odpowiednie wagi
(funkcje wagowe).

W drugiej grupie metod (sumation of
surface — sumowania powierzchni) zo-
stalo zastosowane rozwiazanie znane w
matematyce w teorii korelacji. Wysoko§é
punktu interpolowanego okreslana jest
wzorem:

h=0b" B z (5)

Dla kazdego interpolowanego pun-
ktu i-ty sktadnik wektora b jest funkcja
odlegtosci od punktu szukanego do i-te-
go punktu odniesienia, za$ z jest wekto-
rem, ktérego sktadniki sa wysokos$ciami
punktéw odniesienia. Elementy macie-
rzy B wynikaja z funkcji odlegtosci zwa-
nej réwniez funkcja korelacji. Element w
i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy
B jest wartoscia funkcji odleglosci dla
odstepu miedzy i-tym i j-tym punktem
odniesienia.

Do trzeciej 1 czwartej grupy Schut
zaliczyl metody interpolacji oparte nare-
gularnych siatkach kwadratéw lub pro-
stokatow. Poszczegélne elementy ,,0-
czka” siatki s3 opisywane réwnaniem
wielomianowym. WysokoSci weztéw sa
obliczane jednoczesnie.

Do piatej grupy zostaly zaliczone
metody interpolacji obejmujace siatki
trojkatéw, w ktérych punkty wierzchot-
kowe sa jednoczesnie punktami odnie-
sienia-modelu.

W szostej grupie metod punkty od-
niesienia sa zlokalizowane wzdtuz chara-
kterystycznych linii terenu, np. linii kon-
turowych 1 szkieletowych.

Jeszcze inna, w stosunku do dwéch
poprzednich systematyke podzialu me-
tod aproksymacji zaproponowali: Sier-
bieniuk i inni (1990). Wybér funkcji
aproksymujacej powierzchnie terenu
uzaleznili od charakteru danych
zrodtowych, w ktérych zbiér pomierzo-
nych punktéw odniesienia moze by¢ re-
gularny, pétregularny (po izoliniach i
profilach) i nieregularny. Wyrézniaja oni
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cztery metody modelowania powierzch-
ni terenu:

W pierwsze] powierzchnia terenu
jest aproksymowana wielomianem sto-
pnia piatego. Do drugiej grupy zostaty
zaliczone metody interpolacji, gdzie wy-
korzystane réwnanie powierzchni ma
postac:

gdzie:

U 1 V reprezentuja wektory dwéch
wspotrzednych (U i V) za$ S jest odpo-
wiednio dobrang macierza. Macierz H
zdefiniowana jest przez cztery punkty
narozne elementu siatki i pochodne UiV
w tych punktach.

fay) = a [@=x)+ 0=y [x-In[ -+ G-yp |+ ax+bx+c  (©)

i=1

Wspbiczynniki A;, a, b, c otrzymy-
wane sa z odpowiednich warunkéw. W
trzeciej grupie metod powierzchnia jest
wyrazona réwnaniem:

foy) =Y W, a0Z/Y Wi (xy) (7)

i=1 i=1

gdzie:
Wix,y) =Urf,

r{x,y) = v (x —-x,‘-)2 +(y - y,-)2

Dla funkcji (7) spetniony jest waru-
nek f (x;y;) = Z;, a pochodne czastkowe
df(dx i df)dy sa réwne zero w punktach
odniesienia. W czwartej grupie zostaly
wykorzystane wielomiany rozpiete nad
elementami siatki.

Szwajcarski system DEMPAC
(1986) bazuje na siatce kwadratéw, dla
ktérej punkt wyznaczany P w elemencie
siatki jest obliczany z wzoru:

> >
P =0 SHSV (8)

—

Metode aproksymacji powierzchni
przez zastosowanie wstgpnie wielomia-
nu niskiego stopnia, a nastgpnie rozwija-
nie tego modelu w model ztozony przy
uzyciu funkcji wyzszego stopnia propo-
nuje Piasek (1988, 1991).

Z powyizszego, ogblnego przegladu
metod mozna sadzié, ze lepsze rezultaty
daja metody zakladajace statystyczny
charakter informacji o wzajemnej zalez-
noSct wysokosSci punktéw potozonych
blisko siebie w terenie, to jest uwzgled-
niajacyh korelacje pomiedzy poszcze-
g6Inymi punktami.

Wedtug Sunkela (1980) i Kubika
(1988), pomierzone wysokosci terenu
mozna traktowac¢ jako zmienne losowe.
Wysoko$§¢ dowolnego punktu moze by¢
okreSlona jako funkcja trzech sktadni-
kow:

e powierzchni aproksymujacej w zna-
cznym przyblizeniu powierzchnig
typograficzng terenu zwanej trendem
(na og6t przyjmuje si¢ powierzchnig
okreslona odpowiednim wielomia-
nem),

e wysokosci punktu, ktéry w literatu-
rze nazywany jest czesto sygnatem,

Zagadnienie numerycznej aproksymacji powierzchni terenu

133

W opracowaniach warstwicowych metodami komputerowymi



+ bledu pomiaru wynikajacego z ble-
déw obserwatora i bledéw instru-
mentalnych oraz wystgpowania form
mikrorzezby terenu, tzw. chropowa-
tosci terenu.

Jezeli w terenie pomierzono g chara-
kterystycznych punktéw o wspétrzed-
nych przestrzennych x, y, z, przy czym
wysoko$¢ dowolnego punktu z; zostala
okreslona z bledem n;, to mozna napisag,
2e

Z=AX+s+n 9)

gdzie:

X — macierz wspéirzednych ptaskich
wykorzystanych przy okre§laniu wspé6t-
czynnikéw wielomianu aproksymujace-
go, odpowiedniego stopnia

X =[LX,Y.XY,X%Y?,... T

A — macierz zawierajaca wspétczyn-
niki wielomianu aproksymujacego, ktéra
jest tak dobrana, aby suma kwadratéw
odstepow od powierzchni topograficzne;j
dazyta do minimum,

s; — warto$¢ skorelowana wysokosci
w punkcie i (sygnat),

n; — blad pomiaru w punkcie i.

Do tej grupy metod, oprécz juz wy-
mienionych (np. Kraus 1971; Schut
1976), mozna zaliczy¢ program SCOP
(Stanger 1976; Molnar 1992). Program
ten reaguje na grube bledy danych, przy
czym stopiefl wrazliwosci jest zalezny od
wielkosci deklarowanego stopnia filtra-
cji danych (doktadnosci danych — bledu
pomiaru). Badania prowadzone w wa-
runkach krajowych (Borowiec, Pyka

1994) wskazaly na duza uniwersalnosé
tego programu, poniewaz uwzglednia on
w opracowaniach warstwicowych forrr}y

terenu o charakterze linii nieciagtosci.
Jednak specyficzna cecha programu
SCOP jest koneiczno$¢ zapewnienia jed-
nakowej gestosci danych (punktéw mo-
delu-odniesienia), niezaleznie od lokal-
nego uksztattowania terenu. Nalezy za-
uwazy¢, ze przy aproksymacji powierz-
chni terenu metodami uwzgledniajacymi
korelacje pomigdzy pomierzonymi pun-
ktami modelu, jako$¢ opracowania zale-
ze€ bedzie w duzym stopniu od doboru
odpowiedniej funkcji korelacji.

Podsumowanie

Na podstawie wybranych metod nu-
merycznej aproksymacji powierzchni te-
renu w opracowaniach warstwicowych
metodami komputerowymi wydaje sie
uzasadniony poglad, Ze lepsze rezultaty
daja metody zakladajace statystyczny
charakter informacji o wzajemnej zalez-
nosci wysokosci punktéw potozonych
blisko siebie w terenie, to jest uwzgled-
niajacych korelacje pomigdzy punktami
modelu.

Do tej grupy metod mozna zaliczy¢
renomowany program SCOP. Reaguje on
na duze btedy danych w zaleznosci od
zadeklarowanego stopnia filtracji da-
nych — dokladnosci danych (btedu po-
miaru). Uniwersalno§é tego programu
wynika réwniez stad, ze uwzglednia on
takze formy terenu o charakterze linii
nieciaglosci (np. skarpy).

W réznego rodzaju zagadnieniach
szczegbtowych sa i beda stosowane z
powodzeniem rézne metody aproksyma-
cji powierzchni terenu, miedzy innymi
przedstawione wyzej. Jednak mozna sa-
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dzié, ze metody aproksymacji uwzgled-
niajace korelacje pomigdzy punktami te-
renu zajma z czasem pozycj¢ dominuja-
ca. Nalezy réwniez zauwazy¢, ze jakos§¢
opracowania zaleze¢ bedzie w duzym
stopniu od doboru odpowiedniej funkc;ji
korelacji.
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Summary

Problem of the numerical approxima-
tion of the area surface in the computer
methods of working out contour lines. In
the paper are presented the methods of the
numerical approximation of the area surface
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in the computer methods of working out con-
tour lines. It follows from the investigations
that the methods which take into considera-
tion corelation between terrain points are mo-
re universal.
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