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Matematyczne aspekty wyznaczania parametréw hy-
draulicznie najkorzystniejszego koryta o przekroju
parabolicznym i trapezowym

Mathematical aspects of determination of the para-
meters of the best hydraulic channel shape for para-
bolic and trapezoidal sections

Wyznaczenie parametréw  po-
przecznego przekroju koryta, spelnia-
jacego warunek maksymalnego na-
tezenia przeplywu w ruchu ustalo-
nym przy danym ksztalcie i polu po-
wierzchni tego przekroju, jest zada-
niem czesto rozwigzywanym w prak-
tyce. Teoretyczne sformulowanie pro-
blemu sprowadza sie do poszukiwania
minimum funkcji okreslajacej dtugosc
obwodu zwilzonego przekroju. W ar-
tykule przedstawiono metodyke obli-
czania parametréow hydraulicznie naj-
korzystniejszego koryta o przekroju
parabolicznym 1 trapezowym.

Hydraulicznie najkorzyst-
niejszy przekréj parabo-
liczny

Rozwazmy przekréj poprzeczny ko-
ryta o danym polu powierzchni F

1 obwodzie zwilzonym w ksztalcie pa-
raboli. W ukladzie wspétrzednych po-
kazanych na rysunku 1 obwdd zwil-
zony danego przekroju opisuje funk-
cja

f(z) = 3(a — ) 0
=i_f2L(a'$ - 3:2),

gdzie:
a — szerokosé¢ przekroju koryta,
h — maksymalna gleboko$¢ koryta.

.
Vy

Rys. 1. Paraboliczny przekréj koryta
Fig. 1. Parabolic section of the channel
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Wyznaczenie parametréw hydrau-
licznie najkorzystniejszego koryta pa-
rabolicznego polega na wyznaczeniu
warto$ci dodatnich a i h tak, aby
1° pole ograniczone wykresem funkcji

f dla z € [0,a] i osig 0X wynosito

a
F tzn. [ f(z)dz = 2ah =F,

2° dlugoéé0 wykresu funkcji f dla
z € [0,a] byla mozliwie naj-
mniejsza, co sprowadza si¢ do
wyznaczenia najmniejszej war-
toéci funkcji okreslajacej dlu-
go$¢ krzywej (Janowski 1970)

L =L(f,a) =

. / VIt (F@)idz.

Jesli podstawié teraz A = %, to A >
0 i na mocy 1° oraz wzoru (1) otrzy-
mujemy

f(z) = E%‘(a — 1)
oraz
Aa?
F==%
Zatem
6F/A (2)

Wyznaczymy teraz warto$é¢ L(f,a)
dla danej funkcji f (wzér (1)) oraz a
okre$lonego wzorem (2) (patrz waru-

W ostatniej calce podstawiamy

_ A
u = £(a—2z), co przeprowadza prze-
dzial calkowania [0,a] na przedzial
[—A, A] dla zmiennej u. Poniewaz z =
= (—%) (%u—a), to dz = —-—du
Zatem dlugos¢ obwodu zw1lzonego
przekroju

A
I 2 % gy =
] 1+u 2Adu
A
A
=%/\/l+u2du

0
na mocy parzystoéci funkcji podcal-
kowej. Poniewaz

/\/1+u2du=

=%[u 1+ u?+ (3)
+1n(u+ 1+u2)]+C,

to

L(f,a) 2(2[11 1+ u?+

+ln(u+ 1+u2)]\: =

= [A 1+ A2+

+1n(A+\/1+A2)].

Stosujac wzér (2) otrzymujemy:

nek 2°). Obliczamy kolejno: L(f,a) =
A V6F
-2
f'(z) = =(a - 22), =T [A 1+ A2+ (4)
2
/\f _a_%zdx +ln(A+\/1+A)].
Poniewaz @ jest liczbg stala, to
46 W. Hyb



warunek 2° sprowadza sie do znalezie-
nia najmniejszej wartosci funkcji:

g(A) =
A:/2 [A 14 A%24 (5)

+In (A +/1 +A2)]

okreSlonej dla A > 0 i rézniczkowal-
nej. Obliczamy jej pochodna.

J(4)=~ 25 [A 1+ A2+

+ ln(A+ \/1+A2)] +
4L /it

4372

(wzér (3)). Zatem

14+ A2+ A2 -3 2(A%-1)
VI+AZ 1+ A

Stad wynika, ze h'(4) < 0 dla
A € (0,1) oraz h'(A) > 0 dla A > 1.
To pokazuje, ze dla A = 1 funkcja h
osigga warto$¢ minimalng, ktéra wy-
nosi A1) = V2 —3In(1 + vV2) =
—1,23. Poniewaz dla A > 1 funkcja
h jest rosnaca oraz h(5) =~ 18.56 >
0, to dla A > 0 funkcja A ma do-
kladnie jedno miejsce zerowe Ag, po-
nadto Ay > 1. Zatem h(A) < 0
dla A € (0,Ap) oraz h(A) > 0 dla
A > Ap. Stad wynika, ze ¢'(A) <0
dla A € (0,Ap) oraz ¢'(A) > 0 dla
A > Ay. Zatem w punkcie Ay funk-
cjJa ¢ ma minimum i poniewaz jest

9'(A) = A5 72 [ 3AV1+ A? to jedyne ekstremum funkcji g, to dla
A = Ay funkcja g przyjmuje wartosé
—3ln (A +VI1+ AQ) + najmniejsza. Na podstawie wzoru (6)
4 44 m] _ liczba Aj spelnia réwnanie:
Agy/1+ A2 =31n (AO +4/1 +Ag) .
2
2A5/2 [4Vi+4
—31n ( A+V1+ A2)] ) Wyznaczenie Ay metoda przybli-
zong daje wynik Ag =~ 1,946. Wéw-
Niech czas na podstawie wzoréw (2) i (4)
h(A) =AV/T T A2 otrzymujemy:
= + A +
a= \/6F/A0 ~ 1,75592V'F .
—3In (A+ V1 +A2) (6)
dla A>0. L(f,a) = 2A0 [AO\/1+A3+
Zatem h(0) = 0 oraz
VIT A%+ A? B 3 _ ~ 2,5612V'F,
VI+A? 1+ A2
a funkcja f ma postaé¢ (wzér (1))
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A
f(z) =70m(a —z) =
~ M(l, 75592V F — z).

vVF

Maksymalna glebokos$¢ parabolicz-
nego przekroju koryta

h=f (g-) - % ~ 0,85425VF .

Na podstawie przeprowadzonych
analiz dla koryta o przekroju parabo-
licznym, szerokoSci a i maksymalnej
glteboko$ci h, mozna podaé nastepu-
jace rOwnania i zalezno$ci:

1° réwnanie krawedzi koryta ma po-

, 4h
stat¢ f(z) = Em(a —z), z € [0, al;
2° podstawiajac A = % otrzymu-
jemy:
pole przekroju poprzecznego ko-
Aa® 2
ryta F = Ta = gah,
obwdéd zwilzony
OZ :L(fa a’) =
a
=— |AV1+ A2
34 [AVI+ A%

+1In (A+ V1 +A2)] ,

promien hydrauliczny

Ry = bli —
3 AVI+AZ2+ln(A+V1+AZ) 7

3° dla hydraulicznie najkorzystniej-
szego koryta o przekroju parabo-
licznym i danym polu przekroju F
(A = Ay = 1,946) otrzymuje sie
nastepujace parametry przekroju:
a =~ 1,75592VF; h = 0, 85425\ F;

O, = L =~ 2,5612VF; R, =~
0,39044v/F =~ 0,45706h.

Hydraulicznie najkorzyst-
niejszy przekrdj trapezowy

Rozwazmy teraz koryto, ktérego
przekrdj poprzeczny ma ksztalt tra-
pezu rownoramiennego o danym polu
powierzchni F'. Niech b oznacza sze-
roko$¢ dna koryta, h jego glebokosc
i m nachylenie skarp koryta (rys. 2).

(] b oy

b (6"

Rys. 2. Trapezowy przekrdj koryta
Fig. 2. Trapezoidal section of the channel

Na podstawie zaleznosci trygono-
metryczne] m = ctga . Ponadto y =
mh, z = \h?2+y2 = hvV1+m2,
pole powierzchni przekroju F = (b +
+y)h = (b + mh)h. Z ostatniej réw-
nosci obliczamy % = b+ mh, stad

F
Obwéd zwilzony wynosi L = 2z + b.
Podstawiamy wyznaczone b oraz z do
wzoru na L i otrzymujemy

i —mh+2hV1+m?2 =
z (9)
Rozwigzanie problemu polega na
wyznaczeniu najmniejszej wartoSci
funkcji L okre$lonej wzorem (9) i za-
leznej od zmiennych h oraz m. Ze
wzgledu na definicje m mamy m 2> 0.
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Ponadto A > 0 oraz b > 0. Zatem na

podstawie wzoru (8) jest h < \/;71-*;— dla
m > 0. Jeéli dla m = 0 przyjaé war-

tosé % = 00, to otrzymamy zbidr

okreslonos$ci funkcji L w postaci

{(m,h) eER?:

= (
:0<h<\/—,m>0}
m

Wyznaczymy minimum globalne
funkcji L w sposéb nietypowy. Dla,
ustalonego m > 0 niech a = 2
V14 m? — m. Latwo zauwazyé, ze
a > m. Wéwczas ze wzoru (9) wynika,
ze

10)

L= f(h) =% + ha,

(11)
h € (O, %)
skad f'(h) = —i5 + a. Zatem f'(h) =

=0& h = i\/%
na warunek dla h otrzymujemy hg =
= \/g Poniewaz a > m, to hy =
- /E < /L.
dziedziny funkcji f. Obliczamy druga
pochodna: f"(h) = -2,;? Stad wynika,
ze f"(hg) > 0 a zatem dla h = hg
jest minimum funkcji f. Poniewaz w
rozpatrywanym przedziale dla h funk-
cja f ma tylko jedno ekstremum mi-
nimum, to dla h = hg funkcja f przyj-
muje warto$¢ najmniejsza. Na pod-
stawie wzoru (11)

1 ze wzgledu

a zatem hg nalezy do

F + h2a
LO =f(h,0) — —hOO_ —

=_2\/% =2V Fa =
=2\/F(2\/ 1+m2—m).

Wartos¢ Ly jest najmniejszg warto-
Scig funkcji L okres§lonej wzorem (9)
przy ustalonym m > 0. Wyznaczymy
teraz najmniejsza warto$é funkcji Ly
okreSlonej wzorem (12) dla m > 0.
Jest to réwnoznaczne z wyznaczeniem
najmniejszej wartosci funkcji réznicz-
kowalne;j:

a(m) =2

dlam >0
Stad wynika, ze

(12)

1 +m2 —m,

(13)

2m
VitmZ
_2m—m
 Vi+m?
_ 4m? — (1 +m?) _
T VIImemAviemE
3m? —1

V1+m2(2m + V1 +m?2)’

a'(m) = 1=

Zatem o’'(m) =0 & m = :i:% =

= :};@ 1 poniewaz m > 0, to mgy =

= \/Tg jest jedynym punktem, w kto-
rym moze by¢ ekstremum funkcji a.
Poniewaz mianownik a’(m) jest stale
dodatni, to a’(m) > 0 (a’'(m) < 0) &
3m2 — 1> 0 (3m? — 1 < 0). Stad ta-

two sprawdzié, ze dla m € [0, ?) jest
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a'(m) < 0,adlam € (3,00) jest

a’(m) > 0. Zatem w punkcie my = ?
jest minimum funkcji a i poniewaz
jest to jedyne ekstremum funkcji a dla
m = 0, to w m = my funkcja a przyj-
muje warto$¢ najmniejszg. Wowczas

a=2 1+9 \/_ 4\/— \/_ \/_

o= /E= /B

Z przedstawionych wyzej rozwazan
wynika natychmiast, ze najmniejsza
warto$¢ L jest dla m = £ 1 h =

—1/ Zatemb———mh

+ah = 2vVFa = 2\/ F,

gérna podstawa trapezu b + 2mh

3f’

_ D - 5 —
=1 5B = 2b. Wéwczas ctga =

:mzé,awiqca=60°.

Taki sposéb rozwigzania zadania
ma dwie zalety. Pokazuje latwo, ze w
danym punkcie jest najmniejsza war-
to$¢ funkcji L. Ponadto daje mozli-
woS¢ wyznaczenia minimum funkcji
L przy ustalonej wartoSci parametru
m (tzn. przy ustalonym nachyleniu
skarp kanahu). Przy ustalonym m i
wartoSci L, obliczonej wzorem (12)
promien hydrauliczny

F 1
Rh: — F :l E——"—ho.

Lo QVFCL 2 a 2

Jesli ustali¢ A > 0 i poszukaé naj-
mniejszej wartosci L w zalezno$ci od
m, to zadanie sprowadza sie do wy-
znaczenia minimalnej wartosci funk-
cji a(m) okreslonej wzorem (13) (por.

wzér 9). Stad latwo otrzymamy war-
tos¢ m = ?, a wiec na podstawie
wzoru (10) mamy h < v F/3. Je-

sli zatem h nie spelnia ostatniej nie-
réwnosci, to L jest malejacg funkcjy
zmiennej m 1 osiggnie warto$¢ naj-
mniejsza dla takiej wartosci m, dla
ktorej b = 0

Summary

Mathematical aspects of determi-
nation of the parameters of the best
hydraulic channel shape for parabo-
lic and trapezoidal sections. Let us fix
the hydraulic slope, roughness coefficient
and cross-sectional area of the channel.
Then, by Chezy’s formula, the discharge
is a decreasing function of the wetted pe-
rimeter. In the present paper we deter-
mine the parameters of the parabolic and
trapezoidal sections of these channel for
which the wetted perimeter is minimal.
We show that the considered functions
attain lower bound at the determined po-
ints and we give formulas for practical
calculations.
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