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W poszukiwaniu modelu matematycznego

Zastosowanie matematyki do bada-
nia zjawisk rzeczywistych polega przede
wszystkim na tym, ze dla danego zagad-
nienia poszukuje si¢ modelu matematy-
cznego, ktéry mozna przyjac jako opisu-
jacy dane zjawisko z dostateczna precy-
zja. Po wyborze modelu formutuje si¢dla
niego wlasciwosci formalne, ktére maja
dac iloSciowy 1 jakoSciowy obraz rzeczy-
wistego zjawiska.

Teoria matematyczna i rozwazania
matematyczne powinny spetnia¢ waru-
nek istnienia i jednoznaczno$ci rozwia-
zan. Dowdd istnienia rozwigzania moze
wskazywacé droge do rozwigzan numery-
cznych. Praktyka zada od matematyki
takich rozwigzan, ktére sa mozliwie la-
twe do obliczeri numerycznych i z kt6-
rych mozna wnioskowaé o zaleznoSci
otrzymanego rozwiazania od parame-
tréw wystgpujacych w rozwazanym mo-
delu.

Nie prébujac reformowac catosci za-
gadnieri matematycznych, stosowanych
przy rozwiazaniu probleméw praktycz-
nych, ograniczymy si¢ do kilku gatezi
mechaniki oSrodkéw ciaglych, hydro-
dynamiki i aerodynamiki.

W mechanice o§rodk6éw ciaglych jest
brak ogdlnej teorii obejmujacej wszy-

stkie badZ przynajmniej gtéwne zagad-
nienia hydro- i aerodynamiczne. Przy-
czyna tkwi niewatpliwie w bardzo skom-
plikowanych fizycznych wlasnosciach
plynéw (tj. cieczy i gazéw). Dlatego réz-
ne grupy zagadniei wymagaja — celem
otrzymania zgodnych z dos§wiadczeniem
wynikéw — wielu zupelnie odmiennych
wyjéciowych zalozeni upraszczajacych.
Tym tlumaczy si¢ fakt, ze mechanika
oSrodkéw ciaglych rozpada si¢ w gruncie
rzeczy na wiele duzych samodzielnych
dzialéw, rozwijajacych si¢ w znacznym
stopniu niezaleznie od siebie, pomimo ze
tematy wyst¢pujace w poszczegblnych
dziatach czg¢S§ciowo pokrywaja sig.
Gtéwnymi takimi dzialami sa: hydro-
dynamika cieczy rzeczywistej, hydro-
dynamika ptynéw niescis§liwych i nielep-
kich, hydrodynamika cieczy lepkich, dy-
namika gazéw itd. Te same dzialy moga
wystepowaé w aerodynamice i1 hydro-
dynamice, np. odplywy wywotane poru-
szajacymi si¢ w plynie ciatami.

Kazdy z tych dziatéw wymaga inne-
go aparatu analitycznego, inny aparat
matematyczny stosuje si¢ przy badaniu
przeptywoéw plaskich, inny przy przepty-
wach przestrzennych, bez poréwnania
wicksze trudno$ci wystepuja przy anali-
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zie przepltywdéw nie ustalonych niz usta-
lonych. Odmienne problemy stanowia
ruchy falowe pltynéw, zupetnie swoisty
charakter wykazuja zjawiska turbulencii.

Zreszta uzasadnienia tak znacznego
podziatu mechaniki o$rodkéw ciaglych
szuka€ nalezy nie tylko w zasadniczych
réznicach tkwiacych w samych zatoze-
niach wyj$ciowych. W mysl tych zatozen
w poszczegblnych dzialach buduje sie¢
odpowiednie schematy teoretyczne ba-
danych zjawisk, opierajac je czesto na
zupelnie odmiennych modelach oSrodka
cigglego. Klasyfikacja ta uzasadniona
jest réwniez odmienno$cia metod mate-
matycznych stosowanych przy rozwia-
zywaniu tak wystylizowanych zagad-
nien. I wiasnie ta ostatnia okoliczno$¢ ma
dla nas, matematykéw, najwieksze zna-
czenie.

Podstawe teoretyczna kazdego z wy-
mienionych dzialéw stanowi odpowia-
dajace mu réwnanie rézniczkowe rzedu
drugiego o pochodnych czastkowych lub
uktad takich réwnar rézniczkowych.

Hydrodynamiczne réwnania rézni-
czkowe ruchu zawieraja cztery elementy
charakterystyczne zaréwno z punktu wi-
dzenia fizycznego, jak i matematyczne-
go. Z jednej bowiem strony elementy te
reprezentuja cztery rodzaje sil: sity bez-
wladnosci, sity zewnetrzne (np. grawita-
cyjna), ciSnienie oraz sily tarcia wewne-
trznego, wywolane lepkoscia ptynu. Z
drugiej zas strony, w zaleznosci od wyra-
z6w wystepujacych w réwnaniu réznicz-
kowym, zmienia si¢ sam typ réwnania
1 co za tym idzie — trudno$ci matematy-
czne, z ktérymi spotykamy si¢ przy po-
szukiwaniu rozwiazas.

Jezeli nie pominiemy zadnej z wy-
mienionych sil, otrzymujemy znane nie-
liniowe réwnania Naviera-Stokesa. Sta-
nowia one matematyczny opis laminar-
nych przeptywéw ptynu lepkiego. Réw-
nania te w ogdlnej postaci nietatwo pod-
daja si¢ matematycznej analizie. Byty
one i1 s3 nadal przedmiotem dociekari
matematycznych. Tylko w nielicznych
najprostszych przypadkach udato sie wy-
znaczy¢ rozwiazanie w postaci efektyw-
nej (np. dla przeptywoéw prostoliniowych
oraz niektérych przeptywo6w plaskich).

Charakterystyczne dla omawianych
zagadnien — zwlaszcza gdy sa one natury
aerodynamicznej, a wigc gdy idzie o wy-
znaczenie wilasnoSci optywéw dookota
danych bryt — jest to, ze trudnosci anali-
tyczne tkwia nie tyle w ztozono$ci wyj-
Sciowych réwnan rézniczkowych Navie-
ra-Stokesa, ile raczej w koniecznoSci
spelnienia swoistych warunkéw brzego-
wych spowodowanych przyleganiem
plynu lepkiego do §cianek optywane;j
przeszkody. W ujeciu formalnym wyste-
puje to najwyrazniej, gdy od réwnar réz-
niczkowych z danymi warunkami brze-
gowymi przechodzimy do réwnowaz-
nych im réwnan catkowych. Znacznie
fatwiej jest podaé przykiady funkcji czy-
nigcych zado§¢ réwnaniu Naviera-Sto-
kesa, niz znalezZ¢ rozwiazanie tego réw-
nania spetniajace zadane warunki brze-
gowe (chyba ze te ostatnie beda wyjatko-
wo proste). TrudnoSci analityczne po-
wigkszaja si¢ jeszcze dla przeptywéw nie
ustalonych.

TrudnoSci, jakie napotykamy przy
poszukiwaniu §cistych rozwiazan row-
nafi Naviera-Stokesa, powoduja, ze dla
wielu niezmiernie waznych opltywéw
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tych Scistych rozwiazan nie udalo si¢
znaleZ¢. Dla przyktadu mozna podad tak
elementarne zadanie jak ruch kuli w pty-
nie lepkim.

TrudnoSci natury teoretycznej skia-
niaja do wprowadzenia nieraz daleko
idacych uproszczeri badZ samych réw-
nan, badZ warunkéw brzegowych. Dwa
najbardziej typowe uproszczenia polega-
janazaniedbaniu w réwnaniach wyjscio-
wych wyrazéw opisujacych albo sity
bezwiadnosci, albo sity lepkosci (w od-
niesieniu do ostatniej sity — zaleznie od
tzw. liczby Reynoldsa). Przy catkowitym
zaniedbaniu sit lepkosci réwnania hydro-
dynamiczne Naviera-Stokesa przeksztat-
caja si¢ w réwnania ptynu idealnego —
rOwnania Eulera.

Aby jednak w ten sposéb dojs¢é do
radykalnego uproszczenia calego zada-
nia matematycznego trzeba niezaleznie
od uproszczen réwnai rézniczkowych
zmieni€ tez warunki brzegowe na takie,
jakie odpowiadaja zatoZeniom ptynu ide-
alnego, ktéry zamiast przylegaé, §lizga
si¢ po $ciankach optywanej przeszkody.
Gdy przyjmiemy tego rodzaju zatozenia,
wyznaczenie odpowiednich opltywéw
ustalonych przybiera badZ od razu postac
typowego zagadnienia Dirichleta czy
Neumanna badz tez moze by¢ do tej po-
staci sprowadzone. Tak wtasnie postgpu-
je signp. przy wyznaczaniu, w my§l teorii
Helmbholtza, powierzchni nieciagto$ci
predkosci, ograniczajacych tzw. ,,obszar
martwy”’, tworzacy si¢ za oplywana prze-
szkoda. Podobnie powstaje teoria ruchu
Slizgowego po powierzchni cieczy.

. Takie posrednie czy bezpoSrednie
sprowadzanie zasad hydro- 1 aerodyna-
micznych do zagadnienia Dirichleta lub

Neumanna, czy uogdlniajacego je zagad-
nienia Riemanna-Hilberta, stwarza moz-
nos¢ stosowania bardzo rozwinietych
i skutecznych §rodkéw analizy matema-
tycznej: teorii potencjatu, réwnan catko-
wych, teorii funkcji ortogonalnych oraz
rozmaitych szczegélowo opracowanych
funkcji specjalnych. Jesli za$§ idzie o
przeplywy plaskie, to mozna poszukiwaé
rozwigzan réwniez metodami teorii fun-
kcji holomorficznych zmiennej zespolo-
nej oraz teorii odwzorowarn konfore-
mnych. W gre przy tym wchodzi¢ moga
zar6wno obszary jednospdéjne, jak i wie-
lospéjne (np. odptywy dookota wielopta-
tow).

Dla zastosowar technicznych nie-
zmiernie cenng wlasnoscia wyzej wspo-
mnianych klasycznych juz metod analizy
matematycznej jest to, ze pozwalaja one
niejednokrotnie wyrazaé¢ szukane roz-
wigzania w postaci zamknigtej, przejrzy-
stej 1 stosunkowo prostej. Okoliczno$é
taka ogromnie utatwia dyskusje przydat-
no$ci praktycznej tych rozwigzan. Nad-
miefimy, ze rowniez niektére przeptywy
pierwszej kategorii, tj. przeplywy powol-
ne daja si¢ sprowadzi¢ do analogiczne;j
postaci formalnej. Sa to wazne dla bu-
downictwa wodnego laminarne przepty-
wy wystepujace podczas filtracji cieczy
lub gazéw przez jednorodne warstwy
gruntu. Jezeli natomiast filtracja ma prze-
bieg nie ustalony, dochodzi si¢ do réwna-
nia rézniczkowego czastkowego rzedu
drugiego typu hiperbolicznego — takiego
samego jak w teorn1 przewodnictwa cie-
plnego. :

Wracajac do przeplywéw o duzych
liczbach Reynoldsa nalezy pamigtaé, ze
nie zawsze wolno stosowac¢ dla calego
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przeptywu prosty schemat ptynu niesci-
Sliwego. Chodzi o to, ze w bezpoSrednim
sasiedztwie ,,optywanych” $cianek na-
wet staba lepko$¢ ptynu daje znac o sobie
w postaci tzw. ,,warstwy przySciennej”.
W przekroju poprzecznym takiej bardzo
cienkiej warstewki przySciennej pred-
ko$§¢ zmienia si¢ od zera w poblizu $cian-
ki do wartoSci — na granicy warstwy —
odpowiadajacej przeptywowi plynu ide-
alnego. Poniewaz zmiany te zachodza na
bardzo krétkim odcinku, powstaja w
warstwie przysciennej — nawet przy ma-
fej lepkosci — sily tarcia rzedu co sily
bezwladnosci. Stad wniosek, ze w oply-
wach odbywajacych si¢ przy duzych li-
czbach Reynoldsa nie mozna zaniedby-
wac sit lepko$ci dzialajacych w bezpo-
Srednim sasiedztwie Scianek. Istnieje
rozbudowana teoria matematyczna lami-
narnej warstwy przysciennej. Podstawe
stanowi tutaj réwnanie rézniczkowe typu
parabolicznego 1 réwnania Prandtla-Mi-
sesa.

Zauwazmy jednak, ze obok laminar-
nej warstwy przySciennej tworzy si¢ w
pewnych warunkach warstwa turbulen-
tna, w ktérej rzadza zupelnie inne prawa.
Ujecie matematyczne warstwy przy-
Sciennej turbulentnej napotyka wciaz
trudnosci wynikajace ze ztozonosci opi-
su ruchéw turbulentnych. Wydaje si¢, ze
najlepsza metodg, jak do tej pory, stano-
wia metody statystyki matematyczne;j.
Mimo wysitkéw najwybitniejszych ma-
tematykéw nie udato si¢ dotychczas zre-
zygnowac ze ,,wzoréw empirycznych” o
ograniczonym zakresie stosowalnosci.

W teoriach matematycznych czgsciej
opisuje si¢ z matematyczna precyzja
przeplywy ustalone, gdyz do tego wy-

starcza ,,prostszy’ aparat matematyczny
niz do opiséw przeptywdéw nie ustalo-
nych. Tymczasem w przyrodzie nie ma
przeplywéw ustalonych. Przepltywy
ustalone powinny by¢ traktowane jedy-
nie jako pewnego rodzaju uproszczony
schemat procesdéw rzeczywistych jako
posta¢ graniczna przebiegu tych proce-
s6w. Jednakze, aby przekonac¢ sie, czy te
przeptywy ustalone czynia zado$¢ takim
warunkom, trzeba wyj$¢ od przeptywéw
nie ustalonych 1 nastgpnie wykazaé, ze te
przeptywy asymptotycznie zbiegaja si¢
do rozwazanych przeptywdw ustalo-
nych.

Przyklad tego rodzaju postgpowania
podal Riemann jeszcze w 1860 r. w swej
klasycznej rozprawie. Uber die Fort-
pflanzung ebener Luftwellen von endli-
cher Schwingungsweite. Rozwiazanie to
dotyczy jednak niezmiernie prostego
przeptywu nie ustalonego, a mianowicie
ruchu prostoliniowego. Doskonatym
osiagnigciem byloby dostosowanie me-
tod Riemanna do przeptywéw ogdlniej-
szych, gdy w réwnaniach rézniczkowych
ruchu wystepuja wigcej niz dwie zmien-
ne niezalezne.

Powyzsze refleksje sa dalekie od wy-
czerpnia tematu. Dyskusja nad metodami
matematycznymi opisujacymi zjawiska
ruchu ptynu moze prowadzi¢ do nastepu-
jacych wnioskéw:

1. Klasyczne metody analizy, jak np.:
metoda potencjatu, metoda charaktery-
styk réwnan typu hiperbolicznego, teoria
funkcji analitycznych, teoria odwzoro-
wan konforemnych — stanowig wciaz
niezbedne, a czesto najskuteczniejsze na-
rzedzia do poszukiwan efektywnych roz-
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wigzan aktualnych zagadnieni inzynier-
skich.

2. Do metod analitycznych nalezy
dolaczy¢ réwnania catkowe, teorie fun-
kcji ortogonalnych. Na szczegélng uwa-
ge zastuguja réwnania catkowe o jadrze
osobliwym, np. badane przez Musche-
liszwiliego i innych.

3. Rachunek operatorowy i rachunek
macierzy zajmuja osobne miejsce w me-
chanice oS§rodkéw ciaglych.

4. Przyklady zastosowania analizy
funkcjonalnej do zagadnieri badania
zbieznosci proceséw iteracyjnych upo-
wazniaja do przypuszczenia, ze analiza
funkcjonalna jest narzedziem, ktére ufa-
twia rozwigzywanie wielu probleméw
mechaniki ptynéw.

5. Podstawe teoretyczna zagadnien
zwiazanych z przeplywami ptynu stano-
wia réwnania rézniczkowe zwyczajne
i rownania r6zniczkowe czastkowe rzedu
drugiego. Dlatego w zastosowaniu oka-
Zuja si¢ cenne nie tylko efektywne meto-
dy ich rozwiazywania, ale i jakoSciowa
analiza tych réwnai oraz zagadnien brze-
gowych.

6. Nieodzowne narzedzie stanowia
metody numeryczne.

7. W wielu przypadkach niezastapio-
ne sa metody statystyki matematyczne;.
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Summary

Looking for mathematical model. The
difficulties in finding a mathematical model
accurately discribing actual phenomena have
been presented. The authors analyse the divi-
sion of the machanics of continuous media
according to the diversity of applied mathe-
matical methods. Particular sections of mat-
hematics related to the problems of the ma-
chanics of fluids are mentioned in the conc-
lusions.
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