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Wyprowadzanie og6lnych dynamicznych réwnan
bonitacyjnych za pomocg uniwersalnej metody
réznic algebraicznych

Derivation of Generic Dynamic Site Equations Using Generalized
Algebraic Difference Approach

ABSTRACT

This article describes use of the Generalized Algebraic Difference Approach for derivation of generic
dynamic site equations. The generic equations are useful in situations of unspecific expectations with
regards to the final model form where one wants to test simultancously in a single fitting many various
models and assumptions about the modeled processes. Equations derived in this work are extremely
flexible with various patterns of polymorphisms and asymptotes. Even thought in principle the generic
equations have more parameters, those derived with methodology proposed here are very parsimonious.
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Wprowadzenie

We wspétczesnym podejsciu do modelowania bonitacji stosowane sg niemal wylgcznie funkcje
tréjwymiarowe. Budowane modele opisujg zazwyczaj zalezno$¢ pomigdzy wiekiem (zmienng
niezalezng), warunkami poczgtkowymi w postaci co najmniej jednej dodatkowej zmiennej
reprezentujgcej intensywno$¢ modelowanych proceséw [np. Garcfa 1983] i zmienng zalezna.
Zmienng zalezng w tych modelach jest najczesciej wysokosé, ale moze by¢ to réwniez jakakol-
wiek inna cecha mierzalna, jak grubos¢, piersnicowe pole przekroju, migzszosé, liczba drzew,
itp. Zmienna reprezentujgca intensywno$¢ proceséw jest wyrazana jako wielko§¢ uwiklana
w formie obserwacji zmiennej zaleznej.

W 1974 roku Bailey i Clutter wprowadzili koncepcje¢ niezaleznosci przewidywari od
wyboru wieku bazowego (base-age invariance), w ktérej réwnanie dynamiczne moze dawaé
wyniki bezposrednio z jakiejkolwiek pary danych wiek-wysokos¢ bez utraty dokladnosci
przewidywari. W réwnaniach wzrostu wysokosci niezmienne pozostajg wielkosci modelowane
i jako wynik, ksztalty krzywych wzrostu wysokosci. Réwnania dynamiczne mogg by¢ trak-
towane jako zalezno$¢ czterech zmiennych cigglych, choé opisujg one relacje tréjwymiarowe,
podobnie jak inne réwnania ze statym wiekiem bazowym. W réwnaniach tych jeden z wymia-
ré6w jest reprezentowany przez warunck poczatkowy, ktéry wykorzystuje dwie zmienne
uwiklane. Rozwinigcie metody réwnan algebraicznych — uniwersalna metoda roznic algebraicz-
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nych [np., Cieszewski 1994, Cieszewski i Bailey 2000, Cieszewski i Zasada 2002] pozwala nie
tylko na wyprowadzanie réwnaii dymamicznych niezmiennych dla réznych wartosci wicku
bazowego, lecz réwniez charakteryzujacych si¢ jednoczesnie polimorfizmem i zmiennymi
asymptotami.

Uniwersalna metoda réznic algebraicznych postuguje si¢ teoretyczng zmienng — wspdl-
czynnikiem intensywnosci procesu Z. Jest ona wyrazem tych proceséw, ktére sg zwigzane
z siedliskiem i indywidualng charakterystykg wzrostu i przezywalnosci drzew. Stuzy ona do opisa-
nia dowolnych zmiennych rzadzacych zmianami ksztaltu krzywych wzrostowych na réznych
siedliskach. Zmienna X moze by¢ zaréwno zmienna, jak i funkcjg dowolnej liczby zmiennych.
Poniewaz pomiar wspéiczynnika intensywnosci procesu jest niemozliwy, jest on zastepowany
mozliwymi do uzyskania na drodze pomiaru warunkami poczgtkowymi. Dopiero wéwczas takie
réwnanie moze by¢ wykorzystane w praktyce.

Praktyczne zastosowaniec UMRA moze by¢ wprowadzone na réznych poziomach zaawan-
sowania i trudnosci w wyprowadzaniu réwnari. Réwnania proste oparte sg na prostym prze-
kstalceniu réwnania podstawowego. Réwnania zaawansowane wymagajg znajdowania pier-
wiastk6w réwnania w celu okreslenia parametréw [Cieszewski i Bailey 2000, Cieszewski
i Zasada 2002]. W niniejszej pracy opisane zostaly bardziej zaawansowane kategorie réwnari
dynamicznych. S to réwnania ogélne, ktére majg zastosowanie w przypadku braku dosta-
tecznej informacji na temat modelowanych proceséw. W pracy zawarto réwniez przyklady
polgczenia réwnaii ogélnych z innymi metodami statystycznymi, jak na przyklad regresjg
krokows.

Ro6wnania ogélne

Réwnania ogdlne majg szczegélne zastosowanie w przypadku braku dostatecznej infomacji na
temat modelowanych proceséw, gdzie oczekuje si¢, ze model musi by¢ dostosowany do blizej
nieokreslonych warunkéw, a réwnania ogélne sg formutowane przy braku jawnych oczekiwari
dotyczacych ostatecznej formy modelu. Mogg by¢ one traktowane jako typowy przyktad mode-
lowania wykorzystujgcego réwnania dynamiczne. Aby szybciej i efektywniej wybraé¢ réwnanie,
modelujgcy moze chcie¢ objgé szeroki zakres mozliwych réwnari podczas pojedynczej analizy.
Doskonaty przyktad takiej praktyki mozna znalez¢ w pracy Schnute’a (1981).

Réwnania ogélne sg traktowane jako osobna kategoria z powodu potencjalnie duzej liczby
parametréw i skomplikowanej formy pochodzgcej z wyprowadzania prostego lub zlozonego.
Réwnania ogélne powinny by¢ budowane z duzg uwaga, poniewaz bardzo tatwo ulegajg one
przeparametryzowaniu, niestabilnosci i trudnosciom zwigzanym z estymacjg parametr6w mo-
delu. Przyktad oparty na bazowym réwnaniu Schumachera [Bailey i Clutter 1974, Cieszewski
i Bailey 2001, Cieszewski i Zasada 2002] moze charakteryzowaé si¢ brakiem specyficznych
oczekiwan tak w stosunku do asymptot, jak i w stosunku do parametru ksztattu, ktére sg jedyny-
mi lub gléwnymi wyrazeniami opisujacymi intensywnos$¢ wzrostu. Przyklad ten moze by¢
odpowiedni do wyprowadzenia réwnania, ktére moze, ale nie musi, mie¢ asymptoty
uzaleznione od czynnika siedliskowego i moze, ale nie musi, mie¢ ksztatty krzywych zmienne
na réznych siedliskach. Ponadto efekty te mogg wystgpowaé w réznych proporcjach.
Rozpatrzmy nastepujace proste réwnanie podstawowe:

2 (e, 2)=(x-B./0)+ e, ~ /1) [1]

Réwnanie to mozna przeksztalcié [1]:
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InY(t,x)=(a+a' x)-(B+B'x)/t 2]

gdzie o’ i B’ to parametry wazgce. W przypadku tej ogélnej formy tréjwymiarowego réwnania
jawnego mozna tatwo sprawdzié, ze stosunki przeksztatlconych podstawowych réwnan
sktadowych wzoru [1] (Cieszewski i Bailey 2000, Cieszewski i Zasada 2002), to znaczy:

. InY(t.x)=x- B/t 3]
i
InY(tx)=a, —x/t [4]
lub réwnania Schumachera (1939)
In¥(t)=c— B/ 5]
i réwnania
In¥(e,x)=x-Bx/t [6]

sg najlepszymi potaczeniami dla kazdych danych. Przedstawione réwnanie umozliwia réwniez
sprawdzenie czy réwnanie [6] powinno rzeczywiscie by¢ wprost proporcjonalne, czy tez tylko
czgsciowo proporcjonalne do X. W celu zilustrowania tych trzech mozliwych hipotez, réwnanie
[1] moze by¢ zapisane jako wazona suma réwnan [3] i [4]. Prowadzi to do przeksztalconej wersji
réwnania [2]:

InY (e, x)=e'(x - B, /t)+B'lec, - x /1) [7]
gdzic o = o/’ B, = Bo.

To samo mozna zapisa¢ jako wazong sum¢ réwnania [5] i [6], ktdra jest réwniez ekwiwalentem
réwnania [2]:

In¥(t,x)=o' y (o~ B/1)+ B'(e~B/1) (8]

i moze by¢ zapisana jako liniowe uogélnienie réwnania [6]:
In¥(t, x)= o'z + B'Ye—B/1) [9]

gdzie: o’ i B’ sg wagami formy anamorficznej i polimorficznej,
(xp=oc/[3’, B,=Bla oraz o’ =0 #0.

Rozwigzaniem X w réwnaniu [2] jest:

InY-o-f/t InY,-a-B/t, [10]
o= B/t T a- B'/t,

a po zastosowaniu UMRA, to jest uzyciu rozwigzania [10] do zastgpienia wartosci X w réwnaniu
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[2], wynikowe ogblne réwnanie dynamiczne proste oparte na réwnaniu Schumachera [5] ma
nastepujacg postac:

; : o'-p't ,
lnl(f.!o.}n]=a—ﬁ+7ﬁf In}f,—cc+E [11]
1 1/
o= .I5 Iy ly
Powstate réwnanie ma jednak wyraznie za duzo parametréw — do tego stopnia, ze staje si¢ ono
niedefiniowalne. Sytuacjg t¢ mozna poprawi¢ przez potgczenie parametréw o’ i p” w jeden para-
metr. W zaleznosci od tego, ktéry z dwéch parametréw w réwnaniu [2] jest réwny zero,
odpowiednie réwnanie dynamiczne moze przybra¢ jedng z dwéch form:

InY(.1,.7,)=a —E+[In Y, —a +E] '/t [12a]
t ty =7/t
dla o’ #0 lub
. . , 8-1/t
InY(t,t,.Y,)=0 —?+[In 1% _[H%}é? —1,.-:'rr. [12b]
dlap 0

gdzie: y=p’/a’ i d=a’/B’ i co najmniej jeden z dwdch parametréw jest rézny od zera. Jezeli
zaréwno o’=0 i [’=0, nie istnieje réwnanie siedliskowe zdefiniowane przez réwnanie [2], ale
raczej tylko proste dwuwymiarowe réwnanie z pojedynczg krzywg, ktéra nie ma nic wspélnego
z koncepcjg bonitacji czy niezmiennosci dla réznych wickéw bazowych. Mozna w tym przy-
padku powiedzied, ze albo dane reprezentujg tylko jedno siedlisko lub seri¢ réznych siedlisk
zawierajacg duzo przecigé, lub znieksztalceri sprawiajacych, ze jednoznaczne wyréznienie od-
dzielnych klas jest niemozliwe.

Testowanie hipotez dotyczgcych réwnari [12a] i [12b] moze by¢ prowadzone przez proste
testy istotnosci dla réznych parametréw modelu. Niektére wnioski ptyngce z tych testéw mogg
by¢ nastgpujace:

¢}’ = 0: Réwnanie jest anamorficzne i ma zmienne asymptoty,

® o’ = 0: Réwnanie jest polimorficzne i ma jedng asymptote,

¢ §’#0ia’ #0: Réwnanie jest polimorficzne i ma zmienne asymptoty,

o | o’ | << | B’ I: Réwnanie charakteryzuje si¢ stosunkowo silnym polimorfizmem,

¢| o' | >> 1P I: Réwnanie charakteryzuje stosunkowo silne powigzanie ze zmiennymi

asymptotami.
Przyktadowe ogélne réwnanie ztozone (zaawansowane) moze by¢ wyprowadzone na podstawie
nastepujgcego réwnania:

In }"(.f.x)=c»:;(—‘6;J [13]

Uogdlnienie powyzszego réwnania ztozonego ma nast¢pujacg postac:
In Y[r,x):agg—‘gil [14]

Rozwigzanie wymaga znalezienia pierwiastkéw réwnania kwadratowego. Jezeli réwnanie ma
dwa pierwiastki, konieczne jest ostrozne rozwazenie, ktéry z nich jest odpowiedni do wbudo-
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wania w ostateczne réwnanie. Wybdér ten moze zaleze¢ od parametréw modelu, ktére z kolei
zalezg od analizowanych danych i zakresu stosowanego wicku. W tym przyktadzie lepszy bedzie
najczgsciej pierwiastek rzeczywisty i dodatni, i dlatego lepiej bedzie uzy¢ nastepujacej formy:

¥ = 05(%R - a)or [15]

gdzie:

1':180/"11""“};»"'\/('11“ ‘0~'+n3/"n)1+4}'/"0 [16]

Podstawiajac pierwiastek réwnania kwadratowego w miejsce X do réwnania [14], uzyskujemy
nast¢pujace ogélne réwnanie dynamiczne:

_Fta 2yt B

InY(.1,.Y,
n¥(h, ko)== R,-a 1

[17]
gdzie: y = o’ B, ktdre jest uogdlnieniem zaawansowanego réwnania dynamicznego przedstawio-
nego przez Cieszewskiego i Baileya [2000] i Cieszewskiego i Zasadg [2002].

Ro6wnania dynamiczne a réwnania regresji krokowej

Opisywana w tym artykule metodyka kladzie nacisk na rolg¢ modelujgcego w procesie
formulowania hipotez, na podstawie ktérych budowane sg réwnania, przed ich kodcowym
przeksztalceniem w réwnania dynamiczne. Formy réwnaid w tym podejsciu sg determinowane
raczej przede wszystkim przez osob¢ modelujgca, niz przez blizej nieokreslone analizy statys-
tyczne. Jednakze réwnania wyprowadzane przedstawiong metodg mogg dostarczyé tak duzej
elastycznosci przewidywari, Ze to wlasnie statystyczne dopasowanie moze byc konieczne, zeby
okresli¢ ostateczng forme réwnania dynamicznego.

W praktyce dosy¢ czgsto statystyka, a nie osoba budujgca model ustala form¢ ostatecznego
réwnania. W sytuacjach takich uzywa si¢ na przyklad regresji krokowej (stepwise regression),
permutacyjnej i innych rodzajéw analizy regresyjnej (liniowych lub nieliniowych). W metodach
tych kryteria wyboru modelu zalezg od wynikéw analizy blgdéw lub innych statystyk. Moze si¢
wydawaé, ze UMRA nic ma zastosowania w takich sytuacjach. Jednakze tak nie jest.
Prezentowana metodyka jest przydatna do ulepszenia istniejgcych réwnan regresji nawet wow-
czas, gdy sg one formulowane przez regresj¢ krokowsg czy inne metody. Rozwazmy na przyklad
nast¢pujgce réwnanie z czterema parametrami oparte na regresji krokowej:

}'{I.S)=aw/;+ﬁfz1n12£—}’%+35wf; [18]
n

z rozwigzaniem S dla warunkéw poczgtkowych ¢, Y

N oty Inty 41,  InF =1,V — ¥, Int
S(t,y)=-Zo % 0Bty 0 v 0 [19]
dlnt,t,

prowadzacym do réwnania dynamicznego o dwdch parametrach:

2 3 52 3 f:‘\/; ."‘"f: ) !
Y(t,00,Yy)= Bl n* =1, 1, P Nt J+ Y] 2——— X, [—
(6,25, %;) ;8( n o fpin \/_) 7’[ Int, lm] Vi, [20]
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UMRA zostata uzyta do przeksztalcenia przedstawionego modelu w réwnanie dyna-
miczne, ktore:

1. Generuje identyczne krzywe, jak te, ktdre sg generowane przez réwnanie [18],

2. Daje wysoko$¢ w wicku bazowym réwng indeksowi bonitacyjnemu (bonitacji),

3. Moze stuzy¢ do okreslania bonitacji i wysokosci za pomocg tego samego réwnania,

4. Umozliwia bezposrednie wykorzystanie wysokosci i wieku zamiast bonitacji z ustalonym
wiekiem bazowym, oraz moze by¢ tatwo dopasowane i uzywane z wykorzystaniem dowol-
nego wieku bazowego.

Wszystkie te ulepszone wilasciwosci sg uzyskane przy zmniejszonej o potowe liczbie para-

metréw i nie stojg w sprzecznosci z teorig regresji czy praktyka.

Podsumowanie i wnioski

Niniejsza praca poswigcona jest oméwieniu metodyki budowy ogélnych réwnar siedliskowych
opartych na nicobserwowalnych zmiennych siedliskowych. Opisana metodyka jest bardziej
elastyczna, niz inne dotychczas stosowane metody uzywane do tego celu. Wyprowadzone réw-
nania mogg by¢ dopasowane do danych z uzyciem dowolnej techniki uzywanej do budowy réw-
naii dynamicznych lub o stalym wicku bazowym. Ponadto réwnania te mogg by¢ uzywane
w sposéb spdjny z istniejgcymi tradycyjnymi réwnaniami o staltym wieku bazowym. Sg one
prostsze (majg mniej parametréw) i bardziej elastyczne. Mogg prognozowaé odpowiednie
wysokosci, kiedy wiek réwny jest wickowi bazowemu oraz sg fatwiejsze do dopasowania przy
uzyciu niedostatecznych danych lub danych pochodzgcych z mtodych drzewostanéw.
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SUMMARY

Derivation of Generic Dynamic Site Equations Using Generalized
Algebraic Difference Approach

Modern approaches to site-dependent growth and yield modelling involve using almost exclu-
sively three dimensional functions. They describe usually relationships between age (inde-
pendent variable), modeled phenomena (dependent variable), and at least one additional varia-
ble representing intensity of modelled processes in a form of initial conditions. The dependent
variable in such models may be height or any other variable of interest, such as diameter, basal
area, volume, number of trees, etc. In 1974 Bailey and Clutter introduced the concept of base
age invariance, in which height predictions are unaffected by any arbitrary choices off base ages.
Their method of model derivation, called algebraic difference approach and its generalization
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(Generalized Algebraic Difference Approach) proposed by Cieszewski in 1994 — can be used to
derive base age invariant dynamic site equations capable of describing concurrent polymor-
phism and variable asymptotes. This article describes the use of the Generalized Algebraic
Difference Approach for derivation of generic dynamic site equations. The generic equations
are useful in situations of unspecific expectations with regards to the final model form where
one wants to test simultaneously many various models and assumptions about the modeled
phenomena in a single fitting. The generic equations are treated as a separated category due to
their relatively high complexity even when derived from simple bases. Equations derived in
this work are extremely flexible with various patterns of polymorphisms and asymptotes. Even
though in principle the generic equations have more parameters, those derived with the
methodology proposed here are very parsimonious. The advocated method emphasizes the
importance of the modeller’s role in hypotheses formulation during derivation of generic
dynamic equations. In general equations’ forms in this method are determined by the mod-
eller’s understanding of the modelled process rather than by any undetermined statistical analy-
ses. However, the generic equations derived using described method are so flexible, that a sta-
tistical fitting may be necessary to determine the final form of the dynamic equation. Finally,
the presented methodology can be useful for improvement of existing equations even if they
are formulated using stepwise regressions or other traditional druse force methods.



