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Numeryczne rozwizywanie dwuwymiarowego rownania
przenoszenia masy w rzekach

Numerical solutions of two-dimensional mass transp®
equation in rivers

Stowa kluczowe: dwuwymiarowe roéwnanie Dlatego istotna jest informacja ogie-
adwekcji-dyfuzji, metody rnic skaiczonych, njy szkodliwych substancji rozpuszczo-
metoda kierunkéw naprzemiennych, metOdﬁych w wodzie, jak réwnieo sposobie
,pod-prad’, transport zanieczyszazew 12€- o, o estrzeniania i zanieczyszcde

kach, tensor dyspersji, dyfuzja numeryczna . .
Key words: two-dimensional advection-diffu- aby we wiacivym czasie mgna byto

sion equation, finite differences methods,opdjac¢ odpoyviednie k_mki w celu zmi-
alternative direction implicit method, upwindnimalizowania skzenia. Wymaga to
method, river, pollution transport in rivers,ziozonej analizy i opisu przeptywu wo-

dispersion tensor, numerical diffusion dy i transportu rozpuszczonych w niej
substanciji.
, Modele przeptywu i transportu pro-
Wprowadzenie wadz do réwna rézniczkowych nie-

L posiadajcych rozwizan analitycznych
Ochrona i jakéc wody to problemy g rzeczywistych przypadkéw. Rowna-
bedace w centrum uwagi na calyMhia takie mana rozwiazywa, Stosujc
Swiecie. Zatem badania rzek maz- metody numeryczne. Dobér metody
sto na celu kontrel zanieczyszcze ozwigzania zalgy zaréwno od rozpa-
I opracowanie sposobow pegbwania trywanego przypadku, jak i czasu i do-
w razie skaenia, do ktorego qOChOdZ'stqpnych mocy obliczeniowych. W wielu
w przypadku awarii, powodzi, paru przynadkach dobér ten jest trudny i wy-
czy tez ludzkiej bezmylnosci. Ewentu- maga kompromisu railzy kosztem obli-
alny zrzut zanieczyszcae ich rozprze- czeniowym i czasem rozudania réw-
strzenienie mge m'? zgubny WplyW nan oraz maliwoscia pozyskania da-
zar6wno na réinnos¢ i zwierzta za- npych fizycznych dla danego modelu

mieszkugce srodowisko wodne, jak i na g paadam doktadnécia wyniku.
ludzi korzystagcych z ugé wodnych.
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W artykule przedstawiono modeta, dynamiki i turbulencji przeptywu as
matematyczny transportu masy w przyezesto trudne do okédenia. W ogdinym
padku dwuwymiarowym i na podstawigrzypadku w uktadzie kartezjskim
przeprowadzonych testow doktadop wspoiczynniki te tworg niediagonalny
stabilndci i czasu oblicze zapropono- tensor:
wano metod numeryczn odpowiedmni

do jego rozwizania. D= Dy Dy @)
Dyx Dyy

Dwuwymiarowe réwnanie Z dostpnych w literaturze wzoréw

przenoszenia adwekcyjno- analitycznych lub danych eksperymen-

-dyfuzyjnego talnych otrzymujemy informa¢j na

temat podtanego D, i poprzecznego
Rozwaanym problemem jest pro-D; wspotczynnika dyspersji dla danej
ces transportu pasywnych substandgeki czy kanatu. Jeli nie da si osi
rozpuszczonych w wodzie (mpqimi Uuktadu  wspotrzdnych  skierowéa
byé¢ réznego rodzaju zanieczyszczenidyzdtiuz gtdwnych kierunkow przeply-
w kanatach otwartych. Wkszai¢ natu- WU, to naley wyznaczy wszystkie
ralnych rzek i kanaléw jest plytkaelementy tensora (2).

w poréwnaniu z ich szerokoia i diu-  Prawidlowym podeijciem jest obrot
gocia, dlatego te proces (za wyjtkiem diagonalnego tensora:

pocatkowego odcinka) mae by re- D 0

prezentowany przezstednione wzdtd D :{ L } (3)
glebokasci dwuwymiarowe, adwekcyj- 0 Dy

no-dyfuzyjne réwnanie tdiczkowe: o kat, jaki tworzy w danym punkcie

oc(x, t wektor prdkosci (kierunek przeptywu)
h(x) gt )= O(heID(x, Mex, h) + osk x uktadu wspétrzdnych:
~0(h(9v(x, ) T(x, 1) @D  D=R(a)D,R*(a) 4)
gdzie: gdzie R (a)— macierz obrotu ogt o .
t — czas,
X =(X, y) — wspétrzdne potaenia, W sytuacji gdy kierunek przeptywu
c(x,t)— skzenie, jest réwnolegty do osi gzinych, poza-
V(X,t) — pole pedkosci, diagonalne sktadowe tensora wne
h— lokalna g¢bokas¢, zeru. Zamiast pelnego réwnania e
D(x,t)— tensor dyspersji. my wtedy rozwizywat uproszczone

réwnanie:

Konsekwengj usrednienia réwna-
nia transportu w pionie jest pojawienie
sie dyspersji, ktéra jest istotna w proce-
sach transportu w kanatach otwartych.
Pojawiapce sé w réwnaniu wspoitczyn-
niki dyspersji zalea od geometrii kory-
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oc oc oc) _
h —+v,—+v,— |=
ot ox Yoy

d ac) dc
=%/ hp, |+ 2| hp &
GX( LGXJ ay( DrayJ

Opisywanie i rozwjzywanie pro-

(5)

niu réwnania réniczkowego przez od-
powiednie réwnanie tnicowe. Z prze-
testowanych pod adtem doktadnéci,
stabilngci i szybkdci metod rénic
skahczonych najlepsze wyniki agja
metoda kierunkéw naprzemiennych
(Alternative Direction Implicit method

blemu z uyciem uproszczonego row— ADI). Metoda ta jest stabilna, doktad-
nania (5) to niezwykle g¢sto stosowanana i relatywnie szybka. Stoguj prosto-
praktyka w literaturze tematu, w tymkatna siatie punktow na ptaszczyie x, y

w wielu przypadkach zupetnie Bigia-
doma. Innym spotykanym ddem jest

(rys. 1), wartéci sizenia, przy statej
oiebokasci kanatu, w kolejnym kroku

utozsamianie wspoétczynnikow dyspersjczasowym w wewgtrznych punktach
ze wspotczynnikami dyfuzji turbulent-siatki wyznaczaneaswedtug formut (6)

nej, wystpujacymi w petinym tréjwy-
miarowym réwnaniu transportu.

i (7).

Krok 1 — niejawny w kierunkw, jawny

Informacja o wspotczynnikach dys-w kierunkuy:

persji jest niezédna do rozwjizania

réwnania transportu zaréwno w posta011.[2+vxmmX -D, Atdi]c::% =
(1), jak i (5). Oprécz wspobtczynnikow 2

dyspersji musimy zréatakze pole ped-
kosci w kanale i zada odpowiednie
warunki brzegowe i poatkowe.

Metoda kierunkow
naprzemiennych

W naturalnych warunkach przepty-1
wu rownanie transportu (1), z odpo-2
brzegowymi

wiednimi  warunkami

=[1-v,AtD, + D A5 ] CT +
+%[—vatD .+ DAt +2D A5, |CT |
(6)

Krok 2 — jawny w kierunkw, niejawny
w kierunkuy:

_[2 +v, At - DyvAw-Zy] C?Jril = Cun:% +

1 n
i pocatkowymi, nie ma rozwizania ——[—VyAtDﬁDWAWﬂC”
analitycznego i dlatego problem musi

by¢ rozwiazywany numerycznie. Stosu-

jac metody numeryczne, nale liczy¢

si¢ z ewentualnymi kldami numerycz- on

nymi lub niemaliwoscia dokonania
obliczea.

W badaniach brano pod uwaged-
ne z najcgsciej stosownych do rozwi
zywania réwna rézniczkowych czst-
kowych — metody rénic skaiczonych.
Polegaj one na bezpmednim zastpie-

(")
gdzie:

1) — wartd¢ stzenia w punkcie(i, )
siatki obliczeniowej w n-tym kroku
czasowym,

AX i Ay — kroki przestrzenne,

At — krok czasowy,
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O,,0,,0,.9,.0, — operatory réni- jemy w danym kierunku przestrzennym
oddzielnie. Podziat ten powoduje zu
przyspieszenie obliche Zamiast jedne-

W analizowanym przypadku operago dwego uktadu réwna liniowych,
tory réznicowe wynosz odpowiednio:  ktéry otrzymujemy, stosa¢ schemat
CN, dostajemy dwa trojdiagonalne ukfa-

cowe.

0,C, = (qﬂ,i =6y )/ 20X, dy. W przypadku takich uktadéw roe-
my zastosowa do ich rozwizania me-
0,Ci | =(Q-1,j —2G; + ¢,y )/A>8 tode analitycza Thomasa dla macierzy

blokowo-tréjprzektniowych  (Fletcher
s5C = Curje1 ™ Gegjo1™ G-geat F-y -1 1991), ktdra jest dww szybsza i meto-
Xy i T 4AXAY da iteracyjna nadrelaksacji (SOR — Suc-
cessive  Over-Relaxation), najlepsza
w  przypadku schematu Cranka-
vt -Nicolsona. Jeszcze szybsze ragzanie
©.9) 09 mozna uzyska, wywajac schematu
.pod prad” (Upwind — UP), ktory jest
schematem jawnym, a dki temu war-
ay i tosci stezenia w kroku nagpnym zalea
j tylko od kroku obecnego. Problemem
@) j-1 jednak przy jego stosowaniu jest gene-
il Niin rowana w trakcie obliczedyfuzja nume-
¥ ryczna, znacznie wptywgga na doklad-
nos¢ rozwiazania. Opis i testy schema-
tow CN i UP dla dwuwymiarowego

i?

00 (10

RYSUNEK 1. Prostoina siatka o rozmiar.

Ax x Ay na ptaszczinie x, y rownania adwekcyjno-dyfuzyjnego o
FIGURE 1. Rectangular mesh dix x Ay units na znalé¢ w Kalinowskiej (2003) i Ka-
size onx, y plane linowskiej i Rowihskim (2004).

Metoda ADI byta po raz pierwszy
zaproponowana przez Douglasa (195R0zwigzanie numeryczne
I Peacemana i Rachforda (1955) dpgnalityczne dla prostego kanatu
rozwigzania dwuwymiarowego réwna-
nia transportu ciepta. Metoda, k_@(’)r Przy stalych wspotczynnikach dys-
zastosowano w pracy do roz@ywania persji j statym polu prdkosci w prosto-
dwuwymiarowego réwnania transportug,inym kanale o statej ghokaici roz-
bazuje na niejawnym schemacie CraRyizzanie dwuwymiarowego réwnania
ka-Nicolsona (CN). Odpowiednie jegQransportu daleko od brzegéw neoby
przeksztatcenia prowaglzdo podziatu zapisane jako dwuwymiarowy rozktad

kroku czasowego na dwie @Zi Gaussa (Smith i Yongming 2001):
(pierwsz niejawry tylko w kierunkux

— formuta 6, drug tylko w kierunkuy —
formuta 7), ktére naspnie rozwhzu-
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M ADI (Douglas-Rachford) Time = 750.00 s
(X, t) = ———x

2/ 4°D = 29
2 - 3 0.0035
x _(X_lux)z_(y_'UY) (x_)ux)(y_:uy) 2000
& ¥ 3 0.003
4D/D,, 4DI/D,, 2D /D,, i
(8) 150" 0.0025
i B ’ ~0.002
gdzie: "
H =X TV L, ~l0.0015
- —0.001
My = Yo + V1, D:DXXDW—Diy, 50
M - masa zrzucona w punkcie - ~|0.0005
(%, Yo) W czasiet = 0. 0 50 100 150 200 250 °

. L, . . . X [m
Dla sytuacji, w ktorej rozvazanie !

ana“_tyczne ist_ni_eje, na rY§UnkU 2 przeckysuNEK 2. Wyniki symulacji z #ycier
stawiono wyniki symulacji po 750 se-schematu ADI po 750 s

kundach z iyciem metody ADI. Symu- FIGURE 2. Simulation results with use of A
lacje wykonano dla parametréw: scheme after 750 s

e krok czasowyAt =0,5 s,

o kroki przestrzennd&x = Ay =1m, Analytical Solution Time =750.00 s
« sktadowe pgdkosci = 2
m > 3 0.0035
v, = Vy =0,106 —, 200:’ 0.003
s 1
« wspotczynniki dyspersji 150F 0.0025
) -
m 3 =0.002
D,=D, =0,425—, i ’
~ o S 100 L —0.0015
2 2
m -
ny = Dyx = 0,325? ) 50: —0.001
* koncentracja poatkowa zadana : o005
delta Diraca Og56"""Jo0 ""“150 200 250 °
M =10 j.a. zrzucona w punkcie X [m]
X =Y, =50 m.

RYSUNEK 3. Rozwizanie analityczne po 750 s
Na rysunku 3 pokazano rozyanie FIGURE 3. Analytical solution after 750 s
analityczne dla tych samych parame-
trow, na rysunku 4 przedstawionozfé
nice miedzy rozwhzaniem analitycz-

nym i numerycznym.

Zaréwno w tym, jak i w wielu in-
nych symulowanych przypadkach #o
na zauway¢, ze przy wyciu schematu
ADI nie ma istotnej rozbieosci mig-

dzy rozwhzaniem analitycznym i nu-
merycznym. Widoczna #hica jest
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rzedu 10°, a maksymalna efica mk-
dzy rozwazaniem analitycznym i nu-
merycznym to tylko 0,5% maksymalne
wartaci stzenia wyznaczonej z roz-
wiazania analitycznego. Dla kontrasti
na rysunku 5 przedstawiono wynik
symulacji dla tych samych parametréy
Z wyciem schematu UP. Riica mk-
dzy rozwihzaniem analitycznym a nu-
merycznym jest tutaj wyéaie widocz-
na. Obserwowany efekt rozmycia roz
ktadu Gaussa jest wynikiem dyfuzji
numerycznej generowanej przez schi
mat UP. Maksymalna #hica mgdzy
rozwiazaniem analitycznym i nume-
rycznym to a 40% wartéci maksy-
malnego sizenia rozwizania anali-
tycznego (rys. 6).

Difference between Analytical and ADI

Y [m]

250
X [m]

200

RYSUNEK 4. Rénica mkdzy rozwhzanien
analitycznym i numerycznym (ADI) po 750 s
FIGURE 4. Difference between analytical an
numerical (ADI) solution after 750 s

Upwind Time =750.00 s

250
—_ L
= 0.0022
> 0.002
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RYSUNEK 5. Wyniki symulacji z uyciem dle
schematu UP po 750 s

FIGURE 5 Simulation results with use of |
scheme after 750 s

Difference between Analytical and UP

Y [m]

%

250

50 100 150 200

X [m]
RYSUNEK 6. Rénica midzy rozwihzaniem
nalitycznym i numerycznym (UP) po 750 s
IGURE 6. Difference between analytical and

numerical solution (UP) after 750 s
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0.016 -dyfuzyjne réwnanie riniczkowe. Na-

S ol B —a&—analityczne | | lezy pam_i:taé, ze pojawiqjlcy Sk
T & - - ADI w réwnaniu w wyniku &rednienia ten-
'E 0.012 4 —2 \ ---4---UP — sor dyspersji jest w ogélnym przypadku
ERNT N niediagonalny. Otrzymane réwnanie
S oo u\l W rzeczywistych warunkach nie ma
5 - YV m rozwiazania analltycznegp i musi by
e ‘.’ rozwiazywane numerycznie. Testy prze-
N, 0.004 i P prowadzonelw przypadku prostego ka-
w50, N«.,f‘?‘“ natu, dla ktérego istnieje rozyaanie
,E’é . analityczne, pokazaj ze metoda kie-

runkOw naprzemiennych (ADI) pozwala
w relatywnie krotkim czasie otrzyrda
Krok czasowy / Time step wyniki zgodne z rozwizaniem anali-
tycznym. Metoda ta jest optymaln
RYSUNEK 7. Wartéci maksymalnego stenie metod, réznic skaiczonych pod wzgh

w kolejnych krokach czasowych dla scheme - . .
ADI, UP i rozwizania analitycznego dem stabilnéci, doktadnéci i szybko-

FIGURE 7. Maximum concentration values $Ci obliczex do rozwiazywania dwu-

ADI and UP schemes and analytical solutio wymiarowego réwnania przenoszenia
particular time steps adwekcyjno-dyfuzyjnego. Szczegbtowe
analizy r@nych schematéw numerycz-
nych i rezultaty w bardziej skompliko-

maksymaln'ego . stenia  (istotnych wanych przypadkach zostaprzedsta-

z punktu widzenia ewentualnego &a \yione wkrétce w oddzielnym opraco-
nia), wyznaczane w kolejnych krokach, - i,

czasowych symulacji, schemat ADI

w testowym kanale sprawujec¢sideal-

nie (rys. 7). Dla porownania na wykreq jteratura

sie umieszczono réwnievartasci mak-

symalnego gtenia wyznaczane w tycChczeERNUSZENKO W. 1990: Dispersion of

samych krokach czasowych przez pollutants in flowing surface water [in;] En-

schemat UP. W tym przypadku waitd cyclopedia of Fluid Mechanics. Vol. 10.
nacznie odbieaaiod wartdci otrzy- Surface a.nd.Groundwater flow phenomena.

z _g@]_ . y Gulf Publishing Company, Houston, Lon-
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