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WSTEP

W modelowaniu i prognozowaniu na podstawie szeregdw czasowych o wysokiej czestotli-
wosci obserwowania wykorzystane sg m.in. klasyczne modele szeregu czasowego ze ztozong
sezonowoscig. W modelach tych wahania sktadowe opisywane sg za pomocg zmiennych
zero-jedynkowych lub wielomiandw trygonometrycznych.

Addytywny model szeregu czasowedo z liniowym trendem i statymi wahaniami sezonowymi
dla danych dziennych, uwzgledniajgcy wahania zlozone o cyklu 12-miesiecznym (rocznym)
I tygodniowym (7-dniowym), opisane za pomocg zmiennych zero-jedynkowych przyjmuje postac¢
(por. np. Kufel 2010, Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki 2011):
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gdzie:
M;; — miesigc,

Dj: — dzien tygodnia,
U, — sktadnik losowy.
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Model (1) jest szczegbinym przypadkiem modelu z asocjacjg zmiennych zero-jedynkowych
(por. Wisniewski 1986).

Wahania o wymienionych wyzej diugosciach cykli moga by¢ opisane takze za pomocg
wielomiandw trygonometrycznych zawierajgcych skladowe harmoniczne sinuso- i cosinusoidalne.
Liczba harmonik bedgcych sumg skladowych sinuso- i cosinusoidalnych dla wahan o cyklu
rocznym wynosi 6, tzn. réwna jest potowie diugosci cyklu. W przypadku wahan o cyklu 7-dniowym
jest ona rébwna potowie pomniejszonej o jedng dlugos¢ tego cyklu — wynosi zatem 3.

Model harmoniczny ze zlozong sezonowoscig i z liniowym trendem mozna zapisa¢ naste-
pujgco (Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki 2011):

Y, =at+a, +i(aOi sinat,,, + by, cosa;tm)+i(aoj singt +hy; cosa)]t)+Ut 3)

i=1 j=1
gdzie:

tn=1,2,...,12,..., 12*r, (r oznacza numer roku),

t=1,2,...,7,...,n.

W modelu (3) wystepuja dwie zmienne oznaczajgce czas, przy czym zmienna t,, ma charakter
pomochiczy i odnosi sie do kolejnych miesiecy. Takie jej zdefiniowanie sprawia, ze istnieje
rownowaznos¢ modelu z wielomianem trygonometrycznym (3) i modelu ze zmiennymi zero-
-jedynkowymi (1).

W prognozowaniu zmiennych ze ziozong sezonowoscig wykorzystuje sie takze modele
hierarchiczne (por. np. Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki 2012) oraz modele hybrydowe, w ktdrych
skladowe sezonowe opisywane sg za pomocg dwdch réznych rodzajow modeli (Szmuksta-
-Zawadzka i Zawadzki 2014).

W literaturze z obszaru statystyki i ekonometrii mozna spotka¢ wiele przykltadéw zastoso-
wania modeli adaptacyjnych do modelowania i prognozowania zjawisk, w ktorych wystepuje
jeden rodzaj wahan (np.: miesieczne, dekadowe). W pracy (Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki
2012 a) dokonano syntetycznego przegladu publikacji, ze szczegdlnym uwzglednieniem prac
poswieconych prognozowaniu brakujgcych danych.

Przedstawiono w niej takze dla wybranej zmiennej wyniki oraz analize poréwnawczg dokfa-
dnosci prognoz otrzymanych réznymi metodami. Dla danych nieoczyszczonych (z sezono-
woscig) najczesciej wykorzystywane byty modele Holta-Wintersa (addytywny i multiplikatyw-
ny). Natomiast dla danych oczyszczonych z sezonowosci metody wyréwnywania wyktadni-
czego: Browna (prosty, liniowy i kwadratowy) oraz liniowy model Holta, a takze metody nume-
ryczne. Prognozy ostateczne, w zaleznosci od sposobu eliminacji wahan, otrzymuje sie po
przemnozeniu przez wskazniki lub przez dodanie sktadnikow sezonowosci.

Prognozy dla danych oczyszczonych mogg byé takze budowane jako sumy lub iloczyny
wartosci trendoéw szacowanych KMNK i odpowiednio sktadnikow lub wskaznikbw sezono-
wosci. Tego rodzaju postepowanie okreslane jest mianem metody wskaznikowej lub metody
wskaznikdéw sezonowosci (por. Zelias i in. 2003, s. 90, Dittmann 2006, s. 85).

Celem artykutu jest proba wykorzystania modeli adaptacyjnych do modelowania i progno-
zowania zmiennej ze ztozong sezonowoscig dla danych dziennych, oczyszczonych z jednego
lub dwoch rodzajow wahan sezonowych. Zakladaé¢ bedziemy, ze w szeregu czasowym dla
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danych dziennych wystepujg wahaniami o cyklu tygodniowym (7-dniowym) irocznym (12-
-miesiecznym). Egzemplifikacjg rozwazan teoretycznych bedzie modelowanie i prognozowanie
dziennej sprzedazy paliw ptynnych na stacji benzynowej X. Ksztaltowanie sie zmiennej w
okresie estymacyjnym bedzie obejmowaé okres blisko dwuletni. Natomiast trzeci rok bedzie
okresem empirycznej weryfikacji prognoz.

OPIS METOD

W modelowaniu na podstawie danych w postaci szeregdéw czasowych, niezaleznie od rodzaju
modelu, wyréznia sie posta¢ addytywng lub multiplikatywng. Podstawg rozroznienia jest
sposéb naktadania sie na siebie skladowych szeregu czasowego. W pierwszym przypadku jest
to suma, w drugim —iloczyn.

Ogolny zapis modelu addytywnego ze zlozonymi wahaniami sezonowymi, oznaczonego
symbolem (a), jest nastepujacy:

Y =P @)+ M@ (t)+D®(t) +Vi(q) (4)
gdzie:

P@(t) — trend,

M®(t) — sktadniki sezonowosci o cyklu 12-miesiecznym,

D@(t) — sktadniki sezonowosci o cyklu 7-dniowym,

Vs — Sktadnik losowy.

Natomiast posta¢ ogdlna modelu multiplikatywnego, oznaczonego symbolem (m), wyraza

sie wzorem:
Yim = P () ™ () D (1) v, (5)
gdzie:

P™(t) — trend,

M™(t) — wskazniki sezonowosci o cyklu 12-miesiecznym,

D™(t) — wskazniki sezonowosci o cyklu 7-dniowym,

Vim — skiadnik losowy.

Bezposrednie wykorzystanie modeli Holta-Wintersa nie jest mozliwe, poniewaz wymagato-
by wprowadzenia dodatkowego, czwartego réwnania opisujgcego wahania o cyklu rocznym —
uwzgledniajgcego rozng diugos¢ miesiecy.

Jak sie wydaje, ze wzgleddéw praktycznych, moga wchodzi¢ w gre m.in. modele Holta-
-Wintersa dla danych oczyszczonych, z ktérych wyeliminowano wahania o cyklu rocznym (Y, ).
Jezeli eliminacji dokonano, odejmujgc sktadniki sezonowosci (M®(t)), to bedzie to model w postaci
addytywnej. W przypadku podzielenia wartosci zmiennej prognozowanej przez wskazniki sezo-
nowosci (M™(t)) bedziemy mie¢ do czynienia z postacig multiplikatywna.

Zapis modelu addytywnego Holta-Wintersa (A_HW) jest nastepujgcy (Pawtowski 1973):

m: :a(Yt* _Ct—L)+(l_a)mt*—l (6)
oy = Blm; -m; L)+ @-B)o ()
Ct* :y(Yt* _mt*)+(1_yk:t*—m (8)

0<a,By<1 )
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gdzie:

m, — trend (operator rzedu pierwszego),

0, — przyrost trendu,

C, - skiadnik sezonowosci.

Predyktor oparty na tym modelu przyjmuje postac:

M ;_HW = m':O + 5110 h + Ct*01+h (10)
gdzie:

to — okres wyjsciowy budowy prognoz,

h — horyzont prognozy.

Prognoze ostateczng, uwzgledniajgcg wahania sezonowe, otrzymuje sie na podstawie predy-
ktora o postaci:

M hw :I_I*A_HW +M(a)(t) (11)
Model multiplikatywny Holta-Wintersa (M_HW) mozna zapisa¢ nastepujgco:
* Y . * *
m, :g*t +(1_a)(mt—1+51t—1) (12)
t-m

5, = ,B(m: -mL)+ (- B)5 (13)
=iy 14

Osa,ﬁ,ysl. (15)

Predyktory WyJSC|owy [ koncowy wyrazajg sie wzorami:

My HW — mt + 5110h to-m+h (16)

My aw =I_IM_HW DM(m)(t) (17)

Natomiast dane, z ktérych wyeliminowano dodatkowo takze wahania o cyklu tygodniowym
(D®(t) lub D™(t)) oznaczaé bedziemy przez Y,”. Do budowy prognoz na ich podstawie moga

by¢ wykorzystane na przykiad proste modele Browna i modele Holta.
Rownanie addytywnego prostego modelu Browna (A_BS) jest nastepujgce:

m” =aY,” +(1-a)m’, (18)
O<ac<l. (29)
Predyktory waSC|owy i koncowy przyjmujg postac:

M A_BS = mt0 (20)
Maes =Ma ss +MO(t)+DE(). (21)

Znaczenie poszczegolnych symboli jest takie jak w modelach Holta-Wintersa.

W modelu multiplikatywnym réwnanie modelu prostego Browna (M_BS) r6zni sie od postaci
addytywnej jedynie sposobem wyznaczenia warto$ci oczyszczonych (Y, ) — sg one ilorazami
wartosci zmiennej prognozowanej i wskaznikdw sezonowosci o cyklu rocznym i tygodniowym.

Predyktory wyjsciowy i koncowy sg nastepujgce:

r ;:;_BS = mto (22)

My ss) =M _ss *M™ (1) D™ (1), (23)
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Addytywny model liniowy Holta (A_H) mozna zapisa¢ (Pawtowski 1973):

m,” =aY,” +[1-a)m., + 51*:_1) (24)
51*: = lg(mt - mt—l) + (1_ 18)51*:—1 (25)
O0<a,[f<1. (26)
Predyktory wyjsciowy i koncowy wyrazajg sie wzorami:

Mx p =m, +3Jh (27)
My w =My +MEE)+DE (). (28)

Réwnania postaci multiplikatywnej modelu Holta (M_H) r6znig sie, podobnie jak w
przypadku modelu Browna, jedynie sposobem eliminacji wahan sezonowych.

Postacie predyktoréw sg nastepujace:

My =my +dy h (29)
My_w =My_n *M™ () DM (). (30)

Znaczenie poszczegdblnych symboli w zapisach modeli dla danych oczyszczonych z sezono-
wosci, zapisanych za pomocg wzoréw (18-30), jest takie same jak w modelach Holta-Wintersa
(wzory 6-17).

PRZYKLAD EMPIRYCZNY

llustracjg przedstawionych wyzej rozwazan o charakterze teoretycznym, jak zaznaczono we
wstepie, bedzie przyktad empiryczny dotyczgcy modelowania i prognozowania dziennej sprzedazy
paliw ptynnych na stacji benzynowej X. Ksztattowanie sie zmiennej w okresie estymacyjnym
obejmujgcym niepetne dwa lata (724 obserwacje od 7 stycznia pierwszego roku do 31 grudnia
roku drugiego) zostato przedstawione na rysunku 1. Natomiast trzeci rok bedzie okresem empi-
rycznej weryfikacji prognoz.
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Rys. 1. Wielkos¢ sprzedazy paliw ptynnych na stacji benzynowej X
Zrédto: Baza Danych Katedry Zastosowan Matematyki w Ekonomii.
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W tabeli 1 zestawiono oceny wskaznikéw i sktadnikdéw sezonowosci o cyklach 12-miesiecznym
i 7-dniowym. Ich oszacowania zostang wykorzystane najpierw do eliminacji wahan sezono-

wych, a nastepnie wyznaczenia prognoz koncowych.

Tabela 1. Oceny wskaznikow i sktadnikéw sezonowosci o cyklach 12-miesigcznym i 7-dniowym

Dzier: Wskazniki Skfadniki Miesiac Wskazniki Sktadniki
sezonowe sezonowe sezonowe sezonowe

Poniedziatek 1,028 131,30 styczen 0,866 -936,19
Wtorek 1,015 71,09 luty 0,858 -1026,38
Sroda 1,027 146,10 marzec 0,958 -216,37
Czwartek 1,108 535,76 kwiecien 0,987 -50,84
Pigtek 1,035 200,12 maj 1,026 314,46
Sobota 0,829 -832,90 czerwiec 1,029 303,36
Niedziela 0,957 -251,46 lipiec 1,153 713,35
sierpien 1,085 532,99

wrzesien 1,022 191,27

pazdziernik 1,113 517,72

listopad 0,931 -306,09

grudzien 0,971 -37,28

Zrédio: opracowanie wiasne.

Z informacji zawartych w tabeli, odnoszgcych sie do miesiecy, wynika, ze wskazniki sezono-
wosci przyjmujg wartosci powyzej jednosci dla miesiecy od maja do pazdziernika. Dla pozo-
statych miesiecy sg one nizsze od jednosci. Maksimum sezonowe przypada w lipcu, a minimum
sezonowe w lutym. Amplituda wahan wynosi 29,5%. Skladniki sezonowosci przyjmujg wartosci
dodatnie w tych samych miesigcach, w ktorych wskazniki bylty wieksze od jednosci. Natomiast
wartosci ujemne w tych miesigcach, w ktérych byly one mniejsze od jednosci. Maksymalne
dodatnie odchylenie od trendu w przypadku lipca wynosi 713,35 |, a maksymalne ujemne przypada
na luty i wynosi 1026,38 |. W przypadku dni tygodnia ocenami wskaznikéw sprzedazy paliw wyz-
szymi od jednosci charakteryzujg sie dni robocze — od poniedziatku do pigtku. Oceny nizsze od
jednosci otrzymano dla soboty i niedzieli. Maksymalng ocene przyjat wskaznik dla czwartku
(1,108%), a minimalng dla soboty (0,828%). Amplituda ocen wskaznikdw sezonowosci wynosi
zatem 27,9%. Skfadniki sezonowosci przyjety wartosci dodatnie w tych samych dniach, w ktorych
wskazniki byty wyzsze od jednosci. Natomiast wartosci ujemne w dniach o nizszych od jednosci
ocenach wskaznikow. Maksymalng ocene wynoszgcag 535,76 | skladnik przyjmuje dla czwartkow
(535,76 1), a minimalng dla soboty (—832,90 I). Zatem amplituda ocen skfadnikéw sezonowosci
wynosi 1368,66 |. Zamieszczone w tabeli oceny wskaznikow i sktadnikdw sezonowosci zosta-
ng wykorzystane do eliminacji wahan sezonowych. Szeregi czasowe oczyszczone z wahan
o cyklu rocznym (Y, ) postuzyly do budowy prognoz na podstawie modeli Holta-Wintersa
o postaciach multiplikatywnej i addytywnej. Natomiast zmienna Y,”, z ktérej wyeliminowano

obydwa rodzaje wahan, bedzie podstawag budowy prognoz na podstawie prostych modeli Browna i
modeli Holta.

W modelowaniu i prognozowaniu adaptacyjnym zostaty wykorzystane szeregi czasowe
oczyszczone z sezonowosci rocznej (Y, ) oraz z sezonowosci rocznej i tygodniowej (Y,”).
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W pierwszym przypadku byly to modele Holta-Wintersa w postaci addytywnej i multiplikatyw-
nej, a w drugim modele: prosty Browna i Holta o tych samych postaciach.

W tabeli 2 zestawiono modele addytywne i multiplikatywne o ,,optymalnych” wartosciach stalych
wygtadzania. Modele te charakteryzowaly sie minimalnymi ocenami bledéw wzglednych wartosci
wyrownanych (WW) lub btedéw prognoz ex post (PROG) obliczonych dla okresu empirycznej
weryfikacji prognoz dla horyzontu h = 348 dni. Analiza poréwnawcza dwoch rodzajow btedow
pozwoli odpowiedzie¢ na pytanie: ,Czy otrzymanie minimalnych ocen btedow wartosci wyréw-
nanych ,gwarantuje” uzyskanie najbardziej dokladnych prognoz?”. Nizsze z ocen danego rodzaju
btedow wyrdznione zostaly ,tustym” drukiem.

Tabela 2. Minimalne oceny $rednich btedéw wzglednych wartosci wyréwnanych i prognoz ex post oraz
optymalne warto$ci statych wygtadzania

Miernik State wygtadzania MAPE(%)

Model

dotyczy a | B | y wWw PROG
Modele addytywne

ww 0,07 11,96 16,17

A BS
- PROG 0,22 12,32 14,86
AH ww 0,1 0,1 14,03 123,8
- PROG 0,03 0,08 25,09 13,29
A HW ww 0,07 0,01 0,1 10,83 14,95
- PROG 0,01 0,07 0,02 12,91 13,18
A Kl . 14,59* 13,09

Modele multiplikatywne

ww 0,04 15,76 16,66

M_BS
- PROG 0,38 17,32 12,14
M H ww 0,1 0,1 17,7 89,23
- PROG 0,1 0,02 22,88 11,65
M HW ww 0,06 0,01 0,01 10,88 12,21
- PROG 0,06 0,01 0,03 12,07 11,41
M_KI 16,08* 12,70

* wspotczynnik zmiennosci losowej.
Zrodlo: opracowanie wtasne.

Z informacji zawartych w tabeli 2 wynika, ze odpowiedz na postawione wyzej pytanie nie jest
pozytywna. Oznacza to, ze kryterium wyboru modelu dla celow prognozowania ekstrapolacyjnego
nie moga by¢ minimalne oceny btedéw wartosci wyréwnanych, lecz btedy prognoz ex post.

Modele otrzymane dla minimalnych ocen obu miernikéw roznig sie statymi wygtadzania,
przy czym niekiedy réznice te sg bardzo duze. Widoczne jest to przede wszystkim w przypad-
ku modeli Holta, dla ktorych kilkunastoprocentowym ocenom btedéw wartosci wyréwnanych
odpowiadajg wielokrotnie wyzsze btedy prognoz ex post, wynoszace dla postaci addytywne;j
i multiplikatywnej odpowiednio: 123,8% oraz 89,23%. Dla pozostatych modeli r6znice miedzy
ocenami btedéw nie przekraczajg 5,18 p.p.

Tabela zawiera ponadto, zamieszczone w celach poréwnawczych, oceny wspotczynnikdw
zmiennosci losowej oraz bledy prognoz ex post, otrzymane dla modeli klasycznych: z liniowym
trendem i statymi skladnikami sezonowymi o cyklu rocznym i tygodniowym (A_KI) oraz z trendem
wyktadniczym o statej stopie wzrostu i relatywnie statych wahaniach sezonowych (M_KI).
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Z analizy optymalnych wartosci statych wygtadzania dla dwuparametrowych modeli Holta
oraz trzyparametrowych modeli Holta-Wintersa wynika, ze wszystkie state wyréwnywania przyjmu-
ja wartosci nieprzekraczajgce 0,1. Oznacza to, ze najnowszym obserwacjom lub sktadowym
nadawane sg wagi nieprzekraczajgce 10%, a wiec prognozowane zjawisko charakteryzuje sie
stosunkowo duzym stopniem inercji.

Minimalng ocene prognoz btedéw wartosci wyréwnanych (WW), wynoszacg 12,07%, otrzy-
mano dla predykatora opartego na multiplikatywnej postaci modelu Holta-Wintersa (M_HW)
o stalych wygtadzania wynoszgcych odpowiednio: a=0,06; 8=0,01 oraz y=0,01. Oceny
btedéw ponizej 13% otrzymano takze dla postaci addytywnej prostego modelu Browna (A_BS)
dla a=0,22 oraz addytywnego modelu Holta-Wintersa (A_HW) o statych wyréwnywania:
a=0,07, 8=0,01, y=0,10. Oceny bledoéw otrzymane na podstawie wyzej wymienionych modeli
sg nizsze od wspotczynnika zmiennosci losowej klasycznego modelu addytywnego (14,59%).
Zwracajg uwage bardzo wysokie, przekraczajgce 22%, oceny btedéw WW otrzymane dla obu
postaci modelu Holta. Z informacji zamieszczonych w tabeli wynika, ze najnizszg ocene btedu
prognoz ekstrapolacyjnych (PROG), wynoszacg 11,41%, otrzymano, podobnie jak dla wartosci
wyréwnanych, dla predyktora opartego na multiplikatywnej postaci modelu Holta-Wintersa
(M_HW), ale dla wartosci statej wygtadzania y wynoszgcej 0,03. Natomiast dla danych z podwdj-
nie wyeliminowang sezonowoscig (Y; ) najnizszg ocene bledu prognoz ex post (11,65%) otrzyma-
no dla modelu multiplikatywnego Holta (M_H) ze statymi wygtadzania wynoszacymi odpowied-
nio: 0,10 0,02.

Z tabeli wynika takze, ze oceny btedow prognoz ekstrapolacyjnych (PROG) dla najlepszych
modeli multiplikatywnych sg od 4,4% do 10,2% nizsze od Sredniego wzglednego btedu prognoz
tego rodzaju prognoz, otrzymanych na podstawie klasycznego modelu multiplikatywnego ze
zlozong sezonowoscig (M_KI), wynoszacego 12,70%.

Doktadnosc prognoz dla modeli multiplikatywnych jest o okoto 1,5-3,0 p.p. wyzsza od dokitad-
nosci dla postaci addytywnej. Ocena bfedu sredniego prognoz otrzymanego na podstawie
predykatora opartego na modelu klasycznym jest wyzsza od 0,09 p.p. do 1,77 p.p od ocen
otrzymanych dla addytywnych modeli wyréwnywania wyktadniczego. Na uwage zastuguje takze
otrzymanie znacznie nizszych, niz dla wartosci wyréwnanych, ocen btedéw prognoz ekstrapo-
lacyjnych otrzymanych dla obu postaci modelu Holta. Oceny te sg tylko nieznacznie wyzsze od
ocen otrzymanych dla modeli najlepszych.

PODSUMOWANIE

Z przeprowadzonych w pracy badan wyprowadzi¢ mozna nastepujgce wnioski:

1. W przypadku modelowania i prognozowania zmiennych o niezbyt silnej dynamice ,,optymal-
ne” wartosci statych wygtadzania w modelach Holta i Holta-Wintersa przybierajg wartosci
bliskie zeru.

2. Kryterium wyboru modelu dla celéw prognozowania nie mogg byc¢ przecietne btedy wzgled-
ne wartosci wyréwnanych, lecz btedy wzgledne prognoz ex post.
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3. Wyzszg doktadnoscig prognoz charakteryzowaty sie modele multiplikatywne. Sposrdd nich
minimalng ocene bledu otrzymano dla modelu Holta-Wintersa dla danych, z ktérych wyeli-
minowano sezonowosc¢ roczng.

4. Bledy prognoz ex post otrzymanych na podstawie predyktoréw multiplikatywnych byty od 4% do
10% nizsze od bledéw prognoz otrzymanych na podstawie najlepszego modelu klasycznego.
W toku badan wykazano, ze modele wyréwnywania wyktadniczego dla danych oczyszczo-

nych z sezonowosci mogg by¢ uzytecznym narzedziem prognozowania zmiennych ekono-

micznych ze zlozong sezonowoscia.
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