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Dylematy zwigzane z estymacjag dominanty
wynagrodzen

Mirostaw Bfazej?, Emilia Gosiriska®

Streszczenie. Dominanta wynagrodzen to wazny wskaznik opisujacy rozktad wynagrodzen, ale
ze wzgledu na silng asymetrie rozktadu tej cechy w Polsce jej wyznaczenie nie nalezy do stan-
dardowych dziatah w analizie struktury wynagrodzen. Celem artykutu jest oméwienie wybra-
nych metod szacowania dominanty oraz poréwnanie wynikéw jej estymacji otrzymanych za
pomoca réznych metod. Wykorzystano dane o wynagrodzeniach indywidualnych brutto
w pazdzierniku 2018 r. pochodzace z badania struktury wynagrodzen przeprowadzonego przez
Gtéwny Urzad Statystyczny.

W przypadku metody standardowej, wykorzystujacej wzor interpolacyjny i histogram, war-
tos¢ oszacowanej dominanty jest wrazliwa na zatozona rozpietos¢ przedziatéw w szeregu roz-
dzielczym i poczatek pierwszego przedziatu. Zmniejszanie rozpietosci przedziatéw powoduje
dazenie dominanty do wartosci réwnej ptacy minimalnej. Zastosowanie zaawansowanych
metod statystycznych, m.in. wykorzystujacych estymator jadrowy, prowadzi do otrzymania
znaczaco réznych oszacowann dominanty w zaleznosci od metody (rozrzut wynikéw wynosi
ok. 800 z).

Analiza otrzymanych wynikéw daje ponadto podstawy do rozwazenia tezy, ze rozktad wy-
nagrodzen jest mieszany: ma cechy rozktadu dyskretnego dla wynagrodzen w wysokosci ptacy
minimalnej i ciagtego — dla wynagrodzen powyzej ptacy minimalnej oraz odznacza sie cyklicz-
noscig (w Polsce zawiera sie wiecej uméw, w ktérych kwota wynagrodzenia jest wielokrotno-
$cig 50 zt lub 100 z}, niz uméw na inne kwoty).

Stowa kluczowe: dominanta, estymator jadrowy, estymacja dominanty, histogram
JEL: C46

Dilemmas relating to mode estimation of wages
and salaries

Abstract. The mode of wages and salaries is an important indicator describing their
distribution; however, due to the strong asymmetry of the distribution of this feature in Poland,
mode estimation is not a standard procedure in the analysis of the structure of wages and
salaries. The aim of the article is to discuss selected methods of estimating the mode and to
compare the mode estimation results obtained by means of various methods. The research is
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based on data on individual gross wages and salaries registered in October 2018 in Poland. The
data came from a survey of the structure of wages and salaries conducted by Statistics Poland.

In the case of the standard method based on the interpolation formula and histogram, the
mode estimate is sensitive to the assumed span of intervals in the frequency table and the
beginning of the first interval. Reducing the span of the intervals causes the mode to reach the
value of the minimum wage. The application of advanced methods, including those using
a kernel estimator, leads to significantly different estimates of the mode depending on the
method used (the dispersion reaches the value of approximately PLN 800).

Additionally, the analysis of the obtained results gives grounds to considering a thesis that
wage and salary distribution is a mixture of the following distributions: discrete (for the
minimum wage) and continuous (for wages and salaries above the minimum wage), and is
characterised by cyclicality (in Poland, more contracts offer remunerations which are a multiple
of PLN 50 or PLN 100 than remunerations for other amounts).

Keywords: mode, kernel estimator, mode estimation, histogram

1. Wprowadzenie

Dominanta (moda, modalna, warto$¢ najczestsza, warto$¢ najbardziej prawdopo-
dobna) jest jedng z miar tendencji centralnej, nalezaca do grupy miar pozycyjnych.
Sposéb jej obliczania oraz definicja zalezg od typu rozpatrywanych zmiennych. Wy-
znaczenie dominanty w szeregach szczegétowych i rozdzielczych punktowych polega
na wskazaniu wartosci cechy, ktérej odpowiada najwigksza liczebnos¢ (Parliniska
i Parlinski, 2011). W szeregach rozdzielczych z przedziatami klasowymi mozna okre-
§li¢ przedzial, w ktérym wystepuje modalna, a jej przyblizong warto$¢ wyznacza si¢
za pomocy interpolacji.

Obliczenie dominanty dla zmiennych ciaglych oraz quasi-ciaglych jest zagadnie-
niem nietrywialnym, poniewaz wymaga przyblizenia rozkladu badanej zmiennej
(w przypadku zmiennej cigglej dwie wartosci pobrane z tego samego rozkladu nie sa
sobie réwne, a to uniemozliwia znalezienie wartosci wystepujacej najczesciej). Naj-
prostszym i najpopularniejszym sposobem przyblizenia rozkladu zmiennej jest hi-
stogram. Bardziej zaawansowane metody polegaja na estymacji rozkladu funkeji
gestosci  prawdopodobienstwa z wykorzystaniem np. estymatoréw jadrowych
(Parzen, 1962). Woéwczas modalna jest wartoscia, ktdra odpowiada maksimum
krzywej najlepiej dopasowanej do rozkladu rzeczywistego (maksimum oszacowane;j
funkeji gestosci).

W artykule rozwazane s3 dwa rodzaje metod estymacji dominanty. Pierwszy
z nich to najprostsza dwukrokowa procedura (dalej zwana metodg standardowg),
w ktorej najpierw nalezy skonstruowaé szereg rozdzielczy i znalez¢ przedzial z naj-
wigkszg liczba przypadkéw, a nastepnie zastosowaé wzor interpolacyjny (Ostasiewicz
iin., 1995; Stanistawek, 2010). Drugi rodzaj metod estymacji dominanty to zaawan-
sowane metody nieparametryczne (dalej zwane takze zaawansowanymi metodami
statystycznymi), wykorzystujace np. algorytmy iteracyjne, numeryczng optymalizacje
funkgji gestosci, a takze estymatory jadrowe.
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Zaawansowane metody szacowania dominanty obejmujg zaréwno nieparame-
tryczne (m.in. Fukunaga i Hostetler, 1975; Tsybakov, 1990), jak i parametryczne
metody estymacji funkgji gestosci (Bickel, 2002, 2003), a takze wykorzystuja zlozone
podejscia numeryczne (Bickel i Frithwirth, 2006; Grenander, 1965; Lientz, 1972;
Venter, 1967). Jurkiewicz i Koztowski (2009) oraz Sokotowski (2013) poréwnali
efektywnos¢ wybranych estymatoréw dominanty, wykorzystujac metody symula-
cyjne.

W badaniu omawianym w niniejszym artykule poréwnano wyniki estymacji do-
minanty metoda standardowg i zaawansowanymi metodami statystycznymi. Postu-
zono sie danymi o wynagrodzeniach brutto w Polsce pochodzacymi z reprezentacyj-
nego badania struktury wynagrodzen wedlug zawoddéw za pazdziernik 2018 r., prze-
prowadzonego przez Gléwny Urzad Statystyczny (GUS) w przedsiebiorstwach
o liczbie pracujacych powyzej dziewieciu oséb'. Przy zalozeniu, ze rozklad wynagro-
dzen jest dyskretny, najwicksza liczba wystgpien przypada dla wartosci wynagrodze-
nia minimalnego. Warto$¢ ta reprezentuje jednak malg frakcje przypadkéw w relacji
do liczebnosci badanej zbiorowosci. Z uwagi na to celem artykulu jest eksploracja
wybranych metod szacowania dominanty dla danych quasi-ciaglych, poréwnanie
wynikéw estymacji dominanty réznymi metodami na podstawie danych dotycza-
cych wynagrodzen indywidualnych brutto w Polsce za pazdziernik 2018 r. i spraw-
dzenie, czy pozwola one na oszacowanie dominanty wynagrodzen reprezentujacej
wieksza frakcje przypadkoéw, ktéra ma uzasadnienie metodologiczne i spoteczno-
-gospodarcze oraz odzwierciedla sytuacje¢ na rynku pracy. W badaniu podjeto probe
wskazania przedzialu wartosci dominanty, do ktérego nalezalyby jej wartosci obli-
czone ze standardowego wzoru interpolacyjnego przy zalozeniu rézinej szerokosci
przedzialéw szeregu rozdzielczego, a takze z wykorzystaniem bardziej zaawansowa-
nych estymatoréw modalnej jednowymiarowej dostepnych w pakiecie modeest
w programie R (Poncet, 2019).

2. Metody estymacji dominanty

W artykule opisano dwa rodzaje metod estymacji dominanty: standardowa metode
dwukrokows oraz metode numerycznej optymalizacji funkcji gestosci z wykorzysta-
niem estymacji jadrowej jako przyklad zaawansowanych metod estymacji dominanty.

2.1. Metoda standardowa

Wiasciwym sposobem prezentacji danych dotyczacych wynagrodzen jest zbudowa-
nie szeregu rozdzielczego z przedzialami. Uzyskuje si¢ podzial zbiorowosci staty-
stycznej na klasy wedlug wartosci okreslonej cechy, a kazdej z wyodrebnionych klas

1 Szczegotowe informacje dotyczace badania sg zawarte w publikacjach: Struktura wynagrodzeri wedtug
zawoddéw w pazdzierniku 2018 r. (GUS, 2020b) oraz Zeszyt metodologiczny. Struktura wynagrodzeri wedtug
zawodow (GUS, 2020c¢).
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przyporzadkowana zostaje odpowiednia liczba jednostek (Ostasiewicz i in., 1995).
W szeregach rozdzielczych (przedzialowych) mozna bezposrednio wyznaczy¢ prze-
dzial, w ktérym wystepuje dominanta, i jest to przedzial z najwieksza liczba wartosci
do niego nalezacych. Powszechnie stosowang forme graficznej prezentacji takiego
typu szeregu stanowi histogram czestosci, na podstawie ktorego mozna wskazaé
przedzial o najwigkszej liczebnosci. W przypadku danych pogrupowanych w szereg
rozdzielczy z przedzialami nie wystarczy znalezienie przedziatu o najwigkszej liczeb-
noéci; nalezy takze wskaza¢ punkt dominantowy — konkretny punkt w tym przedzia-
le (Stanistawek, 2010). Przyblizona warto$¢ dominanty dla szeregu rozdzielczego
wyznacza si¢ graficznie z histogramu liczebnosci lub ze wzoru interpolacyjnego
(Ostasiewicz i in., 1995; Sokotowski, 2013; Stanistawek, 2010):

(mg—n_1) - ho
(ng —n_y) + (ng — nyq)’

(1)

D0=XO+

gdzie:

Xo - dolna granica przedzialu klasowego, ktory zawiera dominante (przedzial cha-
rakteryzuje si¢ najwieksza liczebnoscia/czestoscia),

ng - liczebno$é/czestoé¢ (absolutna lub wzgledna) przedziatu klasowego zawieraja-
cego dominante,

n_q - liczebno$¢/czestos¢ (absolutna lub wzgledna) przedziatu klasowego poprzedza-
jacego przedzial zawierajacy dominante,

N, - liczebno$é/czestos¢ (absolutna lub wzgledna) przedzialu klasowego nastepuja-
cego po przedziale zawierajagcym dominante,

hg - rozpieto$¢ przedzialu dominanty (przedzialy sgsiadujace muszg mieé taka
sama rozpietosc).

Wyznaczenie dominanty za pomoca wzoru (1) jest mozliwe wtedy, gdy spetnione

sg nastepujace warunki (GUS, 2020a; Ostasiewicz i in., 1995):

e wystepuje wystarczajaco duzo obserwacji;

o rozklad empiryczny liczebnosci jest rozkladem jednomodalnym (wystepuje jedno
wyraznie zaznaczone maksimum);

e asymetria rozkladu liczebnosci jest umiarkowana (dominanta nie wystepuje

w skrajnym przedziale);

o wszystkie przedzialy sa tej samej dltugosci.

W przypadku danych pogrupowanych w szereg rozdzielczy rozpigto$¢ przedziatu
dominanty $cisle zalezy od przyjetej liczby przedzialéw. Dla réznych rozpietosci
przedzialéw w szeregu rozdzielczym dominanta wyznaczona ze wzoru (1) przyjmuje
rozne wartosci i wybranie tej prawidlowej jest arbitralne. Przy zalozeniu malejacej
dlugosci przedzialéw pewnym oszacowaniem modalnej moglaby by¢ warto$¢, do
ktorej zbiegalyby wartosci dominanty wyznaczone dla réznych szerokosci przedziatow.
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Inng metoda prezentacji rozkladu cechy jest rozklad decylowy (GUS, 2020b,
tabl. 13, przedstawiajgca najwyzsze miesieczne wynagrodzenia w grupach decylo-
wych). W przypadku rozkladu decylowego pewnym przyblizeniem dominanty jest
przedzial o najmniejszej rozpietosci.

2.2. Zaawansowane metody statystyczne

Alternatywng dla histogramu i jednocze$nie bardziej zaawansowana numerycznie
nieparametryczng metoda wyznaczenia dominanty dla cech quasi-ciaglych oraz préb
charakteryzujacych si¢ duza liczebnoscig jest metoda estymacji funkcji gestosci
prawdopodobienstwa i dominanty zaproponowana przez Parzena (1962). Oszaco-
wanie funkcji gestosci rozktadu mozna zdefiniowaé, wykorzystujac estymator jadro-
wy gestosci (ang. kernel density estimation) w nastepujacy sposob:

10, (x—X
6=y k(7). @)
j=1
gdzie:
X1, X5, ...., X, - niezalezne zmienne losowe o identycznym rozkladzie,
h - odpowiednio dobrana liczba dodatnia,

K (y) - funkcja zdefiniowana nastepujgco:

1
Z <

Ky =]z Jabi=t,
Odaly|>1

Istnieje wiele mozliwych oszacowan f, (x) funkcji gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa f(x) w zaleznosci od zalozonego parametru h i postaci funkcji K(+). Jesli
K (-) spelnia odpowiednie zalozenia (zob. Parzen, 1962), jest nazywana funkcjg wa-
z3ca (ang. weighting function).

W pracy Parzena (1962) omoéwione zostaly przyktady funkeji K(+) oraz zalozenia,
jakie nalezy spelni¢, aby oszacowana funkcja gestosci prawdopodobienstwa f;, (x)
byla jednostajnie zbiezna do prawdziwej funkcji gestosci. Jesli sa one spelnione, roz-
wazany estymator jest jednostajnie zgodny i istnieje zgodne oszacowanie dominanty
z proby moy,:

fa(Moy) = Max_ccycoofn(X), (3)

gdzie n oznacza liczebno$¢ proby.
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W tej samej pracy udowodniono takze asymptotyczng normalno$¢ estymatora
dominanty z préby przy zalozeniu, ze sa spelnione okre§lone warunki. Estymator
jadrowy umozliwia oszacowanie gestosci dowolnego rozkladu (w tym rozkladow
nietypowych, wielomodalnych?). Jezeli rozklad badanej zmiennej jest wielomodalny,
to wyznaczenie lokalnych maksiméw pozwala wskaza¢ dominanty lokalne. Wlasciwe
oszacowanie dominanty za pomocg estymatorow jadrowych jest wrazliwe na zasto-
sowanie funkgji K (+), ktére odwzorujg rozktad teoretyczny badanej zmiennej.

Oprocz metody Parzena mozna wskaza¢ inne metody nieparametryczne wykorzy-
stujace estymator jadrowy, m.in. estymator Tsybakova (Tsybakov, 1990) oraz esty-
mator Meanshift (Fukunaga i Hostetler, 1975). Do metod nieparametrycznych, ktore
wykorzystuja zaawansowane metody numeryczne, ale nie uwzgledniaja estymacji
funkgji gestosci, mozna zaliczy¢: estymator Grenandera (Grenander, 1965), estyma-
tor Lientza (minimalizacja funkcji Lientza; Lientz, 1972), estymator Ventera
(Venter, 1967), metode polprob HSM (ang. half-sample mode; Bickel i Frithwirth,
2006) czy metode potrozstepéw HRM (ang. half-range mode; Bickel, 2002). Nato-
miast parametryczne metody estymacji to m.in. standardowa metoda parametryczna
(ang. standard parametric mode) oraz odporna metoda parametryczna (ang. robust
parametric mode; Bickel, 2003).

2.3. Porownanie metod

Dobdr metody estymacji dominanty zalezy od specyfiki danych statystycznych. Zale-
ta dominanty jest jej odporno$¢ na skrajne wartosci rozkladu, jednak w przypadku
rozkltadow skrajnie asymetrycznych efektywno$¢ metody standardowej wykorzystu-
jacej wzor interpolacyjny maleje. Na podstawie wynikéw symulacji Jurkiewicz
i Kozlowski (2009) zauwazaja, ze im wieksza sko$nos¢, tym wigcej przedzialdow jest
wymaganych do efektywnego szacunku.

Metody parametryczne dostarczajg efektywniejszych ocen rzeczywistej dominanty
(zob. symulacje w pracy Jurkiewicza i Koztowskiego, 2009). Wada tych metod jest
jednak ich zlozono$¢ obliczeniowa — konieczne staje si¢ iteracyjne ustalenie parame-
tru najlepiej dopasowanej funkcji potegowej. Zaawansowane nieparametryczne me-
tody estymacji dominanty sg wrazliwe na zastosowanie odpowiedniej postaci funkeji
(zob. wzor (2)) oraz innych parametréw specyficznych dla danej metody.

W zestawieniu estymatoréw modalnej jednowymiarowej sporzagdzonym na pod-
stawie wynikéw symulacji w pracy Sokolowskiego (2013) najwyzsze pozycje zajely
estymatory: Chernoffa (metoda naiwna; Poncet, 2019), HSM oraz HRM. Nalezy
jednak wzig¢ pod uwage to, ze modele generowane w omawianych symulacjach nie

2W praktyce mozna wyrdzni¢ rozklady jednomodalne (w ktérych jest tylko jedna moda), wielomodalne
(wystepuje wiecej niz jedna moda) oraz takie, w ktérych moda nie istnieje.
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miaty cech rozktadéw skrajnie asymetrycznych, do ktérych nalezy rozklad wynagro-
dzen analizowany w badaniu omawianym w niniejszym artykule.

3. Wyniki badania

Analiza empiryczna polegala na estymacji dominanty za pomocg metody standar-
dowej wykorzystujacej wzér interpolacyjny (1) i wybranych zaawansowanych metod
statystycznych. Wykorzystano dane o wynagrodzeniach brutto pochodzace z repre-
zentacyjnego badania struktury wynagrodzen wedlug zawodéw za pazdziernik
2018 r. przeprowadzonego przez GUS w przedsigbiorstwach o liczbie pracujacych
powyzej dziewieciu osdb (GUS, 2020b). Dane te sg cechami quasi-ciggtymi charakte-
ryzujacymi si¢ duza liczebnoscia.

W tabl. 1 przedstawiono wybrane charakterystyki analizowanej populacji pra-
cownikéw. Histogram dla tej populacji (wykr. 1), liczacej 8425,2 tys. zatrudnionych,
$wiadczy o silnej asymetrii rozkltadu wynagrodzen.

Tabl. 1. Wybrane miary tendencji centralnej charakteryzujace populacje zatrudnionych

Miary tendencji centralnej Wynagrocljozrilztlz |vr\1,dZ)+/W|duaIne
Warto$¢ minimalna ........ccvvsnncninnnns 1763
Kwartyl pierwszy 2913
Mediana 4095
Srednia 5004
Kwartyl trzeci 5718
Wartos¢ maksymalna .......eeeeeeeeeeeceusnereinsnees 598606

Zrédto: obliczenia wtasne wykonane w programie R na podstawie: GUS (2020b).

Wykr. 1. Histogram dla catej populacji zatrudnionych
800 -

600 -

400 A

200 A

liczba przypadkéw w tys.

L

0 100 200 300 400 500 600
wynagrodzenia w tys. zt

o
L

Zrédto: obliczenia wiasne z wykorzystaniem programu R na podstawie: GUS (2020b).
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3.1. Estymacja dominanty metoda standardowa

Na pierwszym etapie badania oszacowano warto$¢ dominanty metoda standardowa
wykorzystujacg wzdr (1). W tym celu pogrupowano obserwacje w szereg rozdzielczy
o zadanej rozpieto$ci przedzialow. Najpierw przyjeto rozpigtos¢ przedzialéw na
poziomie 10% $redniej warto$ci wynagrodzenia w populacji, czyli 500,37 zl; dodat-
kowo zatozono, ze poczatek pierwszego przedzialu w szeregu rozdzielczym wynosi 0.
Na podstawie tych zalozen obliczono liczebno$¢ w przedziale dominanty i przedzia-
tach sasiednich (tabl. 2, wiersze 1-3). W celu zbadania, czy warto§¢ dominanty wy-
znaczonej ze wzoru (1) jest wrazliwa na poczatek pierwszego przedziatu, analogicz-
nie obliczono liczebnos$¢ przy zalozeniu, ze dolna granica pierwszego przedziatu jest
rowna minimalnej wartosci cechy, czyli 1763 zi.

Tabl. 2. Liczebnos¢ przedziatu dominanty i przedziatéw sasiednich
przy rozpietosci przedziatéw réwnej 500,37 zt

Granica przedziatu Rozpietos¢ Liczba Oszacowana
Przedziaty dolna (od) gérna (do) przedziatu | przypadkéw | dominanta
w zt
Poczatek pierwszego przedziatu réwny 0
Poprzedzajacy 1501,15 2001,52 500,37 3810 .
Dominanty ... 2001,53 2501,90 500,37 1361267 2379,67
Nastepujacy 2501,91 3002,28 500,37 922481
Poczatek pierwszego przedziatu rowny 1763

Pierwszy ................ 1763,01 2263,38 500,37 913427
Poprzedzajacy 2263,39 2763,76 500,37 900 956 .
Dominanty ....... 2763,77 3264,14 500,37 935996 3013,79
Nastepujacy 3264,15 3764,52 500,37 900911

Uwaga. Przedziat dominanty oznaczono pogrubieniem.
Zrédto: obliczenia wtasne wykonane w programie R na podstawie: GUS (2020b).

Na podstawie danych z tabl. 2 mozna sformulowaé nastepujace wnioski:

o w przypadku przyjecia 0 jako poczatku pierwszego przedzialu (podczas gdy mi-
nimalna warto$¢ cechy wynosi 1763,20 zt), pierwszy przedzial ma w rzeczywisto-
$ci mniejszg rozpieto$¢ niz pozostale, poniewaz 2001,52 zt — 1763,20 zt = 238,32 zl,
a z uwagi na minimalng warto$¢ wynagrodzenia w badanej zbiorowosci (1763,20 zt)
w przedziale od 1501,15 zt do 1763,20 zt nie ma zadnych przypadkéw badanej
cechy;

o jesli rzeczywista rozpieto$¢ pierwszego przedziatu rozni si¢ od pozostatych, wow-
czas przedzialy sasiadujace z przedzialem dominanty majg rézng rozpieto$¢ i nie
jest spelniony warunek konieczny do zastosowania wzoru (1);

e w przypadku rozpietoéci przedziatéw wynoszacej 500,37 zl zalozenie dotyczace
dolnej granicy pierwszego przedzialu ma istotny wplyw na oszacowang warto$¢
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dominanty (réznica pomiedzy oszacowaniami dominanty w obu przypadkach

wynosi ponad 600 zt).

Nastepnie zbadano wrazliwo$¢ wynikéw oszacowanej dominanty metoda stan-
dardowg dla réznych rozpietosci przedzialow w szeregu rozdzielczym (w z1): 10, 20,
35, 50, 100, 200, 300, 400, 500,37 i 800. Podobnie jak wczesniej dla zadanych rozpie-
tosci przedzialéw rozwazono dwa warianty poczatku pierwszego przedzialu: réwny 0
i rowny zaobserwowanej minimalnej wartosci cechy, czyli 1763,00 zt (tabl. 3).

Tabl. 3. Wyniki estymacji dominanty na podstawie wzoru interpolacyjnego

Przedziat dominanty Oszacowanie
Rozpigto,s'c’ od do dominanty
przedziatéw
w zt
Poczatek pierwszego przedziatu réwny 0
2093,01 2103,00 2095,09
2080,01 2100,00 2090,28
2065,01 2100,00 2083,24
2050,01 2100,00 2076,66
2000,01 2100,00 2057,64
2000,01 2200,00 2127,92
1800,01 2100,00 2054,47
2000,01 2400,00 2294,10
2001,53 2501,90 2379,67
2400,01 3200,00 3089,62
Poczatek pierwszego przedziatu réwny 1763
2093,01 2103,00 2098,07
2083,01 2103,00 2093,23
2078,01 2113,00 2096,05
2063,01 2113,00 2089,35
2063,01 2163,00 2119,72
1963,01 2163,00 2094,98
2063,01 2363,00 2262,62
2763,77 3264,14 3013,79
2563,01 3363,00 2623,21

a Nie mozna wyznaczy¢ dominanty (najwieksza liczba przypadkéw wystepuje w pierwszym przedziale).
Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie: GUS (2020b).

Przyblizony rozklad wynagrodzen dla wybranych rozpietosci przedziatow
uwzglednionych w tabl. 3 przedstawiono za pomocg histograméw (wykr. 2). Z tabl. 3
wynika, ze oszacowana dominanta wyznaczona ze wzoru interpolacyjnego oscyluje
wokol niskich wynagrodzen®, w zwigzku z czym wykr. 2 przedstawia tylko fragmenty
histogramow zawierajace najliczniejsze przedzialy (do wynagrodzenia ok. 4000 zi,
a dla rozpietosci 800 zt — do ok. 6000 zl). Histogram przedstawiajacy cala populacje
nie bylby czytelny (zob. wykr. 1).

3 Nalezy oczekiwac dazenia do wartosci ustawowego wynagrodzenia minimalnego.
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Wykr. 2. Fragmenty histogramu liczby przypadkéw dla réznych rozpietosci przedziatéw
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Wykr. 2. Fragmenty histogramu liczby przypadkéw dla réznych rozpietosci
przedziatéw (cd.)
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Wykr. 2. Fragmenty histogramu liczby przypadkéw dla réznych rozpietosci
przedziatéw (cd.)
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Wykr. 2. Fragmenty histogramu liczby przypadkéw dla réznych rozpietosci
przedziatéw (dok.)

1400

- =
O o O N
o O O o
o © o o

400

liczba przypadkéw w tys.

200

1500

1000

v
o
o

liczba przypadkéw w tys.

Poczatek pierwszego przedziatu réowny 0

1500 2000 2500 3000 3500 4000

Poczatek pierwszego przedziatu réwny 0

G. Rozpietosc 500,37 zt

Poczatek pierwszego przedziatu réwny 1763 zt

1000

oo}

o

o
|

(o))

o

o
|

400

liczba przypadkéw w tys.
N
o
o
1

T T T T 1 [ T T T 1
2000 2500 3000 3500 4000
przedziaty wynagrodzen w zt przedziaty wynagrodzen w zt

H. Rozpietos¢ 800 zt

Poczatek pierwszego przedziatu réwny 1763 zt

1500 —
é
2
2
E 1000 —
4
el
©
Q
>
N
a 500
©
Q
N
L
0 —
I T T 1 T T T 1
2000 3000 4000 5000 2000 3000 4000 5000
przedziaty wynagrodzen w zt przedziaty wynagrodzen w zt

Zrédto: obliczenia wtasne z wykorzystaniem programu R na podstawie: GUS (2020b).
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Histogram prezentuje dodatkowe cechy populacji, ktére majg wpltyw na oszaco-
wanie dominanty. Zmniejszenie rozpietosci przedzialu w szeregu rozdzielczym po-
woduje, ze warto$¢ oszacowanej dominanty dazy do ustawowej placy minimalnej,
ktéra w 2018 r. wynosita 2100,00 zt. Przeprowadzono zatem dodatkowg analize licz-
by przypadkéw wynagrodzenia réwnego placy minimalnej oraz z przedzialéw sg-
siednich (tabl. 4).

Z analizy wynika, ze ptace minimalng otrzymuje 7,44% populacji. Mozna uznad,
ze jest to warto$¢ oszacowanej dominanty wynikajaca z definicji, przy zalozeniu, ze
rozklad wynagrodzen jest dyskretny. Jednak oszacowana dominanta réwna placy
minimalnej reprezentuje bardzo mala frakcje przypadkéw (oséb pobierajacych wy-
nagrodzenie), wiec nie jest w pelni satysfakcjonujacym, reprezentatywnym wyni-
kiem. Najlepszym rozwigzaniem byloby zastosowanie metody pozwalajacej na ziden-
tyfikowanie warto$ci oszacowanej dominanty reprezentujacej wigksza grupe przy-
padkow - o ile takie zjawisko wystepuje.

W przypadku szeregu rozdzielczego z przedzialami o malej rozpigtosci (np. 10,
20, 50 zl) przedzialem oszacowanej dominanty jest zawsze przedzial zawierajacy
place minimalng.

Tabl. 4. Liczebnos¢ w przedziale z ptaca minimalng i w przedziatach z nig sasiadujacych

) Przedziat w zt Liczba Odsetek
Przedziaty . -
od do przypadkow populacji
Placa minimalna ... 2100,00 626 457 7,44
Rozpietos¢ przedziatu 1 zt
(PM -1 zk; PM> 2099,01 2100,00 631917 7,50
(PM; PM + 1 zb> 2100,01 2101,00 5088 0,06
Rozpietosc przedziatu 10 zt
(PM = 10 Z PM> ...oeeereerresreesieseninns 2090,01 2100,00 632339 7,51
(PM; PM 4 10 ZE> e 2100,01 2110,00 21454 0,25
Rozpietosc¢ przedziatu 11 zt
(PM =11 ZE PM> cereieceresssecenennns 2089,01 2100,00 632 387 7,51
(PM; PM 4 11 ZE> e 2100,01 2111,00 22347 0,27

Uwaga. PM - ptaca minimalna.
Zrédto: obliczenia wtasne na podstawie: GUS (2020b).

Whioski z zastosowania metody standardowej, wykorzystujacej wzor interpola-
cyjny, s3 nastepujace:

e dominanta wyznaczona dla badanej cechy jest wrazliwa na przyjeta rozpietos¢
przedzialéw w szeregu rozdzielczym oraz na poczatek pierwszego przedziatu
(réznica pomigdzy skrajnymi wynikami obliczert mody wynosi ok. 1000 z1);

e zmniejszanie rozpigtosci przedziatdéw powoduje, zZe oszacowana dominanta dazy
do ustawowej ptacy minimalnej (2100,00 z1), ktdra jest wartoscig ,,definicyjng”
przyblizonej dominanty, ale reprezentuje malg frakcje przypadkdow;
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e na wykr. 2 dla przedziatéw zawierajacych okragle wartosci wynagrodzen bedace
wielokrotnoscig 100 zt lub 500 zt mozna zauwazy¢ pewna powtarzalnos¢ (cykl),
np. co ok. 100 zt czy 500 zl, co oznacza, ze zawiera si¢ wiecej umdéw na takie okra-
gle kwoty wynagrodzen niz uméw na inne kwoty;

e dolna granica pierwszego przedzialu réwna minimum badanej cechy wydaje si¢
wlasciwa, biorac pod uwage warunki, jakie nalezy spelni¢, aby zastosowaé wzoér
interpolacyjny (1), a takze uwzgledniajac zasady grupowania obserwacji w szereg
rozdzielczy;

e w przypadku wiekszych rozpigtosci przedzialéw oszacowany rozklad w sasiedz-
twie dominanty jest bardziej sptaszczony (wykr. 2G i 2H), ale precyzja oszacowan
maleje. Przedzialy sgsiadujgce z przedzialem dominanty majg zblizong liczebno$¢,
wigc wiarygodno$¢ wynikow jest watpliwa;

¢ metoda standardowa nie pozwala na znalezienie takiej warto$ci dominanty, ktdra
reprezentuje znaczng frakcje przypadkow.

3.2. Estymacja dominanty za pomoca zaawansowanych metod statystycznych

Na drugim etapie badania zastosowano zaawansowane nieparametryczne metody
estymacji dominanty, dostepne w dodatku modeest w pakiecie R* (tabl. 5). Zgodnie
z klasyfikacjg zastosowang w czesci 2.2 mozna wsrdd nich wyrdznic takie, ktére wy-
korzystuja numeryczna optymalizacje funkeji gestosci i estymacje¢ jadrows. Sa to
metody: Parzena, Tsybakova i Meanshift. Pozostale sa metodami iteracyjnymi, ktore
nie wykorzystujg estymacji jadrowe;j.

Tabl. 5. Zaawansowane metody estymacji dominanty wynagrodzer i jej oszacowana wartos¢

Oszacowana wartos¢
Metoda )
dominanty w zt

Naiwna 3560,12
Lientza: beta = 0,22 2948,62

beta=0,37.... 3002,46
Ventera (bw = 1/3)° 2571,74
Ventera 2946,46
Grenandera .eeceeeeeeereeseeenenne 3805,38
HSM 2100,00¢
Parzena (kernel = ,uniform”)d ....... 3560,12
Asselina 2745,83
Tsybakova (kernel = ,gaussian”)d 2946,46
Meanshift 3015,52

a Parametr beta w funkgji F (Lientz, 1970). b bw (bandwith) - parametr opisujacy szerokos¢ pasma w meto-
dzie Ventera (Poncet, 2019). ¢ ,The distribution could be multimodal” (rozktad moze by¢ wielomodalny) -
uwaga wygenerowana przez program R. d Kernel oznacza rodzaj jadra uzytego w danej metodzie (Poncet,
2019).

Zrédto: obliczenia wtasne z wykorzystaniem dodatku modeest w programie R na podstawie: GUS (2020b).

4 Szczegotowy opis metod oraz przywotania literatury znajduja sie w opracowaniu Ponceta (2019).
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Whioski z zastosowania zaawansowanych metod estymacji dominanty sg naste-
pujace:

e dominanta z préby oszacowana za pomocg metod przedstawionych w tabl. 5
przyjmuje warto$ci od ok. 2100 zt do ok. 3800 zl;

e metoda HSM szacuje dominante na poziomie placy minimalnej, a wiec wskazuje
warto$¢, ktora wynika z definicji modalnej jako wartosci najczestszej;

e za pomocg metody Grenandera uzyskuje si¢ najwyzszy szacunek dominanty;

o wigkszo$¢ zastosowanych metod szacuje dominant¢ na poziomie od ok. 2700 zi
do ok. 3500 zl, a zatem rozrzut jest znaczny (800 z});

e oszacowania dominanty otrzymane za pomoca analizowanych zaawansowanych
metod statystycznych nie daza do jednej, zblizonej wartosci dominanty wynagro-
dzen, ktéra ma uzasadnienie spoleczno-gospodarcze;

e ze wzgledu na duzy rozrzut otrzymanych wynikéw mozna przypuszczaé, ze meto-
dy wymienione w tabl. 5 nie s3 odpowiednie w przypadku rozkladéw skrajnie
asymetrycznych, charakteryzujacych sie dodatkowo pewna cyklicznoscia (ktérych
przykladem jest rozklad wynagrodzen w Polsce).

4, Podsumowanie

Dominanta wynagrodzen jest wazng miarg opisujacg ich strukture, ale ze wzgledu na
silng asymetrie rozkladu (skupienie blisko ptacy minimalnej) jej estymacji nie wyko-
nuje si¢ standardowo w analizie wynagrodzen. W niniejszym artykule dokonano
przegladu metod estymacji dominanty i podjeto prébe oszacowania dominanty wy-
nagrodzen brutto w Polsce, ktorych wartoéci zaczerpnigto z reprezentacyjnego ba-
dania struktury wynagrodzen wedlug zawodow za pazdziernik 2018 r. przeprowa-
dzonego przez GUS w przedsigbiorstwach o liczbie pracujacych powyzej dziewieciu
osob (GUS, 2020b). Najpierw zastosowano najprostszag metode (obliczanie ze wzoru
interpolacyjnego) przy réznych zalozeniach dotyczacych rozpietosci przedzialow
oraz poczatku pierwszego przedzialu. Nastepnie oszacowano dominante wynagro-
dzen za pomoca zaawansowanych metod statystycznych.

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna zauwazy¢, ze rdzne metody warun-
kujg rézne oszacowania dominanty. W przypadku metody standardowej jej warto$¢
jest wrazliwa na zalozong rozpietos¢ przedzialéw w szeregu rozdzielczym i poczatek
pierwszego przedzialu. Zmniejszanie rozpigtosci przedziatéw powoduje, ze warto$é
dominanty dazy do wartosci rownej ptacy minimalnej, a zatem wskazuje przyblize-
nie dominanty wynikajace bezposrednio z definicji, ale reprezentujace bardzo malg
frakcje przypadkéw (osob pobierajacych wynagrodzenie). Zaawansowane metody
statystyczne réwniez maja ograniczone zastosowanie do analizowanych danych,
poniewaz wyniki r6znig sie znacznie w zaleznosci od zastosowanej metody.
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Analiza otrzymanych wynikéw daje podstawy do rozwazenia tezy, ze rozklad
wynagrodzen jest mieszany: ma charakter rozkladu dyskretnego dla wynagrodzen
w wysokosci ptacy minimalnej i rozkladu ciagtego dla wynagrodzen powyzej placy
minimalnej. Dodatkowo mozna zauwazy¢ pewnag powtarzalnosé¢ (cykl), np. co
ok. 100 zl czy 500 zl, co oznacza, ze w Polsce zawiera si¢ wigcej umdw, w ktoérych
kwota wynagrodzenia jest okragla, niz umdéw na inne kwoty.

Postugiwanie si¢ dominanta do opisywania struktury wynagrodzen nie ma zatem
zastosowania w przypadku zbioru o bardzo duzej liczbie obserwacji (danych quasi-
-cigglych), ktérego rozklad jest skrajnie asymetryczny oraz w ktérym wystepuja
zaburzenia (wynikajace np. z popularnosci okraglych wartosci wynagrodzen lub
innych fluktuacji). Zaréwno standardowa metoda interpolacji, jak i bardziej zaawan-
sowane numerycznie metody estymacji rozktadu nie pozwalaja wyznaczy¢ wartosci
dominanty, ktdéra opisuje rozktad wynagrodzen w oczekiwany sposob, tzn. tak, aby
reprezentowala odpowiednio wysoka frakcje przypadkéw oraz dawala zblizone wy-
niki (arbitralnie np. £50 zt czy +100 z1) dla réznych metod i zatozen.

Wydaje sig, ze rozklad wynagrodzen w Polsce jest dwumodalny’. Jedna moda
wystepuje w poblizu wynagrodzenia minimalnego i jest wskazywana zaréwno przy
bezposrednim zastosowaniu definicji, jak i przy wykorzystaniu histogramow
o waskich przedziatach. Druga moda (duzo bardziej wyplaszczona) jest widoczna na
histogramach dla przedziatéw o wigkszych rozpietosciach i wyznaczana numerycz-
nie za pomocy wiekszosci zaawansowanych metod statystycznych. Analiza pomija
szczegoly drobniejszych wahan cyklicznych spowodowanych popularnosciag okrag-
tych kwot wynagrodzen.

W przypadku zmiennych o rozktadach mieszanych wyznaczanie dominanty jest
skomplikowane i wymaga niestandardowego podejscia. Bedzie to przedmiotem dal-
szych prac badawczych autorow.
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