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O réznych kryteriach konstrukgji przedziatow ufnosci
na przykfadzie rozktadu normalnego

Stanistaw Jaworski?

Streszczenie. W artykule opisano rézne kryteria konstrukcji przedziatéw ufnosci oparte na
kontroli btedu przeszacowania i niedoszacowania parametru, jak réwniez na zadanej z gory
precyzji oszacowania tego parametru. Odpowiednie konstrukcje zilustrowano przedziatami
ufnosci dla parametréw rozktadu normalnego. Zamieszczone w pracy przyktady pokazujg
wptyw zadanych kryteriéw na postac przedziatéw ufnosci, a wykonane obliczenia przedstawia-
ja zaleznos¢ szerokosci danego przedziatu od rozmiaru préby i odwrotnie — rozmiaru préby od
zadanej szerokosci tego przedziatu. Zagadnienie doboru wielkosci préby przy zadanej z gory
precyzji oszacowania parametru zaprezentowano z uwzglednieniem rozwigzan, ktére nie zale-
23 od szacunkowych wartosci nieznanego parametru. Celem artykutu jest pokazanie, w jaki
sposéb mozna rozszerzy¢ temat konstrukgeji przedziatéw ufnosci w edukacji statystycznej.

Stowa kluczowe: dobor wielkosci proby, poziom ufnosci, precyzja oszacowania, przedziaty
ufnosci
JEL: C13

On various criteria for the construction
of confidence intervals on the example
of normal distribution

Abstract. The paper describes various criteria for the construction of confidence intervals
based on the control of the error of overestimation or underestimation of a parameter and on
the pre-determined precision of the parameter estimation. The respective constructions are
illustrated by confidence intervals for the parameters of the normal distribution. Examples
presented in the paper show the influence of some selected criteria on the formula of the
appropriate confidence interval. The performed calculations show the dependence of the
width of a given interval on the size of the sample, and vice versa - the size of the sample on
the pre-determined width of this interval. The problem of selecting the sample size with a pre-
determined precision of the estimation was presented taking into account solutions that do
not depend on the estimated values of the unknown parameter. The aim of the study is to
show how the problem of confidence intervals construction can be presented more compre-
hensively in statistical education.
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1. Wprowadzenie

Przedzialy ufno$ci, wprowadzone do wnioskowania statystycznego przez Jerzego
Splawe-Neymana, nalezg do najwazniejszych narzedzi statystycznych. Zasadnicza
praca o przedzialach ufnosci pochodzi z 1937 r. (Neyman, 1937), aczkolwiek to
wczeéniejsza publikacja — artykul zamieszczony w ,,Journal of the Royal Statistical
Society” (Neyman, 1934) - zostala uznana za jedno z najwigkszych dwudziesto-
wiecznych osiggnie¢ w dziedzinie metodologii statystyki (Kotz i Johnson, 1992).
Przelomowy artykut z 1934 r. powstal na bazie monografii z 1933 r. opracowane;j
w ramach wspdlpracy Neymana z Instytutem Spraw Spolecznych (Krzysko i in.,
2018).

Neyman (1934) zaproponowal dwa kryteria konstrukeji przedziatu ufnosci:
1. przedzial musi da¢ sie wyznaczy¢;
2. przedzial powinien by¢ jak najwezszy.

Pierwsze kryterium wyraza poglad Neymana, ze statystyka powinna mie¢ wymiar
praktyczny. Drugie kryterium, wynikajace z postulatu, ze blad estymacji powinien
by¢ jak najmniejszy, mozna modyfikowaé poprzez uwzglednienie z jednej strony
ryzyka przeszacowania i niedoszacowania parametru, z drugiej za$ - doboru wielko-
$ci proby gwarantujgcej zadang precyzje oszacowania. Te modyfikacje prowadza do
kolejnych interesujacych kryteriow konstrukeji przedzialéw ufnosci, ktdre sg przed-
miotem niniejszego artykutu i zostang oméwione, a nastepnie zilustrowane na przy-
kfadzie modelu gaussowskiego. Zamieszczone obliczenia uwzgledniaja praktyczne
mozliwosci ich realizacji i pokazuja wplyw, jaki na konstrukcje przedziatu ufnosci
ma kontrola jego szerokosci oraz bledu polegajacego na przeszacowaniu lub niedo-
szacowaniu parametru. Wynika z tego, ze praktyczne zastosowanie konkretnego
przedziatu ufnosci powinno by¢ zawsze poprzedzone pytaniem, czy przedzial ten jest
odpowiedni dla badanego zagadnienia oraz czy rozmiar préby, ktéra dysponujemy,
jest wystarczajacy do uzyskania pozadanej precyzji oszacowan. Dla praktykow te
pytania s3 bardzo wazne, dlatego wydaje si¢, ze uwzglednienie oméwionych kon-
strukcji w edukacji statystycznej jest jak najbardziej zasadne.

2. Przedziat ufnosci

Podstawg konstrukcji przedziatu ufnosci jest n-wymiarowy wektor losowy (wektor
obserwacji) X o rozkladzie prawdopodobienstwa Py. Rozklad ten zalezy od niezna-
nego parametru 6. Wiadomo jedynie, ze parametr ten nalezy do pewnego znanego
zbioru ©, nazywanego przestrzeniq parametréw. Na podstawie realizacji wektora
losowego X mozna oszacowa¢ ten parametr za pomoca przedziatu ufnoéci. Klasycz-
na definicja przedziatu ufnosci jest nastepujgca:



S.JAWORSKI O réznych kryteriach konstrukcji przedziatéw ufnosci na przyktadzie rozktadu normalnego 23

Definicja. Przedzial (6, (X), 6z (X)), taki ze
Po{0 € (6,(X),0:(X))} = 6,V6 € 0, 1)
nazywamy przedziatem ufnosci dla parametru 6, na poziomie ufnosci § € (0, 1).

W praktyce przyjmuje si¢, ze § jest ustalong wartoécia, najczesciej réwna 0,95 lub
0,99. Podana definicja dotyczy parametru jednowymiarowego. Gdyby parametr 6
byt wielowymiarowy, podana definicja nie zmienitaby sie, poza tym ze stowo prze-
dziat zostaloby zastgpione stowem zbidr lub obszar. W podanej definicji prawdopo-
dobienstwo Pg{@ € (GL (X), 05 (X))} jest rozumiane nastepujgco:

Po{X € {x e R™ 0 € (6,(x), 6:(0))}}. 2)

Oznacza to, ze w przeciwienstwie do wektora X parametr 8 nie jest losowy. Dlatego
méwimy o prawdopodobienstwie pokrycia parametru 6 przez przedzial ufnosci,
a nie o prawdopodobienstwie, ze parametr 6 nalezy do tego przedziatlu. Chociaz
mozna uznad, ze obie interpretacje sg logicznie rownowazne, to druga sugeruje, ze 6
jest zmienng losows, co nie jest prawda. Przypadek modelu statystycznego, w ktérym
0 jest zmienng losowa, prowadzi do pojecia bayesowskiego przedziatu wiarygodnosci.

3. Kryteria konstrukgcji przedziatu ufnosci

Whnioskujgc na podstawie przedzialu ufnosci, gdy wektor losowy X zrealizuje si¢ jako
x € R™, mozemy mie¢ do czynienia z jedna z trzech niewidocznych dla nas sytuacji:
1. 0 € (6,(x),0:(x));

2.0 <6,(x);

3. 0 = 6z(x).

W kazdej z nich wyprowadzamy ten sam wniosek, ze prawdziwa i nieznana war-
to$¢ parametru 6 zostala pokryta przez przedziat (6, (x), 6z (x)). Dlatego jezeli zaj-
dzie pierwsza sytuacja, wyprowadzony wniosek jest poprawny. W drugiej méowimy
o bledzie przeszacowania, a w trzeciej — o bledzie niedoszacowania. Przy poziomie
ufnodci 6 ryzyko popelnienia btedu przeszacowania lub niedoszacowania wynosi co
najwyzej 1 — 4. Jezeli oznaczymy ryzyko przeszacowania jako @, a ryzyko niedo-
szacowania jako a,,, to zgodnie z ideg konstrukcji przedziatu ufnosci mamy:

a,+a, <1-6. €)

Formalnie a, = Pp{6 < 0, (X)}ia, = Pg{6 = 0z(X)}.
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Najpopularniejszym kryterium konstrukcji przedzialu ufnosci jest symetryczny
podziat ryzyka bledu. Zgodnie z tym kryterium funkcje 6, (x) oraz 6z (x) dobiera sie
tak, aby zachodzita réwnosé¢ Py{6 < 6, (X)} = Pg{0 = 6z(X)}. W tym przypadku
ryzyko przeszacowania i ryzyko niedoszacowania sg takie same: a, = a,. W przy-
padku gdy wektor losowy X ma rozklad typu cigglego, mozna przyjac¢ a, = a, =
(1-46)/2.

Zdarzajg si¢ sytuacje, w ktdrych z powodéw merytorycznych bardziej wskazany
jest niesymetryczny podzial ryzyka bledu. Na przyklad nie chcac popelni¢ bledu
przeszacowania, nalezy przyja¢ a, = 0. Konsekwencja takiego zalozenia jest przyje-
cie 8, =inf®. Jezeli parametr 6 jest sredniag w rozkladzie normalnym, wdéwczas
0, = —oo, a jezeli oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w rozkladzie dwumiano-
wym, to 8, = 0. Innymi stowy, nie ma niebezpieczenstwa przeszacowania, poniewaz
lewy koniec przedzialu zawsze znajdzie si¢ ponizej nieznanej wartosci parametru,
bez wzgledu na obserwacje otrzymane w dos$wiadczeniu. Uzyskujemy przedzial,
w ktérym wyznaczany jest tylko jego prawy koniec. Taki przedzial ufnosci nazywany
jest jednostronnym przedziatem ufnosci (dokladniej: prawostronnym). Przedzial le-
wostronny uzyskuje sie dla a,, = 0. Wtedy 8z = sup 0, co oznacza brak mozliwosci
niedoszacowania parametru.

Bardzo istotnym elementem we wnioskowaniu opartym na przedziatach ufnosci
jest, wskazana przez Neymana (1934), szeroko$¢ przedzialu ufnoéci. Dwa wyzej wy-
mienione kryteria kladly nacisk jedynie na ryzyko btedéw, co nie zapewniato uzy-
skiwania najwezszych przedzialdéw. Minimalizacja szerokosci przedzialu ufnosci
polega na takim doborze funkcji 6, (x) i Oz(x), aby dla wszystkich mozliwych ob-
serwacji X szeroko$¢ przedziatu, tzn. réznica O (x) — 6, (x), byta najmniejsza. Gdy
nie jest to mozliwe, mozna przyja¢ nieco stabsze kryterium minimalizacji przeci¢tnej
szerokosci przedzialu ufnosci, czyli taki dobdr funkeji 8, (x) i Oz(x), dla ktorych
wielkos¢

Eg(6r(X) — 6,(X)) (4)
jest najmniejsza dla kazdego 6 € ©.

Na podstawie szerokosci przedzialu ufnosci mozna przyjaé kryterium, ktérego
spelnienie zalezy nie tyle od koncow przedziatu ufnosci, ile od rozmiaru préby. Na-
wet najwezszy przedzial ufnosci moze w praktyce nie by¢ dostatecznie waski. Dlate-
go tez rozwaza sie dwa podejscia polegajace na konstrukeji przedziatéw ufnosci
o zadanej szerokosci, w szczegdlnosci takiej, ze:

1. $rednia szerokos¢ przedzialu ufnosci ma nie przekracza¢ zadanej wartosci d > 0,
tzn.

Eg(0r(X) — 6,(X)) <d, V0 € ©; (5)
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2. z duzym prawdopodobienstwem szerokos¢ przedzialu ufnoéci ma nie przekracza¢é
zadanej wartosci d > 0, czyli

gdzie y jest dang wartoscig bliska 1.

4, Konstrukcja przedziatu ufnosci

Zasadnicza konstrukeja przedzialu ufnosci polega na znalezieniu takiego zbioru Ag,
dla ktorego zachodzi Po{X € Ay} = 6, dla kazdej wartoéci parametru 6 € 0. Na-
stepnie dla dowolnej realizacji x wektora losowego X definiuje si¢ nastepujacy zbior:

C(x) ={0 € 0:x € Ag}. @)

Zbidr losowy C(X) jest zbiorem ufno$ci na poziomie ufnosci §. W praktyce dla
jednowymiarowego parametru 6 przyjmuje on zazwyczaj postac przedziatu.

Przy konstrukcji przedzialu ufnosci przydaje sie funkcja centralna t(x,6)
(Krzysko, 1996). Zgodnie z definicja tej funkcji t(X, 6) jest zmienng losowg o roz-
ktadzie niezaleznym od parametru 8 € © oraz dla kazdej realizacji x wektora loso-
wego X odwzorowanie 6 — t(x,6) jest monotoniczng funkcjg parametru 6 € ©.
Stad

1. mozna wyznaczy¢ takie dwie liczby t1,t, € R, ze
Poft; <t(X,0) <t} =6 (8)

dla dowolnego 6 € 0;
2. mozna dobra¢ takie dwie funkcje 8, (x) i 6z (x), dla ktorych zachodzi réwnowaz-
nos¢

t; < t(x,0) <t, 0 € (6,(x),0:(x)). ©)

Wtedy przedzial (6,(X), 0z (X)) jest przedzialem ufnoéci dla parametru 6 € O,
poniewaz

Po{6 € (6,(x),0r(x))} = Poft; < t(X,0) <t} =6 (10)

dla dowolnego 6 € O. Jezeli znamy funkcje centralng, to konstrukcja przedziatu
ufnosci jest dos¢ prosta. Trzeba jednak wiedzie¢, jak taka funkcje skonstruowac.
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W tym przypadku wymagana jest dobra znajomo$¢ rozktadéw prawdopodobienstwa
zmiennych losowych.

Poza omoéwionymi wyzej kryteriami sg jeszcze inne, zwigzane z takimi pojeciami,
jak jednostajnie najdoktadniejsze zbiory ufnosci, nieobcigzone zbiory ufnosci oraz
ekwiwariantne zbiory ufnosci. Ich konstrukcja wymaga znajomosci teorii weryfikacji
hipotez. Wiele informacji na temat tych koncepcji mozna znalezé w ksigzce
Lehmanna (1968) lub Bartoszewicza (1996).

5. Przykiady

Zaktadamy, ze proba Xi,X,, ..., X,, sklada si¢ z niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie normalnym N(u,02). Przy powyzszym zalozeniu, przyj-
muj3c oznaczenie

s2=_Lyn (X, - X)?, (11)

n-1

mozna udowodnié, ze:
(n—1)s2

o2

1. zmienna losowa ma rozklad chi-kwadrat z n — 1 stopniami swobody;

2. zmienna losowa Xs;ux/ﬁ ma rozklad ¢-Studenta o n — 1 stopniach swobody.

Z podanych faktow wynika, ze przy oznaczeniu X = (Xq, X5, ..., X,,) funkcje

— - 2
t, (X, u) = XT” noraz t,(X,0%) = -5 (12)

o2

sa funkcjami centralnymi. Pierwsza jest monotoniczna ze wzgledu na parametr u,
a druga - ze wzgledu na 2. Obie tez maja rozklady niezalezne od parametréw u
i 02. Wektor 8 = (u,0?) mozna zatem traktowaé jako parametr wielowymiarowy.
Zwr6éémy uwage na to, ze do tego miejsca parametr byl jednowymiarowy. Przejécie
na dwuwymiarowo$¢ nie zmienia istoty rzeczy, co zostanie pokazane w przykladach.
Niemniej, zeby uniknaé nieporozumien, zostanie przytoczona definicja przedziatu
ufnodci dla przypadku, gdy 6 = (64, 6,).

Definicja. Przedzial (6, (X), 6 (X)), taki ze
Po{6; € (6,(X),0:(X))} = 6,v0 €0, (13)

nazywamy przedziatem ufnoéci dla parametru 6;, na poziomie ufnosci § € (0, 1).
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Analogicznie definiuje si¢ przedzial ufnosci dla 8,. W obu przypadkach prze-
strzeri parametréw © jest podzbiorem przestrzeni R?. W sytuacji, w ktorej przedziat
ufnosci jest wyznaczany dla parametru 6, parametr 8, nazywa si¢ parametrem za-
burzajgcym lub zaktécajgcym. 1 na odwrét, gdy wyznaczamy przedzial ufnosci dla
0,, parametrem zakldcajacym jest 6;. O znaczeniu takich parametréw w estymacji
lub weryfikacji hipotez statystycznych mozna przeczyta¢ np. w pracach Lehmanna
(1968, 1991).

Korzystajac z funkcji centralnej t; (X, i), budujemy przedzial ufnoéci dla parame-
tru p. Niech t,, oznacza kwantyl rzedu v rozkladu #-Studenta o n — 1 stopniach swo-
body. Dla ustalonego §; € [0, 1] mamy

P o2{ts, <t1(X,p) < tsys,} = 6,V(u € R, 02 € R,). (14)
Poniewaz
_ S _ S
s, <t (X, 1) < Loyo, & 1 € (x ~tors, Xty ﬁ)' (15)

przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej 4 na poziomie ufnosci § ma postaé

_ S _ S
(X —ts+s, \/_ﬁ’X —ts, \/_ﬁ) (16)

Stad wynika réwniez, ze dla prawdopodobienstwa przeszacowania a, zachodzi
— S
ap =Pu,o‘2 {uSX—t5+51\/_ﬁ}= 1—(6+51), (17)

a dla niedoszacowania a,, -

ay =P, {u > X —ts, —} =4;. (18)

Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku, w ktérym o jest parametrem zaburza-

Jacym, mamy

Ay ={xts, <ty (o) < tsys,) (19)
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oraz
Cx)={uxed,} <‘ t S ¢ t S) (20)
= =|x- —, X —ts, —]|.
u u 5+64 \/ﬁ 51 \/H
Poniewaz rozklad t-Studenta jest symetryczny wzgledem 0, mamy t5, = —t;_s,

i przedzial ufnosci dla wartosci $redniej mozna zapisaé w postaci

_ s s
(X ~tous, = K+ b, ﬁ)' 1)

Przy symetrycznym podziale ryzyka przyjmujemy §; = ?, poniewaz wtedy

1-6
Ap = Ay = - (22)

Zastepujac § przez 1 — a, otrzymamy znang z podrecznikéw postacé

_ S _ S
(X - tl—a/Z —, X+ t1—a/2 (23)

Vn Tﬁ)'

Jezeli przyjmiemy prawdopodobienstwo przeszacowania 1 — (8 + ;) lub niedo-
szacowania &, rowne 0, otrzymamy jednostronny przedzial ufnosci

(—00,)? + ts j_ﬁ) lub ()? —ts \% 00). (24)

Jednostronne przedzialy nie s3 z pewno$cig najwezsze, poniewaz ich szerokos¢
jest nieograniczona. Aby znalez¢ najwezszy przedzial ufnosci, za 6; nalezy przyjac

takq warto$¢ z przedziatu (0,1 — &), dla ktérej szerokos¢ przedziatu

S
(ts+s, — ts,) N (25)

jest najmniejsza. Osiggamy to poprzez minimalizacje funkcji
[(8)) = tsys, —ts, = F71(8 +61) = F7(81), (26)

gdzie F oznacza dystrybuante rozktadu ¢-Studenta o n — 1 stopniach swobody.
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Dystrybuanta F oraz jej odwrotno$¢ F~1 s3 funkcjami rézniczkowalnymi, a zatem

di(8,) 1 1

a6 TG +E) [’ )
gdzie f jest funkcja gestosci rozkladu t-Studenta.
Pochodna funkgji [(8;) zeruje sie, gdy
F71(6 + 6,) = —F~1(6y). (28)

Z wlasnosci kwantyli rozkladu t-Studenta wynika, Ze jest to mozliwe tylko wtedy,
gdy 6, = 1;—6. Oznacza to, ze najwezszy przedzial ufnosci dla wartosci $redniej jest
jednoczesnie przedziatem o symetrycznym podziale ryzyka btedu. Jest rowniez prze-
dziatem o najmniejszej $redniej szerokosci tego przedziatu, ktéra w tym przypadku

Wynosi

(205 () vz B

) (29)
n(n — 1)1"(n; 1) ’ »

gdzie indeks n dopisany do wcze$niej zdefiniowanej funkcji I stuzy podkresleniu, ze
funkcja ta zalezy od rozmiaru préby poprzez stopnie swobody rozktadu ¢-Studenta.

Nalezy zauwazy¢, ze szerokos¢ przedziatu ufnosci jest proporcjonalna do odchy-
lenia standardowego S z proby, a $rednia szeroko$¢ owego przedzialu — do parame-
tru 0. Stad tez, aby kontrolowaé szeroko$¢ przedzialu ufnoéci, nalezy rozwazy¢ sze-
rokos$¢ wzgledna (szerokos¢ przedziatu podzielong przez odchylenie standardowe o).
W szczegdlnosci szukamy takiej minimalnej wielkosci proby, by dla zadanego d > 0
zachodzit jeden z warunkéw:

1. $rednia wzgledna szerokos$¢ przedziatu nie przekracza d:

1-6 n
73 L () (3) <d (30)
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2. z bardzo duzym prawdopodobienstwem wzgledna szeroko$¢ przedzialu nie prze-
kracza d:

5% <

dla ustalonego y € [0, 1] bliskiego 1.

Poniewaz zmienna losowa vn — 1 §/0 ma rozklad chi z n — 1 stopniami swobo-
dy, drugi warunek mozna zapisa¢ w postaci

<d, (32)

Jo—-Dn

gdzie G; 1 (y) oznacza kwantyl rzedu y rozktadu chi z n — 1 stopniami swobody.

L (1 ; 6) Gy ' (¥)

Oba warunki mozna rozwigza¢ numerycznie ze wzgledu na n. W tabl. 1 podano
rozmiary proby dla zadanej doktadnosci d. W drugiej kolumnie znajduja si¢ rozmia-
ry dla szerokosci oczekiwanej, a w trzeciej — dla szerokosci, ktdra jest realizowana
z prawdopodobienstwem y = 0,9. W obu przypadkach przyjeto poziom ufnosci
6 =0,95.

Tabl. 1. Rozmiary préby dla zadanej dokfadnosci d

4 Rozmiar préby dla szerokosci
oczekiwanej prawdopodobnej
78 93
98 116
128 148
173 196
248 276

Zrédio: opracowanie wiasne.

Na przykiad dla préby rozmiaru 98 oczekiwana wzgledna szerokos$¢ przedziatu
ufnosci nie przekracza 40% odchylenia standardowego. Przy tej samej precyzji
w drugim przypadku rozmiar proby jest wigkszy. Mozemy wtedy powiedzie¢, ze przy
probie rozmiaru 116 z prawdopodobienstwem 0,9 uzyskujemy przedzial ufnosci
o wzglednej szeroko$ci nieprzekraczajacej 40% odchylenia standardowego.

Podobnie mozna skonstruowaé przedzialy ufnoéci dla wariancji o2, przy czym
w tym przypadku to u jest parametrem zaburzajacym. Korzystajac z funkcji central-
nej t,(x, 02), otrzymujemy
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P,o2{x3, < t2(X,0%) < x3,5,} = 6,V(u €R,0% ER,), (33)

gdzie y2 oznacza kwantyl rzedu v rozkladu chi-kwadrat z n — 1 stopniami swobody
oraz §; € [0,1 — J] jest ustalong dowolnie wartoscia.

Z réwnowaznosci

(n—1)S? (n—1)S?
X§1 < tZ(XI 02) < X§+51 < 02 € ( 2 ) 2 ’ (34)
X5+5, X5,
wynika, ze przedzial ufnosci dla wariancji 62 na poziomie ufno$ci § ma posta¢
(n—1)S? (n—1)S§?
< — ) (35)
X5+8, Xs,
Stad prawdopodobienstwo przeszacowania
, _ (n—1)s?
ay =Pys210° < ——F——r=1-(6+67), (36)
Xs+6,
a niedoszacowania
n—1)s?
an =Py {02 > (—2)} = &;. (37)
: X2

Analogicznie do przypadku oszacowania wartosci $redniej, dla §; = 1;—6 otrzy-
mamy przedzial ufnosci o symetrycznym podziale ryzyka btedu. W przypadku braku
ryzyka przeszacowania otrzymamy przedzial

(0’ M) (38)

2
Xi-s

a przy braku ryzyka niedoszacowania - przedzial

<—(n - Ds? , oo>. (39)

2
X1i+s
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Najwezszy przedzial ufnosci otrzymuje si¢ dla §; wyznaczonego z réwnania

1 1

FFiG ) FOFIGY) (40

gdzie F i f oznaczajg odpowiednio dystrybuante i funkcje gestosci rozkladu chi-
-kwadrat z n — 1 stopniami swobody (dla n > 2).

Poniewaz rozklad chi-kwadrat nie jest symetryczny, warunek ten mozna rozwia-
za¢ jedynie numerycznie. W tabl. 2 zawarto szerokos$ci przedziatéw ufnosci o syme-
trycznym podziale ryzyka bledu oraz przedziatéw najwezszych. W ostatniej kolum-
nie podano prawdopodobienstwa niedoszacowania.

Tabl. 2. Szerokosci przedziatéw ufnosci o symetrycznym podziale ryzyka btedu
oraz przedziatéw najwezszych

Szerokos$¢ przedziatu
Rozmiar proby o0 symetrycznym naiwezszedo 8,
podziale btedu we 9
10 0,259 0,221 0,048
20 0,075 0,069 0,044
30 0,038 0,036 0,042
40 0,024 0,023 0,040
50 0,017 0,016 0,039
100 0,006 0,006 0,035

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zagadnienie dotyczace przedziatéw ufnosci dla wariancji w odniesieniu do ich
zadanej szeroko$ci mozna rozpatrywaé w ujeciu wzglednym, tzn. w jednostkach
szacowanej wariancji. Na przyklad warunek, ze $rednia wzgledna szeroko$¢ prze-
dzialu dla wariancji ma nie przekroczy¢ wartosci d, zapisujemy nastepujaco:

. {(n—1)52< 1 1 )} ( 1 1 )( b <d w
2 - | — — =|— — n— s dAd.
P 0 \XE, Kb, X5, Xbis,

Natomiast warunek, ze z bardzo duzym prawdopodobienstwem (dla y € (0,1)

bliskiego 1) wzgledna szeroko$¢ przedziatu nie przekracza d, zapisujemy w postaci

(n—-1)s? <L o )} > o N
P, s2 { 7\ "I y lub w postaci réwnowaznej:
1 1
(—2 ~— )Gn‘l()/) <d, (42)
X5, Xs+5,

gdzie G;*(y) oznacza kwantyl rzedu y rozkladu chi-kwadrat z n — 1 stopniami
swobody.
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Oba podane warunki mozna rozwigza¢ numerycznie ze wzgledu na rozmiar pro-
by n. Celem jest znalezienie takiego najmniejszego n, dla ktérego zachodzi pierwszy
albo drugi warunek. Nalezy przy tym pamietaé, ze kwantyle )(§1 i x2 +5, Towniez
zaleza od rozmiaru proby. Prawdopodobienstwo niedoszacowania &§; mozna
uprzednio ustali¢ lub przyja¢ takie, ktére daje najwezszy przedzial ufnosci. W tym
drugim przypadku prawdopodobienstwo to réwniez zalezy od rozmiaru préby. Na
przyktad dla §; = ﬂﬁ =0951y =09 w tabl. 3 podano wielkosci préby dla
zadanej szerokosci wzglednej przedziatu ufnosci.

Tabl. 3. Rozmiary préby dla oczekiwanej oraz prawdopodobnej szerokosci przedziatu ufnosci

d Rozmiar préby dla szerokosci
oczekiwanej prawdopodobne;j
161 203
201 248
260 314
350 415
501 578

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na przyktad dla proby rozmiaru 201 oczekiwana wzgledna szeroko$¢ przedziatu
ufnosci nie przekracza 40% szacowanej wariancji. Natomiast aby wzgledna szerokos¢
z prawdopodobienstwem 0,9 réwniez nie przekroczyla 40% szacowanej wariancji,
rozmiar proby musi by¢ wiekszy i wynosi¢ co najmniej 248. W obu przypadkach
prawdopodobienstwo niedoszacowania jest rowne prawdopodobienstwu przeszaco-
wania i wynosi 2,5%.

6. Wymiar edukacyjny

Podreczniki oraz skrypty do statystyki dla studentow zawieraja wiedze albo o wyso-
kim stopniu ogélnosci, jak prace Lehmanna (1968) lub Bartoszewicza (1996), albo
przeciwnie — o niewielkim wycinku wnioskowania statystycznego. W obu przypad-
kach brakuje odniesienn do - przedstawionych w niniejszym artykule - koncepcji
podzialu ryzyka btedu przeszacowania lub niedoszacowania parametru oraz koncep-
¢ji optymalnej liczebnosci préby.

Pierwsza z wymienionych koncepcji jest uzyteczna, gdy niesymetryczny podziat
ryzyka bledu jest lepszy od symetrycznego — wowczas gdy strata wynikajaca z niedo-
szacowania danego parametru jest inna niz wynikajaca z przeszacowania. Na przy-
kiad lepiej nie doszacowaé niz przeszacowaé warto$¢ zagrozong, ktora zabezpiecza
banki przed utratg ptynnosci finansowe;j.

Druga koncepcja poszerza, ujete w programach nauczania, zagadnienie doboru
wielkosci proby. Standardowe podejscie wymaga oszacowania odchylenia standar-
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dowego przed ustaleniem rozmiaru préby, co wymusza pobranie préby wstepnej
albo korzystanie z wynikéw innych badan. Dzialania te moga okaza¢ sie nieprak-
tyczne, a otrzymane oszacowania — nieprecyzyjne. Ponadto dotycza jedynie przy-
padku, w ktérym podzial ryzyka btedu pomiedzy przeszacowanie a niedoszacowanie
jest symetryczny. Sa to wady, ktdrych nie ma zaprezentowany w artykule dobdr
wielkosci préby.

Wyznaczenie przedziatéw ufnosci o niesymetrycznym podziale ryzyka btedu oraz
dobdr optymalnych wielkosci nie s skomplikowane. Wartoéci kwantyli znanych
rozkladéw prawdopodobienstwa oraz funkcji gamma mozna wyznaczaé w arkuszach
kalkulacyjnych oraz w ogdlnie dostepnych pakietach statystycznych. Iloraz funkcji
gamma w nieréwnosci (30) moze powodowa¢ problemy numeryczne. Jezeli jednak
iloraz ten bedzie odpowiednio liczony (np. przy wykorzystaniu wlasnosci rekuren-
cyjnej funkcji gamma), problemy te nie wystapia.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze przedstawione przyklady dotycza szczegdlnego przy-
padku rozkladu normalnego, ktory jest rozkladem typu ciaglego. Konstrukcja prze-
dziatéw ufnoséci dla parametréw rozkladu dyskretnego okazuje si¢ pod pewnymi
wzgledami trudniejsza. Z tego powodu w edukacji statystycznej popularne staly si¢
asymptotyczne przedzialy ufnosci, np. dla wskaznika struktury (rozumianego jako
odsetek obiektow calej populacji majacych interesujacg nas wlasno$c). Przedzialy te
nie sg jednak przedzialami ufnos$ci w my$l podanej definicji i mozna je z powodze-
niem zastapi¢ przedzialem dokladnym (Zielinski, 2009), a nawet, doktadajac pewien
mechanizm losowy, poprawi¢ jego wlasciwosci (Zielinski, 2017).

7. Podsumowanie

W artykule przedstawiono przyklady konstrukeji przedzialéw ufnosci na podstawie
kryteriéw wynikajacych z kontroli ryzyka przeszacowania i niedoszacowania para-
metru oraz zagadnienia doboru wielkosci proby gwarantujacej zadang precyzje osza-
cowania. Podane kryteria uwzgledniaja ewentualny wymodg asymetrii tego ryzyka
oraz, w przypadku najkorzystniejszego wyboru optymalnego rozmiaru proby, daja
rozwigzania niezalezne od szacunkowych wartosci nieznanych parametrow. W ten
sposob podane konstrukcje moga, w ramach typowej edukacji statystycznej, posze-
rzy¢ zakres zagadnien zwiazanych z konstrukcja przedziatéw ufnoéci, a takze przy-
czyni¢ si¢ do ich lepszego zrozumienia.
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