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Synopsis. Zaprezentowano modele logitowe i probitowe, które mog¹ byæ wykorzystywana do identyfikacji
nieubogich i ubogich gospodarstw domowych w oparciu o wybrane czynniki spo³eczno-ekonomiczne.

Wstêp
Ubóstwem okre�la siê sytuacjê, w której jednostka (osoba, rodzina, gospodarstwo domowe)

nie dysponuje wystarczaj¹cymi �rodkami pozwalaj¹cymi na zaspokojenie jej potrzeb. Stanowi to,
tzw. ekonomiczn¹ definicjê ubóstwa, która w praktyce jego pomiaru jest przyjmowana najczê�ciej
[Panek 2007, Sen 1976, Kot 2000].

Wybór sposobu pojmowania ubóstwa (podej�cie absolutne oraz podej�cie relatywne, sposób
obiektywny lub subiektywny) stanowi wstêpny etap przy podejmowaniu decyzji co do sposobu
jego pomiaru [Betti, Vema 2004, Ravallion, Chen 2003, Szukie³ojæ-Bieñkuñska 2005]. Istotne jest
tak¿e przyjêcie kryteriów identyfikacji ubóstwa (podej�cie klasyczne, w którym ocena poziomu
zaspokajania potrzeb odbywa siê wy³¹cznie przez pryzmat dochodów/wydatków oraz podej�cie
wielowymiarowe, w którym przy identyfikacji uwzglêdnia siê tak¿e czynniki pozadochodowe).
Efektem tego s¹ ró¿ne metody identyfikacji gospodarstw ubogich lub nieubogich.

Rozstrzygniêcie problemu ubogiej osoby lub gospodarstwa domowego nastêpuje po uprzed-
nim okre�leniu linii ubóstwa, czyli progowego poziomu granicznego dochodu, czêsto ustalonego
arbitralnie. W przypadku podej�cia klasycznego, dla wyodrêbnienia subpopulacji ubogich dyspo-
nuj¹c poziomem linii ubóstwa oraz dochodów mo¿na zidentyfikowaæ osoby (gospodarstwa domo-
we) ¿yj¹ce w tzw. sferze ubóstwa oraz nastêpnie okre�liæ tê sferê w wymiarze zakresu oraz inten-
sywno�ci ubóstwa [Kurowski 2009ab].

Celem artyku³u jest zaprezentowanie modelowania logitowego i probitowego, które mo¿e byæ
wykorzystywane do okre�lenia sytuacji ekonomicznej ludno�ci, czyli identyfikacji ubogich lub
nieubogich gospodarstw domowych na podstawie determinant, (cech) spo³eczno-demograficzne.
Dysponuj¹c ekwiwalentnymi rozporz¹dzalnymi dochodami gospodarstw domowych (porówny-
walnymi miernikami sytuacji materialnej wszystkich pojedynczych gospodarstw domowych) oraz
granic¹ ubóstwa, mo¿na dokonaæ identyfikacji ubóstwa ka¿dego gospodarstwa domowego (co
stanowi zmienn¹ zale¿n¹ modeli), a nastêpnie skoncentrowaæ siê na ocenie natê¿enia, dotkliwo�ci
i skuteczno�ci wp³ywu tych cech.

Wybór znanych czynników wp³ywaj¹cych na ryzyko popadniêcia w ubóstwo, tworzy wej�cio-
wy zbiór zmiennych niezale¿nych modeli. Przyjêto, ¿e w modelowaniu zmienne obja�niaj¹ce powin-
ny charakteryzowaæ uwarunkowania danego gospodarstwa domowego takie, jak: przynale¿no�æ
do grupy spo³eczno-ekonomicznej, wykszta³cenie g³owy gospodarstwa, klasa miejscowo�ci za-
mieszkania, liczba osób w gospodarstwie domowym, liczba dzieci w rodzinie, rodzina niepe³na (tak/
nie), wiek cz³onków rodziny, posiadanie oszczêdno�ci (tak/nie), struktura wydatków i inne.

Procedury estymacji modeli logitowych i probitowych przeprowadzono na podstawie wyni-
ków próby empirycznej gospodarstw domowych na Podkarpaciu w 2008 r.
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Teoria estymacji modeli dwumianowych
Modele probitowe i logitowe [Guzik i in. 2004, Zelia� i in. 2002, Maddala 2006] nazywane

równie¿ modelami dwumianowymi s¹ wykorzystywane do opisu zmiennych jako�ciowych. W
modelach dwumianowych rozwa¿a siê zmienne dychotomiczne, których wariantom przyporz¹dko-
wuje siê warto�æ 1 lub 0. Je¿eli yi przyjmuje warto�æ 1 lub 0 (dla odpowiednich wariantów zmiennej
jako�ciowej), gdzie i oznacza jednostkê ekonomiczn¹, to: P(yi=1)=pi, P(yi=0)=1-pi.

Prawdopodobieñstwo jest funkcj¹ wektora zmiennych obja�niaj¹cych xi oraz wektora parame-
trów b, co zapisaæ mo¿na jako: pi=P(yi=1)=F(xi

Tb), dla i=1,2,...,n.
F jest funkcj¹, która przekszta³ca prawdopodobieñstwo z przedzia³u (0,1), na ca³y zbiór liczb

rzeczywistych. W zale¿no�ci od typu funkcji F wyró¿nia siê kilka rodzajów modeli dwumianowych.
Najczê�ciej stosowane s¹ modele logitowe i probitowe.

W modelu logitowym prawdopodobieñstwa pi s¹ dystrybuant¹ rozk³adu logistycznego [Cra-
mer 2004, Zelia� 2003, Maddala 2006]:
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W modelu probitowym przyjmuje siê, ¿e prawdopodobieñstwa pi s¹ warto�ciami dystrybuanty
rozk³adu normalnego standaryzowanego.
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Parametry modeli s¹ szacowane przy wykorzystaniu  metody najwiêkszej wiarygodno�ci.
Poprawno�æ oszacowanego modelu mo¿na sprawdziæ wykorzystuj¹c test ilorazu wiarygodno-

�ci s³u¿¹cy do weryfikacji hipotezy zerowej dotycz¹cej modelu tylko z wyrazem wolnym (wszystkie
parametry modelu poza wyrazem wolnym s¹ równe zeru). Statystyka testu wyra¿ona jest wzorem
[Gruszczyñski 2001, Batóg, Wawrzyniak 2005]:
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    � warto�æ funkcji wiarygodno�ci dla modelu pe³nego,

LR     � warto�æ funkcji wiarygodno�ci dla modelu zredukowanego do wyrazu wolnego.

Jako miary dopasowania stosuje siê równie¿ wspó³czynnik determinacji R2 McFaddena [1974]
(oparty na warto�ci funkcji wiarygodno�ci) wyra¿ony wzorem:
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Inn¹ miar¹ dopasowania modeli dwumianowych jest iloraz szans, obliczany jako stosunek iloczynu
poprawnie sklasyfikowanych przypadków, do iloczynu przypadków sklasyfikowanych niepoprawnie:
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Odpowiednie liczebno�ci nij okre�laj¹ ilo�æ przypadków, dla których warto�æ rzeczywista zmien-
nej jako�ciowej wynosi i, a warto�æ teoretyczna j. Przekszta³cenie prawdopodobieñstwa na zmienn¹
dychotomiczn¹ odbywa siê wed³ug standardowej zasady prognozy [Gruszczyñski 2001]: 

L�=1
je¿eli pi>0,5 oraz 

L�=0  je¿eli pi£0,5. Model dobrze sprawdza siê w prognozowaniu, gdy IS>1, co
oznacza ¿e klasyfikacja na podstawie modelu jest lepsza od przypadkowej.

Identyfikacja zbioru zmiennych
Modele logitowe i probitowe mog¹ byæ wykorzystywane do �cis³ej identyfikacji nieubogich i ubo-

gich gospodarstw domowych. W tym celu wykorzystano badania empiryczne, uzyskane drog¹ wywia-
dów indywidualnych, na losowej próbie gospodarstw domowych z województwa podkarpackiego
przeprowadzone w IV 2008 r1. Podstawow¹ zmienn¹ stanowi³y ekwiwalentne miesiêczne dochody roz-

1 Reprezentatywno�æ badanej próby losowej w stosunku do populacji generalnej uzyskano ze wzglêdu na sk³ad
osobowy gospodarstw domowych, uzyskuj¹c w miarê zadowalaj¹ce wyniki.
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porz¹dzalne gospodarstw domowych, które umo¿liwi³y nastêpnie porównanie z bezwzglêdn¹ granic¹
ubóstwa w Polsce. Ostateczn¹ poprawn¹ próbê ustalono na poziomie 373 gospodarstwa domowe2.

Do kwalifikacji danego gospodarstwo domowego i jako ubogie lub nieubogie wykorzystano
zmienn¹ binarn¹ Y, która jako zmienna zale¿na charakteryzowa³a kategoriê gospodarstwa domowe-
go: ubogie lub nieubogie, wed³ug dochodu przypadaj¹cego na 1 osobê w danym gospodarstwie.
Zmienn¹ Y zdefiniowano nastêpuj¹co:

Warto�ci zmiennej zale¿nej Y dla badanej próby uzyskano dokonuj¹c porównania zmiennych
dotycz¹cych dochodu przypadaj¹cego na 1 osobê oraz ustalonej arbitralnie linii ubóstwa z. Przy-
jêto, i¿ zmienna losowa yi=0, gdy dochód na 1 osobê w gospodarstwie domowym jest mniejszy lub
równy linii ubóstwa z (gospodarstwo jest ubogie), natomiast yi=0, gdy dochód na 1 osobê w
gospodarstwie domowym jest wiêkszy od linii ubóstwa z (gospodarstwo jest nieubogie)3.

Klasyfikacja na nieubogie i ubogie gospodarstwa domowe powinna byæ dokonana na podstawie
czynników spo³eczno-ekonomicznych. Skonstruowano nastêpnie znane czynniki wp³ywaj¹ce na
ryzyko popadniêcia w ubóstwo, co stworzy³o listê potencjalnych zmiennych obja�niaj¹cych. Zmien-
ne mia³y najczê�ciej charakter jako�ciowy, g³ównie demograficzno-spo³eczny. Wej�ciowy zbiór zmien-
nych niezale¿nych stanowi³y zmienne charakteryzuj¹ce uwarunkowania danego gospodarstwa do-
mowego i, jak: przynale¿no�æ do grupy spo³eczno-ekonomicznej, wykszta³cenie g³owy gospodarstwa,
klasa miejscowo�ci zamieszkania, liczba osób w gospodarstwie domowym, liczba dzieci w rodzinie,
rodzina niepe³na (tak/nie), wiek cz³onków rodziny, posiadanie oszczêdno�ci (tak/nie), struktura wy-
datków i inne. Po selekcji zmiennych obja�niaj¹cych na podstawie macierzy wspó³zale¿no�ci wybra-
no zmienne znacz¹co skojarzone ze zmienn¹ zale¿n¹ Y, a w miarê s³abo skorelowane ze sob¹.

Zbiór zmiennych obja�niaj¹cych modeli ograniczy³ siê zatem do kilku podstawowych zmiennych,
tj. oszczêdno�ci (zmienna dychotomiczna, 0 � gospodarstwo nie ma oszczêdno�ci, 1 � ma oszczêdno-
�ci), liczby osób doros³ych, liczby dzieci oraz  wykszta³cenia g³owy gospodarstwa domowego.

Wyniki oszacowañ modeli logitowych i probitowych
Wyniki estymacji dla modelu logitowego i probitowego zawieraj¹cego wszystkie 4 zmienne

niezale¿ne przedstawiono w tabeli 1. Istotno�æ parametrów statystycznych zweryfikowano na
podstawie testu t-Studenta, przyjmuj¹c poziom istotno�ci a=0,05. Parametry oszacowanych mode-

2 Liczebno�æ ogó³em wynios³a 1270 osób (968 doros³ych osób i 302 dzieci).
3 Jako liniê ubóstwa z przyjêto wielko�æ minimum socjalnego, wyznaczon¹ dla okre�lonych typów gospodarstw

domowych przez IPiSS w Polsce. Przyjêto warto�æ �rednioroczn¹ na 2008 r. [Kurowski 2009ab, Rocznik
Demograficzny 2007, www.ipiss.com.pl].

yi = 
0, je¿eli i-te gospodarstwo domowe jest ubogie

1, je¿eli i-te gospodarstwo domowe jest nieubogie

me³ógohcywomodwtsradopsogaldogewotiborpiogewotigoliledomijcamytseikinyW.1alebaT
enneimZ ywotiborpledoM ywotigolledoM

aneco
-arap
urtem

d¹³b
-ucazs

ukn

-utS-t
atned

-raw
æ�ot

p

tkefe
-ñark
ywoc

ald
-der�

hcin

aneco
-arap
urtem

d¹³b
-azs
-nuc

uk

-utS-t
atned

-raw
æ�ot

p

tkefe
-ñark
ywoc

ald
-der�

hcin
ynlowzaryW 253,0 973,0 259,0 143,0 626,0 736,0 289,0 623,0

x(ic�ondêzczsO 1) 407,0 971,0 439,3 000,0 512,0 303,1 323,0 330,4 000,0 322,0
x(hcy³sorodabzciL 2) 565,0- 970,0 341,7- 000,0 681,0- 469,0- 041,0 968,6- 000,0 181,0-

x(iceizdabzciL 3) 334,0- 480,0 341,5- 000,0 241,0- 267,0- 151,0 030,5- 000,0 341,0-
x(einec³atzskyW 4) 716,0 901,0 466,5 000,0 202,0 540,1 191,0 464,5 000,0 691,0

c2 000,0=p,4=fg,27,451=
ic�ondogyraiwmtyragoL

891,161=

R2 aneddaFcaM
423,0=
392,11=SI

c2 000,0=p,4=fg,695,451=
ic�ondogyraiwmtyragoL

3062,161=

R2 aneddaFcaM
423,0=
392,11=SI

.lterGiacitsitatSumargorpmeinatsyzrokywzensa³wainezcilbo:o³dór�



278 Jolanta Wojnar, Beata Kasprzyk

4 Mo¿na wykazaæ, ¿e przy du¿ych próbach, gdy prawdopodobieñstwa pi nie maj¹ warto�ci ekstremalnych (np.
s¹ w przedziale od 0,2 do 0,8), R2 ma warto�æ ograniczon¹ do przedzia³u warto�ci ma³ych, bliskich zeru, a
model mo¿e byæ ca³kiem poprawny, mimo ¿e warto�æ wspó³czynnika determinacji jest niewielka [Cox 1992].

5 Udzia³ przypadków z trafnymi prognozami (n11 + n00) w ³¹cznej licznie obserwacji (n), to miara trafno�ci prognoz
ex post, a zarazem miara jako�ci dopasowania modelu. Liczbê tê nazywa siê zliczeniowym R2 [Maddala 2006].

li okaza³y siê statystycznie istotne na poziomie p<0,005, zatem zmienne oszczêdno�ci, liczba doros³ych,
liczba dzieci i wykszta³cenie maj¹  statystycznie istotny wp³yw na poziom wpadniêcia w sferê niedostat-
ku (ubóstwa) gospodarstwa domowego. Nieistotny okaza³ siê tylko wyraz wolny, zarówno dla modelu
probitowego (p = 0,341), jak i modelu logitowego (p = 0,326). W przypadku obu modeli szacunki
parametrów dla zmiennych liczba doros³ych i liczba dzieci s¹ ujemne, co oznacza ¿e wzrost warto�ci tych
zmiennych powoduje zmniejszenie siê prawdopodobieñstwa sklasyfikowania gospodarstwa do grupy
gospodarstw nieubogich. Zmienne � posiadanie oszczêdno�ci i wykszta³cenie wp³ywaj¹ dodatnio na
sklasyfikowanie gospodarstwa domowego do grupy gospodarstw nieubogich.

Wyniki estymacji potwierdzaj¹ podobieñstwo modelu probitowego i logitowego. Efekty krañcowe
obliczone dla �rednich warto�ci zmiennych obja�niaj¹cych x1, x2, x3, i x4, s¹ prawie identyczne. W
modelu logitowym otrzymano odpowiednio warto�ci: 0,223, -0,181, -0,143 oraz 0,196, natomiast w mode-
lu probitowym odpowiednio: 0,215, -0,186, -0142 i 0,202. Z analizy porównawczej wynika, ¿e zarówno w
modelu probitowym jak i logitowym na prawdopodobieñstwo sukcesu najsilniej wp³ywa zmienna
oszczêdno�ci (x1). Warto�æ efektu krañcowego dla tej zmiennej wynosi 0,215 (w modelu probitowym) i
0,223 (w modelu logitowym), co oznacza, ¿e posiadanie oszczêdno�ci zwiêksza prawdopodobieñstwo
sukcesu, czyli unikniêcia stanu ubóstwa o 0,215 (0,223), natomiast powiêkszenie gospodarstwa domo-
wego (rodziny) o jedn¹ osobê powoduje, ¿e prawdopodobieñstwo sklasyfikowania gospodarstwa do
grupy gospodarstw, których nie dotyczy problem ubóstwa maleje o 0,186 (0,181).

W ostatnim wierszu tabeli 1 zamieszczono warto�ci statystyki testu ilorazu wiarygodno�ci oraz warto-
�ci ilorazów szans. Dla obu modeli statystyki c2 �wiadcz¹ o tym, ¿e na poziomie istotno�ci p = 0,05 nale¿y
odrzuciæ hipotezê zerow¹, mówi¹c¹ o ³¹cznej nieistotno�ci parametrów modeli. Warto�æ R2 MacFaddena w
obu modelach jest identyczna i stosunkowo niska, tj. 0,324. Nie �wiadczy to jednak o z³ym dopasowaniu
modeli, poniewa¿ w modelach prawdopodobieñstwa warto�æ tej miary jest z regu³y niska4.

Klasyfikacja indywidualnych przypadków (identyczna dla modeli logitowych i probitowych)
wskaza³a na liczbê i frakcjê poprawnie i niepoprawnie sklasyfikowanych gospodarstw5. Liczba
przypadków poprawnej predykcji wynios³a 294, co stanowi³o 78,8% ca³ej zbiorowo�ci badanych
gospodarstw domowych. Wysoka warto�æ ilorazu trafieñ 11,293 oznacza, ¿e klasyfikacja jest o
wiele lepsza od tej, któr¹ mo¿na by otrzymaæ przez klasyfikacjê ca³kowicie przypadkow¹.

Na podstawie otrzymanych modeli mo¿na dokonaæ oszacowañ prawdopodobieñstwa faktu, i¿
dane gospodarstwo domowe zostanie sklasyfikowane jako nieubogie, wed³ug cech spo³eczno-
demograficznych, okre�lonych w modelowaniu.

Przyk³adowo, prawdopodobieñstwo tego, ¿e gospodarstwo domowe maj¹ce oszczêdno�ci (x1=1),
sk³adaj¹ce siê z 2 osób doros³ych (x2=2) i dwójki dzieci (x3=2) oraz g³owy gospodarstwa domowego
wy¿szym wykszta³ceniem (x4=4) zostanie zakwalifikowane jako nieubogie (osi¹ga normalny poziom
dobrobytu materialnego) wynosi: 0,934516 na podstawie modelu logitowego i 0,936664 w przypadku
modelu probitowego. Je¿eli rozwa¿ymy gospodarstwo, w którym liczba dzieci jest o jeden wiêksza
(x3=3), za� pozosta³e parametry nie ulegn¹ zmianie, prawdopodobieñstwo klasyfikacji jako nieubogie
maleje ju¿ do 0,604164 (wed³ug modelu logitowego) lub 0,628986 (wed³ug modelu probitowego).

Za kryterium podzia³u gospodarstw domowych i czynnik ró¿nicuj¹cy zmienn¹ zale¿n¹ Y przyjêto
miejsce zamieszkania z podzia³em na wie� i miasto. Wyniki tej estymacji modeli przedstawiono w tabeli 2.

Na podstawie wyników dotycz¹cych parametrów zestawionych modeli nale¿y stwierdzono, ¿e
w przypadku gospodarstw miejskich zmienn¹ najsilniej determinuj¹c¹ prawdopodobieñstwa skla-
syfikowania do grupy gospodarstw nieubogich jest wykszta³cenie. Zmienna ta w obu modelach
ma wiêksze warto�ci parametrów oraz wiêksze warto�ci efektów krañcowych, okre�laj¹cych wzrost
prawdopodobieñstwa na jednostkê wzrostu wykszta³cenia (tj np. z �redniego na wy¿sze). Kolejn¹
zmienn¹ dodatnio wp³ywaj¹c¹ na wzrost prawdopodobieñstwa zakwalifikowania do kategorii go-
spodarstw nieubogich jest fakt posiadania oszczêdno�ci.

Odwrotna sytuacja ma miejsce w przypadku gospodarstw znajduj¹ce siê  na wsi. W tych
gospodarstwach czynnikiem najmocniej zwiêkszaj¹cym szanse klasyfikacji do grupy nieubogich
(o poprawnym poziomie dobrobytu ekonomicznego) jest posiadanie oszczêdno�ci. Poziom wy-
kszta³cenia okaza³ siê czynnikiem najmniej istotnym.
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W estymowanych modelach dla obu grup gospodarstw, zarówno liczba osób w gospodar-
stwie, jak równie¿ liczba dzieci wp³ywa na zmniejszenie prawdopodobieñstwa sklasyfikowania do
grupy gospodarstw nieubogich. Mo¿na jednak zaobserwowaæ, ¿e w gospodarstwach miejskich ta
odwrotnie proporcjonalna zale¿no�æ pomiêdzy liczb¹ posiadanych dzieci a prawdopodobieñstwem
jest zdecydowanie wyra�niejsza.

Zgodno�æ oszacowanych modeli z rzeczywisto�ci¹ jest wy¿sza w odniesieniu do grupy gospo-
darstw miejskich ni¿ wiejskich. Zarówno model probitowy, jak i logitowy oszacowany na podsta-
wie danych charakteryzuj¹cych gospodarstwa miejskie ma wy¿sz¹ warto�æ wspó³czynnika R2

MacFaddena, jak równie¿ wy¿sz¹ warto�æ ilorazu szans (18,076), co wskazuje na bardzo dobr¹
klasyfikacjê. Liczba przypadków poprawnej predykcji w grupie gospodarstw miejskich wynosi
156, co stanowi 83,9% ca³ej zbiorowo�ci, za� w odniesieniu do grupy gospodarstw wiejskich
modele poprawnie klasyfikuj¹ 141 przypadków, tj. 75,4% ogó³u zbiorowo�ci.

Podsumowanie
Modele dwumianowe okaza³y siê przydatnym narzêdziem do identyfikacji i klasyfikacji gospo-

darstw domowych w wymiarze poziomu materialnego na podstawie jako�ciowych czynników spo-
³eczno-ekonomicznych. Zastosowanie tych modeli na podstawie danych empirycznych badanej
próby losowej pozwali³o stwierdziæ, ¿e nie wszystkie cechy spo³eczno-demograficzne okre�laj¹
prawdopodobieñstwo klasyfikacji gospodarstwa jako ubogie/nieubogie. W modelach nieistotne
okaza³y siê zmienne: przynale¿no�æ gospodarstwa do grupy spo³eczno-ekonomicznej, struktura
wydatków i dochody na 1 osobê.
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Oszacowane modele probitowe i logitowe da³y zadowalaj¹ce rezultaty w przypadku diagnozo-
wania gospodarstw do kategorii ubogie i nieubogie przez istotne zmienne, jakimi s¹: posiadanie
oszczêdno�ci, liczba cz³onków gospodarstwa, liczba dzieci i wykszta³cenie g³owy gospodarstwa.
Najbardziej istotn¹ determinant¹ wpadniêcia lub wypadniêcia z ubóstwa dla danego gospodar-
stwa domowego jest poziom wykszta³cenia. Wzrost poziomu wykszta³cenia bardzo znacz¹co po-
woduje spadek gospodarstw ubogich. Czynniki demograficzne (liczba osób i dzieci w gospodar-
stwie) powoduj¹ wzrost prawdopodobieñstwa bycia ubogim.

Analiza porównawcza wyników estymacyjnych modeli probitowych i logitowych wskazuje na
podobieñstwo wyników, zatem przyjêcie dowolnego z tych modeli pozwala na wyci¹gniecie iden-
tycznych wniosków, co do materii badanego zjawiska.
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Summary
The aim of this article is to presentat the income poverty of households using the logit and probit models. In

the measurement of poverty very important is the establishment which share of persons  lives with income below
poverty threshold. The logit and probit functions are very useful models to identify the poor/not poor households.
Using the empirical data was obtained a good qualification results.Iin these models the determinated family
factors which qualify the family as poor or not poor are: savings, the number of persons and number of children
in the family. Especially the higher  level of education gave the big influence to the decrease of the poverty. The
demographic factors indicated the increase of the probability to be the poor family. The estimation of the probit
and logit models gives the same comparable results.
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