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Analiza widmowa niestacjonarnych drgan zlozonych

STANISEAW PRZYGORZEWSKI

W ostatnich latach, w okresie szybkiego rozwoju badan naukowych i przemystu,
szerokie zastosowanie znalazly badania dynamiczne maszyn i urzadzen. Badania
te sa odpowiedziag na potrzebg zwigkszenia sprawnosci i niezawodno$ci maszyn
i urzadzen, a takze obnizenia kosztéw opracowania nowych konstrukcji. Poczatkowo
badano wplyw drgan na urzadzenia pracujace w szczegélnie trudnych warunkach
eksploatacyjnych, a obecnie badania dynamiczne stosuje si¢ prawie w kazdej galezi
techniki.

Drgania mechaniczne wystepuja w konstrukcjach, ktére podlegaja dzialaniu
zmiennych sit. W niektérych przypadkach drgania stuza do uzyskania zadanych
efektéw np. ubijania betonu, przenoszenia cial sypkich, zmniejszenia sity tarcia itp.
W innym przypadku drgania sa zjawiskiem szkodliwym, niszczacym nasza pracg
wzglednie eksploatowane przez nas urzadzenia np. drgania budowli, pojazdow me-
chanicznych, samolotéw, obrabiarek itp. -

Zeby danym zjawiskiem mdc si¢ postugiwaé, wzglednie skutecznie mu si¢ prze-
ciwstawié, nalezy zjawisko to dokladnie poznaé. Shuzy do tego migdzy innymi
analiza widmowa drgan zlozonych.

TEORETYCZNE PODSTAWY UZYSKIWANIA WIDMA CHWILOWEGO

1. WIDMO W SENSIE FOURIERA

Klasyczna analiza widmowa obejmuje rozktad funkcji periodycznej na trygono-
metryczny szereg nieskonczony tzw. szereg Fouriera oraz przedstawienie funkcji
nieperiodycznej przy pomocy formuty éatkowej Fouriera. Zestawimy poniZe kom-
plet wzoréw obejmujacych te przypadki.

(a) Dla funkcji periodycznej y = f(¢) o okresie T, spelniajacej tzw. warunki
Dirichleta, odpowiadajacy jej szereg Fouriera ma postac:

y=f(t) = %1 Z(ancosnw1t+bnsin w, 1) (1)
n>1
gdzie:

T
¥

o = - f f(®)dt
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a,,=% f S(®)cosnw, tdt
T
2

+

b,,=% f S(®)sinnw, tdt
T
7

lub tez ten sam szereg w prostszej postaci:

y=f( = %Zhnsin(nwlﬂr%) (2)
n=1
gdzie:
hn = ]/a,z,—i—b,%
p—_ t Qn
@n = arctg*

(b) Dla funkcji nieperiodycznej y — f(t), spelniajacej odpowiednie warunki
catkowalnosci, przyporzadkowana jej formule catkowa Fouriera przedstawia wzér:

y=f) = %f dw f f(s)cosw(t—s)ds 3)

Dogodnie jest stosowaé powyzsze wzory w postaci zespolonej, dla ktérej pisownia
jest szczegdlnie przejrzysta i prosta w przeliczeniach. Przyjmuja one postaé naste-
pujaca:

— dla funkcji periodyczne;j:

+ o
y=fy= D Cpemes @
gdzie: -
.

Co= f f(s)e="rsds ®)

T 1

2

— dla funkcji nieperiodyczne;j:
+ 0 + ®
y=/0=5 [ do [ s9)eo-nas (©)
JT

Jezeli ponadto wyodrebnié wyrazenie

S(w) = fw f(s) e~ ds (7)
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znane jako catka Fouriera, to wzor (3), stanowiacy formul¢ catkowa Fouriera,

mozZna zapisaé¢ w postaci:
+ 00

y=f0 = [ S@e=do ®
Wzory (7) i (8) tworza uklad wzoréw transformacyjnych Fouriera. Zbidr wspol-
czynnikéw h, szeregu Fouriera przedstawia si¢ na wykresie jako uklad prazkow
umieszczonych w statych odstgpach, réwnych wielokrotno$ci czgstosci podstawowe;j
w;, tj. przyporzadkowanych w; = k-w; i tworzy prazkowe widmo harmoniczne.
Kazdy prazek stanowi amplitud¢ odpowiedniej skltadowej periodycznej. Nato-
miast calka Fouriera S(w) daje na wykresic lini¢ ciagla, jako tzw. widmo ciagle,
przy czym ciaglto$¢ oznacza jedynie t¢ wlasno$¢, ze kazdej wartoséci w jest przypo-
rzadkowana jaka$ warto§¢ S(w) na ogét rézna od zera. Ponadto wielko$¢ widmowa
S(w) nie jest amplituda, lecz ggstoscia spektralng.
Ujednolicenie zapisu obu wielkosci widmowych przedstawionych wzorami (5)
oraz (7) jest mozliwe w postaci wzoru:

Gw) =P [ i f(s)e™"®ds ©

gdzie odpowiednie wyspecjalizowanie czynnika P pozwala na zréznicowanie tego
wzoru dla funkcji periodycznej i nieperiodycznej. Sama catka Fouriera

Swy= | i f(s)e—iosds

dla funkcji periodycznej y = f(s) jest rozbiezna dla czgstosci w, = kw,, ale rozbieznos$¢
ta jest tego rodzaju, ze iloczyn calki S(w) z nieskonczenie malg wielkoS$cia staje si¢
warto$cig skonczona.

Jezeli catke

~

+®
f f(s)e “*ds

traktowaé i tutaj jako gesto$é spektralng, to G(w) = dwS(w) stanowi amplitude
sktadowej spektralnej odpowiadajaca czgstosci kw.

Dla funkcji nieperiodycznej (przy odpowiednim zatoZeniu co do zbieznosci
catki) calka Fouriera przedstawia gesto$¢ spektralna, dogodnie jest wigc przyjac
jako P dowolna liczbe, stanowiaca jedynie wspdiczynnik proporcjonalnosci.

W ten sposéb wzor (9) obejmuje rzeczywiscie oba przypadki przedstawiajac
w kazdym z nich warto$¢ skoniczona wielkosci widmowej, tj. dla funkcji perio-
dycznej amplitude skladowej elementarnej, dla nieperiodycznej — ggstos¢ spektralng.

Nalezy jeszcze podkreslié, ze gesto§¢ spektralna dla prazka widmowego odpo-
wiadajacego skladowej funkcji periodyczne;j jest nieskoficzona, €o wynika z poprzed-
nich rozwazan, natomiast amplituda skladowej elementarnej dla funkcji nieperio-
dycznej jest wielkoscia infinitezymalng. Gdyby bowiem pomnozy¢ catke S(w),
przedstawiajaca skoficzong warto$é gestosci spektralnej przez dw, to formalnie
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uzyskaloby si¢ réwniez dla funkcji nieperiodycznej amplitude sktadowej elementarne;j,
ale bylaby ona wielko$cia nieskoficzenie mala.

Dlatego tez ma sens wyodregbnienie przede wszystkim tych wielkoéci widmowych,
ktére dla danego przebiegu maja wartosci skoniczone.

Widmo w sensie Fouriera w odniesieniu do funkcji, w ktérej mozna wydzielié¢
skiadniki periodyczne i nieperiodyczne, w najogélniejszym pojeciu przedstawia zbidr
amplitud skladowych periodycznych oraz gesto§é spektralna skladnika nieperio-
dycznego.

Wielko§¢ widmowa G(w) w iloczynie z czynnikiem periodycznym daje sktadowa
elementarna, ktéra przedstawia wzor:

+ 00
D (o, 1) = G(w)e' = P f f(s)e’ =94 (10)

Jezeli wykona si¢ superpozycj¢ skladowych elementarnych dla pewnego skof-
czonego przedziatlu czgstosci, to znaczy scatkuje si¢ wzér (10) w granicach np.
(wy, w,), otrzyma si¢ skladowa spektralng okreslona wzorem:

L04)

_ + o0
Y (w;, wy, t) = f 't doy (P f f(s)e~i%ds)—

wy

—P ‘T dw }wf(s)e""('“s)ds | (11)

Ten zarys zagadnien matematycznej analizy widmowej stanowi pewna zwarta
calo§¢ konieczna jako wprowadzenie do problemdéw analizy przebiegéw realnie
istniejacych drganiowych.

2. WIDMO CHWILOWE JAKO UOGOLNIENIE WIDMA FOURIEROWSKIEGO

/

Drgania, ktdre realnie istnieja nie maja charakteru periodycznego we wlasciwym
tego slowa znaczeniu, nie moga wigc byé przedstawione za pomoca funkcji periodycz-
nej, ktora jest zawsze zdefiniowana w nieskonczonym zakresie swego argumentu.
Drgania realne istnieja w czasie skonczonym, moga wigc stanowié co najwyzej
dostatecznie dtugi wycinek przebiegu periodycznego, tzn. mozna je uwazaé za drgania
monochromatyczne w sensie uogélnionym. Stad wynika bezposrednio nieprzydatnos¢
rozkladu funkcji na szereg Fouriera dla interpretacji zjawisk realnie istniejacych.

Pozorne jest rowniez tylko dopasowanie calki Fouriera jako metody dla analizy
zjawisk nieperiodycznych. Wprawdzie formalizm ten nie zaklada i nie wymaga ani
periodycznosci funkcji, ktéra miataby jakie§ zjawisko opisywaé, ani nieskoniczonego
czasu jej trwania, ale w wyniku analizy prowadzi on do uzyskania wielkosci widmo-
wych statlych w czasie oraz do periodycznych sktadowych elementarnych. Byloby
catkowicie nieckonsekwentne dazenie do uzyskania skltadowych periodycznych wtedy,
kiedy samo pojecie periodycznos$ci wykluczamy jako nie znajdujace realnego odpo-
wiednika fizycznego.

Konieczne wigc byly poszukiwania metod dla analizy zupelnie dowolnych zja-
wisk drganiowych o urozmaiconych przebiegach w czasie. Wypracowanie metody
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uogdlnionej analizy harmonicznej [2, 7] oraz widma chwilowego [4, 5, 6], ponadto
prawie réwnolegte widma biezacego i chwilowego [1] (ale w odr¢gbnym sensie niz
tu stosowane) oraz ewolucyjnego [3], stanowia nowy etap w rozwoju metod widmo-
wych dostosowanych do badan przebiegéw i zjawisk drganiowych.

W pracy tej ograniczymy si¢ tylko do widma chwilowego, wigc ono jedynie bedzie
przedmiotem dalszych szczegétowych rozwazan. Ogdlnie warto tylko podkreslic, ze
wszystkie wyzej wymienione rodzaje widma maja charakter dynamiczny, tj. umo-
zliwiajacy zdanie sprawy ze zmiennego w czasie przebiegu analizowanego zjawiska.

Przejscie od catki Fouriera do formalizmu widma chwilowego, wykazujacego,
jak juz wspomniano, dynamiczne wlasnosci w porédwnaniu do stalych w czasie
wielkoéci, ktére daje nam catka, dokonano przez wprowadzenie jako czynnika pod
catke pewnej funkcji, ktdrej zadaniem jest odpowiednie zawezenie granic catkowania
do wybranego otoczenia chwili biezacej, stad tez jej nazwa ,,funkcji granic”,

Formalizm widma chwilowego przedstawia zatem wzor

Glw,t)=P ff(s)g(t—s)e““’sds (12)

gdzie P jest czynnikiem normalizujacym, g(¢—s) funkcja granic. Argument funkcji
granic jest dobrany pod katem widzenia mozliwo$ci zacie$nienia granic calkowania,
ktérego ona dokonuje w otoczeniu pewnego wybranego punktu s = 1. Jezeli wyo-
brazié sobie, ze drganie analizowane przedstawione funkcja y = f(s) zostalo zareje-
strowane tak jak pokazuje rys. 1, to dobranie dla funkcji granic argumentu (t—s)
pozwala na umieszczenie tej funkcji tak, aby tzw. punkt charakterystyczny, ktory
najczesciej odpowiada jej maksimum, znalazt si¢ w dowolnie obranym punkcie
s = ti moégt sie poruszaé do odpowiednio dyskretnie wybranych punktow s = #,
...

>g(ty-S)
P AL/l A

f (S}g ( to'S)
Rys. 1. Przesuwanie funkcji granic na tle zarejestrowanego drgania

Na rys. 1 funkcji granic daliémy pewien okreslony ksztatt. Dokladne badania
przydatnosci jakiej$ funkcji jako funkcji granic pokazuja [6], ze z funkcji dotychczas
zbadanych jedynie funkcja bledu Gaussa moze by¢ uzyta do wytworzenia widma
chwilowego.

Dla zilustrowania zasadniczej roli, jaka w powstawaniu widma chwilowego
odgrywa odpowiedni dobér funkcji granic, najlepie; przedstawi¢ zalezno$¢ prazka
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widmowego od ksztalttu funkcji granic. Jezeli poddaé analizie drgania monochroma-
tyczne, przedstawione przy pomocy funkcji

f(S) — e:‘mls

to drganie skladowe uzyskane na zasadzie widma chwilowego przedstawi wzér

+ o
() =P [ emsgt-seiot=s)gs (13)
—
Przyjmujac nowa zmienna ¢t—s = u oraz wprowadzajac wielko$¢ 2 = w,—o,
ktora daje miarg roztrojenia czg¢stosci wzgledem czgstosci zawartej w analizowanym
przebiegu, mozna latwo wykazaé, ze

D(w, t) = Py(2, w)e'“* (14)
gdzie wielko$¢ y przedstawia si¢ wzorem
+ 00
y( Q2 0) = [ glw)e Mdu (15)

- a0

Stanowi ona amplitud¢ skladowej drgania o czesto$ci w;, ponadto formalnie
jest widmem fourierowskim funkcji granic. Decyduje wigc ona o ksztalcie prazka
widmowego, a w konsekwencji wplywa na posta¢ obwiedni skladowej uzyskanej
w wyniku analizy. Odpowiednim wi¢c doborem funkcji granic mozna regulowaé
stopien rozmycia czy w ogole ksztalt prazka widmowego.

|

14
\ / v/

‘er N,

Rys. 2. Funkcja granic prostokatna i jej widmo

Zestawienie dwéch odpowiednio wybranych funkcji granic uwypukli dokladniej,
tymczasem w zakresie teoretycznego traktowania zagadnienia, zalezno$¢ wynikow

analizy od zastosowanej funkcji granic. Uzycie prostokatnej funkcji granic okreslonej
wzorami

0 dla s<a
gs)=1{1 dla a<s<b
0 dla b<s
prowadzi do uzyskania prazka widmowego ksztaltu St X (rys. 2).

»
Zastosowanie funkcji granic typu funkcji bledu Gaussa g(s) = ¢~**** daje w wy-
niku prazek o tym samym ksztalcie (rys. 3).
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Widmo chwilowe to — w pierwszym rz¢dzie — widmo, ktérego zadaniem a zara-
zem 1 wlasnoécia ma by¢ potencjalna mozliwo$¢ zdania sprawy ze zmieniajacego si¢
w czasie, w zaleZznoSci od samego przebiegu, skladu widmowego analizowanego
zjawiska. Ale glebszy sens temu pojeciu nadaly dopiero wymagania, aby spelnito
ono tzw. warunki zachowania wierno§ci w dziedzinie czgstosci [3, 6] oraz czasu
(4, 5].

P —

Rys. 3. Funkcja granic typu funkcji bledu Gaussa i jej widmo

Pierwszy z nich wyraza si¢ w zadaniu, aby widmo posiadalo maksimum jedynie
dla tych czestosci, ktére wystepuja w analizowanym drganiu. Wtedy dla drgan
monochromatycznych prazek widmowy powinien posiada¢ jedyne maksimum dla
odpowiedniej czestosci zawartej w drganiu.

Wymaganie zachowania wiernoéci w dziedzinie czasu latwiej wyrazi¢, przenoszac
to wymaganie na sktadowa spektralng. Dotyczy ona Zadania, aby skladowa ta istniata
w czasie téwnym lub niewiele dluzszym od czasu trwania samego przebiegu, a ewen-
tualne przebiegi transjentowe byly jak najbardziej krétkotrwale i charakteryzowaly
si¢ monotonicznym przebiegiem obwiedni.

Powolujac si¢ na oméwiona poprzednio zalezno§¢ ksztaltu prazka widmowego
od zastosowanej funkcji granic, latwo zdaé sobie sprawg z tego, ze funkcja granic
typu funkcji bledu Gaussa jest ta, ktéra gwarantuje, zachowuje w widmie obu ro-
dzajéw wiernoéci, dopuszczajac bowiem pewne rozmycie prazka, nie powoduje jed-
nak powstawania maksiméw bocznych dla czgstoéci nie zawartych w analizowanym
przebiegu, ponadto zapewnia monotoniczny wzrost (lub zanikanie) obwiedni trans-
jentu sktadowej spektralne;.

Nalezy podkresli¢ wage i trochg dokladniej omowi¢ posta¢ przebiegu widma oraz
obwiedni odpowiedniej skladowej spektralnej przy zastosowaniu gaussowskiej funk-
cji granic dla drgania startujacego od zera, czy tez zanikajacego gwaltownie. Ma to
bowiem znaczenie dla mozliwosci potraktowania dostatecznie dlugiego impulsu
o obwiedni prostokatnej jako wycinka drgania monochromatycznego przy analogicz-
nym sposobie powstawania i wygasania jak wyzej omowiony.

Rozwazania nad ksztaltowaniem si¢ widma dla tego rodzaju przebiegu mozna
krétko przedstawié nastepujaco [5, 6].

Drganie monochromatyczne startujace od zera (rys. 4) w chwili s = t, mozna
opisaé przy pomocy wzorow

fls) = J(s)e™r*
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gdzie:
dla s =1

1
I(s) = {0 dla s<it

Rys. 4. Drgania monochromatyczne startujace od zera w chwili s = ¢,

Widmo chwilowe przy zastosowaniu funkcji granic g(t—s) przedstawia si¢ wzo-
rem

+ o
G(w,t)=P f J(s—t) e g(t —s5)e~*Sds

po podstawieniu —s = u i w;,—w = £ wzor ten przyjmie postaé
+ o0
G(w,)=P f J({t—u—ty)g(u)e “du
—00
Poniewaz J(t—u—t,) jest funkcja skoku jednostkowego dla s = 7o, a W przenie-
sieniu ma nowa zmienng dla ¥ = 1—t¢,, obcina ona wszystkie przyczynki ponizej ¢,
tj. dla u > t—1, bedzie wiec

t—1to

G(Q2,1) =P f g(u)e " dy (16)

Po dokladniejszym przeanalizowaniu tego wzoru widaé, ze dla t € ¢, tj.
I—ty € 0, catka (16) znika, dla ¢ rzedu wielkos$ci #,, tj. t—17, ~ O, ostatnia calka
bedzie rowna calce

fog(u) e~ Mdy

i dla parzystej funkcji granic g(u) bedzie S(Q, t) = 1y (L), przy czym wielkos$¢ y(Q)
jest wzigta z wzoru (15), dla ¢ > 7, mozna przyja¢ S(£, t) = y(£Q).

- N
iy

Rys. 5. Przebieg obwiedni transjentu sktadowej spektralnej uzyskanej przy pomocy gaussow-
skiej funkcji granic
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Najbardziej interesujace jest otoczenie punktu #,, dla ktérego wielko$¢ widmowa
S(R, t) narasta od 0 do pelnej osiagalnej wartosci, tj. amplitudy y(£2) drgania mono-
chromatycznego, a sposGb narastania jest uzalezniony od postaci funkcji granic.
Samo narastanie amplitudy drgania w zalezno$ci od ksztaltu funkcji granic latwiej
zaobserwowaé, rozpatrujac obwiedni¢ skladowej i jej przebieg w zakresie nieusta-
lonym (rys. 5).

)

'

Rys. 6. Przebieg obwiedni transjentu skladowej spektralnej, uzyskanej przy pomocy prosto-
katnej funkcji granic

Funkcja bledu Gaussa wytwarza monotoniczny przebieg obwiedni skladowej,
natomiast funkcja granic prostokatna powoduje zarysowanie si¢ dla tego samego
nieustalonego zakresu drgania dodatkowych maksiméw w widmie, a w przenie-
sieniu na postaé obwiedni skladowej spektralnej pozwala zaobserwowac tzw. ,,na-
wroty pamieci” w zakresie transjentu poczatkowego lub koncowego (rys. 6).

3. WYBRANE ZAGADNIENIA TEORETYCZNE ZWIAZANE Z EKSPERYMENTALNA REALIZACJA WIDMA
CHWILOWEGO

Przechodzac od rozwazan teoretycznych do zagadnien eksperymentalnej reali-
zacji widma chwilowego, nalezy pokazaé, ze w aparaturze analizujace; istnieje rze-
czywiscie ,,odpowiednik” funkcji granic, tj. czynnika wytwarzajacego w formalizmie
widmowym granice calkowania.

Nie jest to jaki§ pojedynczy element, ale zespot elementow, a wlasciwie ich wspol-
dzialanie, ktére w procesie eksperymentalnego tworzenia si¢ widma odgrywa taka
role jak funkcja granic w samym formalizmie. Ten zespSt czynnikow nazwano funk-
cja pamigci aparatury [2].

Analizujac dzialanie aparatury spektralnej, w szczegolnosci wymienionych dwéch
zasadniczych jej rodzajow, jak filtry i analizatory (np. heterodynowe), stosunkowo
nietrudno doszukaé si¢ postaci funkcji pamigci aparatury analizujace;j.

Rozpatrzmy przypadek filtru, ktérego zadaniem jest wydzielenie z analizowa-
nego przebiegu tzw. skltadowej spektralnej. Wyeliminowanie czynnika czasowego,
a wiec np. pomiar na wyjéciu filtru samego napiccia, doprowadzi¢ moze do zare-
jestrowania wielko$ci widmowe;j.
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Jezeli do filtru pasmowego o czgstodci §rodkowej w wprowadzi¢ drganie mono-
chromatyczne o czgstodci w; i ustali¢ tak zasadg jego dzialania, aby on przepuscit
drganie o tej samej czgstosci, co mozna zapisaé analitycznie przy pomocy wzoru

D(w, 1) = Py(w, w t)e'®" (17)

gdzie y stanowi funkcj¢ przepuszczania filtru, to stosujac formalizm widma chwilo-
wego otrzyma si¢

+ o
D(w,t) =P f e g (t—s)e'®t-9)(y

Stad po prostych przeliczeniach uzyskuje si¢ dla funkcji przepuszczania postad

+ o

Y@, 0) =P [ gu)e ™du (18)

Funkcja przepuszczania jest wigc formalnie widmem fourierowskim funkcji
granic, ktora w odniesieniu do aparatury nosi nazw¢ funkcji pamigci.

Azeby z kolei otrzymac efektywna postaé¢ funkcji pamigci, po pomnoZeniu
wzoru (18) obustronnie przez €' i scalkowaniu w granicach nieskonczonych,
uzyskuje si¢

+00 +00 +00
f y(Q)edt =P [ d2 f g(u)e 2 ="dy (19)
gdzie 2 = w,—w.
Prawa strona wzoru (19) jest formulg calkowa dla funkcji g(¢), stad

4+
g(t)=0 [ y(Qedr (20)
lub, z uwagi na symetri¢ funkcji y
+ 00
g()=0 [ y(@e dr (20')

W wyniku uzyskuje si¢ przedstawienie funkcji pamieci jako widma fourierowskiego
funkcji przeniesienia filtru. Miedzy tymi dwiema funkcjami zachodzi wigc zaleznos¢
w sensie transformacji Fouriera. Odpowiednie uksztaltowanie funkcji przeniesienia
(a dla analizatora — funkcji rozkladu) moze posrednio zadecydowa¢ o ksztalcie
funkcji pamieci, ktéra nadaje wage przyczynkom do catkowania, wytwarza odpo-
wiedni ksztatt dla prazka widmowego oraz odpowiednia posta¢ obwiedni sktado-
wych spektralnych, interesujaca szczegSlnie w zakresie ich stanu nieustalo nego

Druga sprawa niezmiernie wazng dla dalszych badaf, a wiazaca si¢ réwniez
z opisem dzialania aparatury, to oszacowanie tzw. relacji nieostrosci

Aw - At = const.

i wynikajace stad konsekwencje, At jest bowiem czasem tworzenia si¢ widma, dw
okreé$la dokladno$é lokalizacji uzyskanej wielkosci widmowej na osi czgstosci,
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a w odniesieniu do aparatury stanowi ograniczenie dla zakresu czgstosci (tzw.
,,bramke’’).

Jest oczywiste, ze im dluzszy czas analizy, tym dokladniejszy jej wynik w sensie
lokalizacji na osi czgstosci. Najlepiej scharakteryzowac to w oparciu o rozwazania
analizy matematycznej na przykladzie impulsu cosinusowego wycigtego z drgania
monochromatycznego o czgstosci wy, ktory stopniowo si¢ wydluza, obejmujac
z kolei analiza dwa dowolnie wybrane, coraz to dluzsze wycinki tego samego drgania.

Zestawienie postaci analitycznych tych trzech zbadanych przypadkéw dogodnie
jest poda¢ w nastgpujacej postaci:

o dla 1< —(2n—i—l)§

aconst. dla —(2n—|—1)§f <t < (2n-{—1)§

T
0 dla (2n—9—l)z-< 1

gdzie n przyjmuje wartos¢
MDHDrn=0 @n=2 (@nrn=3

Widma odpowiadajace tym trzem przebiegom sa przedstawione odpowiednio
na rysunkach 7, 81 9.

Stw)

|
|
|
|
!
l
I
I
1 T PSS
Wy 2wy Jw, —r

Rys. 8. Przebieg funkcji oraz jej widma dla n = 2

Jak widaé, widmo bardzo krétkotrwalego impulsu cosinusowego jest prawie
plaskie i nie pozwala zlokalizowaé czgstosci drgania, z ktorego ten wycinek zostal
wyciety. Dla mozliwoéci wiec uzyskania jakiego§ konkretnego wyniku analizy
drgania monochromatycznego konieczna jest pewna minimalna dtugo$¢ wycinka At

2 Przyspieszone badania
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Rys. 9. Przebieg funkcji oraz jej widma dlan= 5

tego drgania, ktdra jest zdolna do wytworzenia wyraznie zarysowujacego sic maksi-
mum widmowego, a tym samym do wyznaczenia odpowiedniego Aw.

Z drugiej strony, dla uchwycenia zmian w czasie konfiguracji badanego przebiegu,
istotnych dla widma chwilowego, konieczne jest skrécenie czasu analizy, co znowu
wplywa niekorzystnie na wzrost wielkoéci dw. Stad wynika potrzeba optymalnego
wyboru jednej z tych wielkosci z mysla o wartoéci drugie;.

To zagadnienie traktowane z punktu widzenia teorii widma chwilowego na-
biera troch¢ innego znaczenia, gdyz czas trwania impulsu, ktéremu mozna juz
przyporzagdkowac jakie§ maksimum widmowe, zalezny jest i wzajemnie powigzany
z czasem At funkcji granic i odpowiednio w realizacji eksperymentalnej — funkciji
pamigci aparatury, a nie tylko z czasem trwania samego zjawiska.

W matematycznym formalizmie okre$lajacym widmo chwilowe, czas powsta-
wania widma musi by¢ wyznaczony przez przedzial, w ktérym funkcja granic jest
rozna od zera. Jezeli wigc funkcja ta ma posta¢ odpowiadajaca przebiegowi funkcji
bledu Gaussa, to Az nalezy okreslic w drodze umowy, gdyz funkcja tego typu nie
posiada miejsc zerowych.

Na ogdt przyjmuje si¢ jako uzyteczny zakres funkcji pamigci aparatury taki
przedzial, na konfcu ktdrego funkcja przyjmuje pewna ustalong wartos$¢, a wigc np.
dla wymienionej wyzej funkcji wartosé

4

e ¥ =0456~ 0,5

Jest to tzw. poldwkowa szeroko$¢ funkcji blgdu Gaussa.

Jak juz wspomniano, ksztalt prazka widmowego jest okreslony przez widmo
fourierowskie funkcji granic lub tez w analizie eksperymentalnej — funkcji pamigci
aparatury. Dla gaussowskiej funkcji pamieci prazek ma réwniez posta¢ funkcji
bledu Gaussa. Wielko$éé A¢ ustalono na drodze umowy, natomiast 4w wynika z prze-
liczen, ktére przedstawiaja rys. 101 11. k&

Jezeli rozpatrywana funkcja granic ma postaé g(t) = he™**, gdzie zwykle ozna-

. . 7
cza si¢ At = 27, przy czym dogodnie jest przyja¢ h = %1:— (rys. 10), to rz¢dne na
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koncach przedziatu At maja warto$¢ ~ 0,4564, jest to wigc tzw. szeroko$¢ poldwkowa.
Widmo tej funkcji granic ma postac

7202
) =he ”
I
c~7
|
|
]
! l
t 1 ! Q
Rys. 10. Funkcja bledu Gaussa jako funkcja Rys. 11. Widmo funkcji blgdu Gaussa i jego
granic i jej szeroko$¢ potowkowa szeroko$¢ poléwkowa

Zakres Aw dla czestosci stanowiacej odpowiednia ,,widmowg’ szerokos$¢ po-
T

léwkowa, tj. przedzial, na koficu ktérego funkcja przyjmuje wartos¢ e *, jest okres-

lony przez Aw = % n, stad zwigzek Adw- At = 27

Jest to najmniejsza z osiagalnych wartosci dla iloczynu okreslajacego tzw. re-
lacje nieostrosci.

STRESZCZENIE

W ostatnich latach, w okresie szybkiego rozwoju badan naukowych i przemystu, szerokie
zastosowanie znalazly badania dynamiczne maszyn i urzadzen. Badania te sa odpowiedzia na
potrzebg zwigkszenia sprawnosci i niezawodnosci maszyn i urzadzen, a takze obnizenia kosztow
opracowania nowych konstrukeji. Poczatkowo badano wplyw drgan na urzadzenia pracujace w szcze-
gblnie trudnych warunkach eksploatacyjnych, a obecnie badania dynamiczne stosuje si¢ prawie
w kazdej galezi techniki.

Drgania mechaniczne wystgpuja w konstrukcjach, ktére podlegaja dzialaniu zmiennych sit.
W niektoérych przypadkach drgania stuza do uzyskania zadanych efektow np. ubijania betonu,
przenoszenia ciat sypkich, zmniejszenia sily tarcia itp. W innym przypadku drgania sa zjawiskiem
szkodliwym, niszczacym nasza prace wzglednie eksploatowane przez nas urzadzenia np. drgania
budowli, pojazdéw mechanicznych, samolotéw, obrabiarek itp.

Zeby danym zjawiskiem méc si¢ postugiwaé, wzglednie skutecznie mu si¢ przeciwstawic, nalezy
najpierw zjawisko to dokladnie poznaé. Stuzy do tego miedzy innymi analiza widmowa drgan zlo-
zonych.

W opracowaniu oméwiono teoretyczne podstawy uzyskiwania widma chwilowego z uwzgled-
nieniem:

(1) widma w sensie Fouriera,

(2) widma chwilowego jako uogélnienia widma fourierowskiego,

(3) wybranych zagadnien teoretycznie zwiazanych z eksperymentalna realizacja widma chwi-
lowego.

2%
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CTAHHCIJIAB IDKBIT'Y)KEBCKU

CIIEKTPAJIBHBIM AHAJIN3 HECTALIMOHAPHBIX CJIO)KHBIX KOJIEBAHUU

Peswome

B nepuoae 6bICTPOro pasBUTUS HAYYHBIX M MPOMBIILIEHHbIX HCCIIEMOBAHUM, IIMPOKOE IIpHU-
MCHEHHE 32 TIOCJIETHUE TOABI HAILUIM TUHAMUYECKHME MCCIEOBAHUsI MAalIMH M yCcTaHOBOK. Wccie-
AOBAaHHUA 3TH ABJLIIOTCA OT3bIBOM Ha HEOOXOAMMOCTb INOBBIIIEHUSI MCHPABHOCTH U HAMEXKHOCTH
MalllMH ¥ YCTaHOBOK, & TaK)KE YMEHBIUICHHS CTOMMOCTH Pa3padOTKH HOBBIX KOHCTPYKumH. CHa-
Yajia MCIBITBIBAJIOCh BIIMSIHME KOJIEOAHMI HA YCTAHOBKM pabOTAIONIHE B OCOBEHHO TSKEIBIX
9KCILTYaTalMOHHBIX YCJIOBUAX. Tenepp OUHAMHMUECKHME WCCIENOBAHHA MPUMEHSIIOTCS MOUTH
B Ka)XJOM OTPACIM TEXHHKH.

MexaHnyeckue KoneGaHUsl BBICTYNAIOT B KOHCTPYKIHUAX TAe ACHCTBYIOT IIEPEMEHHBIE CHUJIbI.
B HeKOTOpBIX cilyyasx KoseGaHWs yMOTPeGIAIOTCA MUl HOJYYEHHS TpeOyeMbIx 3¢¢peKToB HII.
VIUIOTHEHHE OeTOHA, NEepPEeMEILECHHE ChIYYUX MATEPHAIOB, YMEHbBLICHHE CHII TPEHUSI M IIpouee.
B nmpyrux cnyuasx kojieGaHUS SIBJSIIOTCS BPEQHBLIM SIBJICHHEM, KOTOPOE YVHHUTOMKAET Halll TPYQ
WINM TI0JIB30BaHHBIE HAMM YCTAaHOBKH HII. KOJIEOAHMA TMOCTOEK MEXaHWUYECKUX CPEICTB MepenBH-
YKEHHA, CaMOJIETOB, CTAHKOB H T. M.

UToObI HCMONB30BATh 3TO ABJIEHHE WIM >Ke 9(P(HEKTUBHO IPOTHBOLEHCTBOBATh eMy, Clle-
AYeT paHellIe NMOAPOGHO €ro u3yuuth. I[JIA M3YUeHUs] ITOrO SIBJIEHUS YHOTPEOJIAETCSI, MEXKIY
IIPOUYMM, CIEKTPAJIbHBIA aHATU3 CJIOXKHBIX KOJIeOaHMIA.

B Hacrosmieit paboTe M3IararoTCsi TEOPETUUECKHE OCHOBBI MOJTYUEHUST MCHOBEHHOTO CIeKTpa
YUYHUTBIBASA :

(1) cnektp PDypse,

(2) MrHOBeHHBI CHeKTp Kaxk oGoOuienue crnektpa DPypse,

(3) n3bpaHHbIE TeOpETHUYECKUE 33[aUM CBSI3aHHBIE C SKCIHEPUMEHTAIbHBIM OCYILECTBIICHUEM
MI'HOBEHHOT'O CIIEKTpa.



