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I. Wstep

Zajmujac sie badaniami korelacji 1 regresji w zwigzku z hodowlg
nowych produktywnych szczepdéw karpia polskiego, wprowadzilem do
tvch badan metode regresji i korelacji wielorakich, zwanych tez wielo-
krotnymi. Zastosowanie analizy wielorakiej w hodowli karpi umozliwia
nam pelniejsze wnikniecie w powigzania morfologiczno-uzytkowe karpia
polskiego. Charakterystyczng cechg analizy jest to, ze traktujemy w niej
caly szereg zmiennych w przeciwienstwie do analizy zwyktej (prostej),
gdzie ujmuje sie tylko dwie zmienne réwnoczesnie. Dotychczas stosowano
analize statystyczng zwyklg do badan nad karpiem w latach 30 w Czecho-
stowacji, Niemczech i Austrii. W Polsce, ktéra jest przeciez kolebka
rasy karpia polskiego, znanej w gospodarce stawowej na calym Swiecie
pod niestuszng nazwa rasy karpi galicyjskich, analizy statystycznej,
choéby dla poznania samej rasy tylko, nie stosowano ani przed II wojng
Swiatowa, ani po wojnie. Dopiero z chwila objecia w 1953 r. kierownictwa
ruszyly pelng parg prace nad karpiem polskim. Praca ta jest wynikiem
naukowego Zakladu Biologii Stawoéw PAN przez prof. K. Starmacha,
studium metodycznego, jakie przeprowadzalem w ostatnich latach w Za-
kladzie Biologii Stawow (obecnie Wéd) PAN, nad zastosowaniem metody
regresji i korelacji wielorakich do badan nad karpiem polskim. Wyniki
tej pracy moga byé zuzytkowane nie tylko przez gospodarke stawowa
w hodowli karpia polskiego, ale i przez doswiadczalnictwo rolnicze.

Metoda regresji i korelacji wielorakich jest w statystyce rolniczej od
dawna znana, jednak stosowanie jej do badan naukowych miato ogra-
niczone miejsce, ze wzgledu na ogromny naklad pracy potrzebny dgﬁgg—
konania przy jej stosowaniu. Wiazalo si¢ to zwlaszcza z rozwigzywaniem
ukladéw réwnan normalnych o wielu niewiadomych.

Mnoznikami Gaussa nazywamy w statystyce elementy krakowianu (11)
(macierzy) odwrotno$ciowego uktadu rownan normalnych. o

Mnozniki Gaussa sluza nam do szeregu obliczen zwigzanych sc1sl$
z metods regresji i korelacji wielorakich; do obliczania rownan regresji
wielorakiej (komplet wspo6lczynnikow regresji), do obliczania bledow
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wspolczynnikow regresji czgstkowej i analizy zmiennosci w regresji wie-
lorakiej.

Przy stosowaniu metody regresji i korelacji wielorakich zagadnienie
metody, za pomocg ktérej dochodzimy do obliczania wspotczynnikow
regresji czgstkowe]j, staje sie szczegodlnie palace, zwlaszcza wowezas, gdy
wzrasta ilos¢ zmiennych w badanym zagadnieniu. Chedzi o to, aby
metoda ta byla najprostsza, to znaczy, aby posiadala najprostszy schemat
myslowy oraz aby byla najlatwiejsza w wykonaniu praktycznyvm, to jest,
aby miala do wykonania jak najmniejszg ilo$¢ dzialan rachunkowych.
Prostota i latwos¢ wykonania wiazg sie ze sobg. Te dwa postulaty sg
szczegolnie wazne dla doswiadczalnika-rolnika, ktérego nie powinno sig
obarczaé¢ zbyt skomplikowanymi obliczeniami.

Oprocz podania tutaj najlepszej metody obliczania mnoznikéw Gaussa,
podam tez metode obliczania bledow sSrednich wspolezynnikéw regresji
czgstkowej oraz obliczanie kempletu réwnan regresji wielorakiej. Prak-
tyczna bowiem korzys$¢ z obliczania mnoznikéw Gaussa uwidacznia sie
przy obliczaniu bledoéw Srednich wspoélczynnikéw regresji czgstkowe]
oraz kompletu wspélczynnikow regresji czastkowej. Np. w problemie
statystycznym, gdzie przyjmujemy kolejno wszystkie zmienne za zmienne
valezne, obliczenie tylko jeden raz krakowianu mnoznikéw Gaussa za-
stepuje wszystkie kolejne podstawiania zmiennych zaleznych. Zamiast
wiec rozwigzywaé np. szes¢ ukladow rownan normalnych w problemie,
gdzie mamy sze$¢é zmiennych — rozwigzujemy jeden uktad, wraz z mnoz-
nikami Gaussa. Korzy$¢ ogromna. Wprowadzenie przez prof. U. J. Bana-
chiewicza specjalnych metod rozwigzywania ukladéw réwnan o wielu
niewiadomych — metod, ktére prof. Banachiewicz nazwal krakowiano-
wymi — ulatwia bardzo znacznie stosowanie w doswiadczalnictwie me-
tody regresji i korelacji wielorakich. W pracy tej nie omawiam szcze-
golowo metody pierwiastka krakowianowego, na ktorej si¢ opieram, gdyz
zrobilem to gdzie indziej (11). Zajmuje sie tu przede wszystkim oblicza-
niem mnoznikow Gaussa, ktérych obliczanie jest dalszym ciggiem roz-
wigzywania réwnan normalnych.

W rachunku krakowianowym krakowian (macierz) mnoznikéow Gaussa
obliczamy przez podniesienie do drugiej potegi inwersu pierwiastka
krakowianowego ukladu rownan normalnych.

Dlatego tez obliczanie mnoznikéw Gaussa sprowadza sie do obliczania in-
wersu pierwiastka uktadu réwnan normalnych. Dochodzi¢ do obliczania in-
wersu mozemy réznymi drogami. Sadze, ze metoda spelniajaca dwa podsta-
wowe warunki: prostoty i najmniejszej ilosci dziatan, jest jedng z metod
rachunku krawowianowego, ktéra postaram sie szczegdlowo przedstawic.

Samych metod krakowianowych jest kilka. Oprécz tego istnieje caly
szereg innych metod. Najbardziej znane sg: metoda, ktorg proponuje
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prof. Radhakrishna Rao (9) oraz metoda skrécona Doolittle’a (7). Metody
te omowitlem i porownalem z punktu widzenia uzytecznosci zastosowania
do rozwigzywania roéwnan normalnych gdzie indziej (12). Poniewaz
obliczanie inwersu ukladu réwnan normalnych i z kolei w oparciu
o inwers obliczanie mnoznikow Gaussa stanowi przediluzenie rozwigzy-
wania rownan normalnych na krakowian jedynkowy, wobec tego wnio-
ski z poréwnania metod stosujg sie takze i do obliczania mnoznikéw
Gaussa. Poniewaz, jak to wykazalem w tej pracy, metoda krakowianu
pierwiastkowego jest najlepsza, dlatego tez i tutaj omawiam obliczanie
mnoznikéw Gaussa tylko tg metods.

II. Obliczanie mnoznikéw Gaussa metodq pierwiastka krakowianowege

Dotychczasowy sposdéb obliczania mnoznikow
G aussa. Postepujac za R. A. Fisherem (6), celem obliczania mnoznikéw
Gaussa zastepujemy kolejno kolumny wyrazow wolnych w ukladach
rownan normalnych — nowymi kolumnami, skladajgcymi siec z jednosci
1 zer. Postepowanie przy tym jest takie, ze wstawiamy na miejsce ko-
lumny wyrazéw wolnych tyle razy nowg kolumne, ile jest wierszy
w ukladzie .przy czym jedynke wstawiamy zawsze o jeden wiersz
nizej. Dla ukladu rownan normalnych, gdzie wystepuje np. pieé
zmiennych, dostajemy skutkiem tego pie¢ nowych ukladéw do rozwia-
zania. Sposéb ten zawdzieczamy Gaussowi, ktéry go pierwszy uzyl, a na-
stepnie R. A. Fisherowi, ktéory go zastosowal. R. A. Fisher proponuje
kolejne rozwigzywanie, sgdze jednak, ze jest ono bardzo Zzmudne, zwlasz-
cza, ze mozemy wszystkie te kolumny jednakowo dopisa¢ razem do
calego ukladu danych i rozwigza¢ lgcznie, co czynimy w metodach
krakowianowych i innych. Méwimy, ze dopisujemy do ukladu danych
krakowian (macierz) jedynkowy. Poniewaz w kazdej nastepnei kolumnie
jedynke wstawiamy o jeden wiersz nizej, wobec tego jedynki ukladajg sie
nam na przekatnej. Nowy krakowian jedynkowy oznaczamy {7}.

Metoda pierwiastka krakowianowego. Jest ona, jak
sagdze, dla do$wiadczalnictwa rolnego najlepszg metoda dochodzenia do
inwersu ukladu danych dlatego, ze jest najprostszg i najkrotszg w uzy-
ciu. Stosuje sie ja przede wszystkim do ukfadéw symetrycznych,
z jakimi w biometrii mamy przewaznie do czynienia. Posiada bar-
dzo prosty schemat myslowy, wysoko zautomatyzowany oraz naj-
mniejszg ilo§¢ dziatan rachunkowych do wykonania. Wszystkie
dzialania, z wyjatkiem pierwiastkowania, mozna wykona¢ na zwyklej
czterodziataniowej maszynie do liczenia. Nadaje sie tez do stosowax?ia
w ukladach niesymetrycznych, na co zwraca uwage Dwyer (3) i Faddie-
jewa (5). W tym ostatnim wypadku nie daje jednak wigkszych ulatwien
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niz druga metoda rachunku krakowianowego, ktérg nazywamy metodg
czynnikow kanonicznych.

Zastosowanie metody pierwiastka polega na tym, Ze rozwigzuje sie
tgcznie z glownym krakowianem dopisany krakowian jedynkowy.
Krakowian jedynkowy dopisujemy tak, aby odpowiadal krakowianowi
gléwnemu. Powstaje w ten spos6b nowy krakowian, ktéry mozemy na-
zwa¢ krakowianem skosnym (8) (patrz tabela 1). Pierwiastek z takiego
krakowianu skosnego mozemy obliczy¢ wedlug metody pierwiastka kra-
kowianowego prof. Banachiewicza (1) (11). Po obliczeniu pierwiastka
przystepujemy do obliczania krakowianu niewiadomych mnoznikéw
Gaussa, ktore bede oznaczal jako krakowian {C}. Elementy tego krako-
wianu, czyli poszczegbélne mnozniki Gaussa, bede oznaczat jako ele-
menty c¢;;. Niewiadome (wspoéiczynniki regresji czgstkowej) mozemy
oblicza¢ za pomocg dzialania zwrotnego (11).

Oproécz tego istnieje inny sposéb obliczania wspédlczynnikéw regresji
czagstkowej: za pomocg mnozenia kolumny {W’} kolejno przez kolumny
inwersu pierwiastkowego. Przyklad takiego obliczenia podaje ponizej.

Krakowian {C} jest krakowianem odwrotnosciowym w stosunku do
glownege krakowianu, w tej metodzie otrzymujemy go podnoszgc do
kwadratu inwers. Jezeli chodzi nam tylko o obliczenie btedéw Srednich
wspblezynniko6w regresji czastkowej, to wystarczy podnies¢ do drugiej
potegi kolejno kolumny inwersu pierwiastka (Patrz str. 77). Cheac mieé
kontrole sumowsg obliczania mnoznikéw Gaussa, wypisuje si¢ krakowian
jedynkowy po lewej stronie nowego — odwrotno$ciowego — ukladu,
czyli pod krakowianem {K}, nastepnie oblicza sie niewiadome, najlepie]
za pomocg mnozenia. Mnozac kolumny inwersu przez kolumne sumows,
dostajemy kolumne {S’}. Sumy wierszy w krakowianie {C’} powinny
zgadzaé sie z elementami {S'}. W ten sposob mamy kontrole dokladnosci
obliczen wspolczynnikéw regresji czgstkowej, jak tez i kontrole obliczen
mnoznikow Gaussa.

Wzigwszy ten sam przyklad, ktérym dotychczas postugiwalem sie dla
demonstracji metody (11) dopisujemy krakowian (macierz) jedynkowy
obck kolumny wyrazéw wolnych. Poszczegélne kolumny krakowianu
jedynkowego mozemy oznaczy¢ jako v. W przykladzie tym postuguje sie
pomiarami biometrycznymi na 130 karpiach. Zmiennymi rozpatrywany-
mi wielorako s3: |

waga ciala karpia zmienna W
dlugosé catkowita karpia ' A
najwieksza wysokos¢ karpia ' B
najwieksza grubos$¢ karpia ’ C
dlugos¢ jelita karpia 5 &



Obliczanie mnoznikéw Gaussa dla doswiadczalnictwa rolniczego 71

Zmienng zalezng jest waga ciala karpia. Elementy podane ponizej
krakowianu to elementy, ktére oznaczam jako P;j;, s3 to sumy iloczynéow
zmiennych, podzielone przez ich ilos¢ (w przykladzie tym N = 130).

Zastosowanie metody rachunku krakowianowego do znajdowania
mnoznikéw Gaussa daje najwieksze utatwienia rachunkowe w stosunku
do pozostalych metod. Polega ono na zastosowaniu czynnosci rachunko-
wych, ktéore wykonuje sie w metodzie pierwiastka do kolumn krakowia-
nu jedynkowego. W metodzie pierwiastka traktujemy te kclumny tak, jak
traktujemy kolumne {W}, gdy chcemy obliczyé¢ {W'}.

Postepujac w ten sposéb dostajemy w kolumnach oznaczonych jako i
nowe elementy pierwiastkowe. Sa to elementy inwersu, czyli odwrotnosci
pierwiastka krakowianowego. Jest to niezwykle prosta metoda obliczania
elementow inwersu pierwiastka.

Calo$¢ obliczen przy obliczaniu krakowianu mnoznikow przedstawia
tabela 1.

Szczegbolowe omoéwienie obliczen.

Jak widaé z powyzej podanego przykladu, obliczanie mnoznikoéw
Gaussa rozpada sie na trzy etapy:

I. Etap: obliczenie i wypisanie krakowianu danych, ktéry skilada
sie z trzech krakowianow:

{P} = krakowianu glownego;
(W} = krakowianu wyrazéw wolnych;
{r} = krakowianu jedynkowego.

(Na to potrzeba, abySmy mieli gotowe elementy P;;, to jest sumy
pomnozonych przez siebie wszystkich kombinacji zmiennych i podzielone
przez ich ilo$é¢).

Dostajemy w ten sposéb krakowian skosny.

II. Etap: obliczenie z tak utworzonego krakowianu pierwiastka me-
toda krakowianows (11). Metode te stosujemy tez do dopisanego z prawej
strony krakowianu jedynkowego. Dostajemy w ten spos6b trzy nowe
krakowiany:

{K} = krakowian pierwiastkowy wlasciwy;

{W’} = krakowian pierwiastkowy kolumny wyrazow wolnych;

{I}) = krakowian pierwiastkowy krakowianu jedynkowego {r} na-
zywamy go inwersem (odwrotnoscig) pierwiastka, powstat on z zastoso-
wania metody pierwiastka do czesci jedynkowe] tablicy.
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Obliczenie elementdéw {I} odbywa sie dokladnie tak samo jak oblicza-
nie elementéw {W’}. Np.:

0,0—32,0369 X 1,000

iy = — -= — 13,3766
2.3950
1,0—0,0
iy = — 30996

0,3226
0,0—0,3516 X 0,4175 + 0,2676 X 0,6475 0,0 — (—0,0265)
l ——t —— o
A 0,3226 0,3226

= + 0,0821 itd. itd.

Dostajemy w ten sposob krakowian {I}, ktory odpowiada czesci jedyn-
kowej krakowianu danych i na podstawie ktérego obliczamy mnozniki.

111. Etap: obliczanie mnoznikéw Gaussa oraz niewiadomych (wspoét-
czynnikow regresji czgstkowej).

a. Krakowian jedynkowy wpisujemy z lewej strony kolumny {x}
w odpowiednie kolumny pod krakowianem {K}, tak jak w wyzej poda-
nym schemacie. Jest to konieczne dla kontroli obliczen.

b. Krakowian wspolezynnikow regresji czastkowej {x} obliczamy za
pomocg mnozenia. Stosowanie rozwigzania zwrotnego wydaje sie jednak
dokladniejsze. Mnozenie jest latwiejsze. Znajdowanie niewiadomych za
pomocg mnozenia kolumny {W’} kolejno przez kolumny {I} przedstawia
sie¢ nastepujaco:

a. = {W’')-i, = — 1248,8631
A={W)}iy= 29,3612
B={W)}-iy= 62,3653
C={W)}-iy= 40,2407
D= {W)}-i5 = 0,7560

(1) Ogélnie mozemy to napisaé: {W'}«{I} = {x}.

c. Krakowian odwrotno$ciowy {C’} krakowianu gléownego {P} (czyli
krakowianu mnoznikéw Gaussa) znajdujemy przez podniesienie do dru-
giej potegi krakowianu {I}.

(2) Zapisujemy ten fakt: {I}* = {C’}.

To znaczy, ze musimy w krakowianie {I} pomnozyc kazda kolumne
przez kazda kolumne. Obliczenie np. elementu 93

0,4175 0,0
.., _ 1o6475 1,6650 | _
BT 08T Y 0821 (0} .1,3811 fadill
0,3309 | 0,0564
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lub elementu c¢s5 =

0,0000 0,0000

-, 1 0,0000 0,0000 | _

5l = Css 0,0000 1 0,0000 [ 0138
0,1175 0,1175

Zaznaczy¢ nalezy, ze w wypadku takim jak przedstawiono, tj. kra-
kowianu {P + W -+ r} dostajemy inne wartosci elementow cj; niz gdy-
bySmy mieli do czynienia z krakowianem, gdzie elementy danych wy-
stepujag w wartosciach empirycznych, ktory oznaczam jako krakowian
{A}. Poriewaz mamy tu wszystkie elementy podzielone przez N (czyli
elementy P;;), wiec krakowian danych jest zmniejszony N razy (w na-
szym przykladzie N = 130). Poniewaz krakowian {r} nie zmienia sie,
wigc wskutek tego elementy w {I} sa N razy wieksze niz gdyby to miato
miejsce w wypadku stosowania krakowianu {A}, gdzie dane wystepuja
nie podzielone przez N. Skutkiem tego, na to, zeby otrzyma¢ wlasciwe
elementy c;;, trzeba podzieli¢ kazdy element ¢’;; przez N. Dlatego kra-
kowian {C}, ktory otrzymujemy z krakowianu {F}, oznaczam jako {C’},
poniewaz:

(3) ¢'ijy/N = cj;

Przedstawilem tu postepowanie rachunkowe, gdy chcemy znalezé caly
krakowian mnoznikéw Gaussa dla danego krakowianu {P}.

II1. Obiiczanie btedéw srednich wspdlczynnikéw regresji czgstkowej

Znajgc wartoSci wspoéiczynnikoéw regresji czastkowej. poszukujemy ich
bledéw srednich, celem oceny ich wiarygodnosci.

W tym celu, postepujac za M. Ezekielem (4), podaje nastepujgcy
og6élny wzér dla bledéw srednich wspélczynnikéw regresji czgstkowej:

(4) Ub, _ l/ Si?.j...m
ij,G+1n...m No;’:[l—Rﬁ_(j+1)...m]

Symbole we wzorze:

Si.j...m — kwadrat odchylenia $redniego wokoél plaszczyzny re-
gresji wielorakiej;
= kwadrat wspolczynnika korelacji wielorakiej;

Ri.g+1...m
o; = kwadrat odchylenia $redniego;
N

= ilos¢ obserwacji;

m = ilo$¢ zmiennych w analizie;
i = numer zmiennej zaleznej;

j = numer zmiennej niezaleznej.

4
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Dla malych N powinniSmy wprowadzi¢ poprawke dla S%,  ,, tj. po-
n
mnozy¢ przez
n—m
gdzie: n = ilo§¢ obserwaciji,
m = ilo§é stalych w réwnaniu.

W zastosowaniu praktycznym wzor ten jest bardzo trudny. Stosujac
tego typu wzory musieliby$my oblicza¢ odpowiednie R* i S* dla kazdego
bledu $redniego. Pociggneloby to dodatkowe rozwigzywanie ukladow row-
nan. Istnieje jednak metoda pozwalajgca obej$¢ zmudne stosowanie tych
wzoréw. Jest nig postugiwanie sie mnoznikami Gaussa. Wykorzystuje
ona fakt, ze:

(5) : ¢
No?(l—R?.(J+1)...m) !

M. Ezekiel (15) podaje nastgpujace wzory na bledy Srednie wspol-

czynnikéw regresji czastkowej:

(6) a, b; c (o] = 51,234 Co
b12,34
= St234 ]/c33
bi1324
= Si1231 ]/044 itd.
b14,23

Na przyklad gdybyémy mieli obliczy¢ blad $redni wspolczynnika
bs4 125678, to mamy
6) d o = Sssames Vew

b34.1235678

Jak widzimy, mamy do czynienia z elementami krakowianu {C}, le-
zagcymi na przekatnej. Wskazujg na to subskrypty.
W wypadku stosowania krakowianu {P}:

1 :
(7) = Cjj
i (01-—-Rj g+v...m )
Na to wiec, aby dosta¢ elementy dla wzoru Ezekiela w kr akow1anach

{P}, nalezy podzieli¢ ¢’;; przez N:

c’
(8 =
) o,

Chcae uniknaé wiekszej ilosci dzialan, a zwlaszcza pierwiastkowania,
nalezy wybra¢ najdogodniejszy wzor, ktérym bedzie:

/¢, S?
(9) 5 a2 = ‘/ 1l ij
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Trzeba zaznaczy¢, ze elemenly inwersu, na podstawie ktorych dosta-
jemy elementy c;;, obliczamy w oparciu o kolumny w krakowianie {P},
czyli, ze {I} jest obliczony dla (m — 1) niewiadomych, bo ostatnia ko-
lumna, kolumna zmiennej zaleznej, nie jest pelna, brak jej do pelne]
symetrycznosci ostatniego elementu. Pelny krakowian mnoznik6w Gaus-
sa, to jest obliczony w oparciu o m zmiennych, stosuje sie dla obliczenia
catego kempletu réwnai regresji wielorakiej, o czym nizej. Jezeli mamy
do czynienia z krakowianem {A + L}, to jest takim, gdzie elementy q;;
wystepuja w wielkosciach danych empirycznych stosujemy wzor (6).
W bardzc czesto spotykanym wypadku stosowania ukladu réwnan nor-
malnych przedstawionych w jednostkach odchylen od Sredniej arytme-
tycznej -— takze stosujemy wzor (6).

Jak widaé z wzoru nr (9) aby obliczy¢ blad $redni wspolezynnika A
regresji czastkowej, trzeba znaé warto$é odchylenia Sredniego wielo-
rakiego dla zmiennej zaleznej oraz odpowiednie mnozniki Gaussa.
Obliczanie S podatem gdzie indziej (13), obliczanie mnoznikéw omo-
wilem powyzej. Dla naszego przykladu otrzymaliSmy:

Obliczenie bleddéw S$rednich wspolczynnikéw regresji czgstkowej

Cij Sij..m S; + ¢55M) Vs * SEN = by 1y.m
199,7837 1962,1000 44,2965
0,7098 6,9710 2,6402
4,6828 1276,7487 45,9904 6,7818
9,6315 94,5923 9,7261
0,0138 0,1355 0,3680

Niewiadome obliczono za pomocg rozwigzania zwrotnego. Elementy
krakowianu pierwiastkowego najlatwiej i najpraktyczniej nadpisa¢ nad
elementami krakowianu danych. Przeprowadzamy obliczenia

a) krakowianu pierwiastkowego;

b) mnoznikéw Gaussa;

c) wielorakiego odchylenia sredniego;

d) bledow $rednich wedlug wzoréw podanych.

Calosé obliczen, ale tylko dla obliczenia bledéow S$rednich, w tym
samym przykladzie co poprzedni, bedzie sie przedstawiala tak jak
podano w tabeli 2.

Dla ilustracji zastosowania metody przytocze inne przyklady oblicze-
nia bledow Srednich wspoélezynnikow regresji czastkowej. Sa to przy-
klady zaczerpniete z badan biometrycznych réznych populacii karpi.
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Brano pod uwage w badaniu nastepujgce zmienne:
X, = ciezar calkowity karpia, w g;

X, = dlugos¢ calkowita karpia, w cm;

X3 = dlugos¢ glowy karpia, w cm;

X3 = najwieksza wysokos¢ karpia, w cm;

X5 = wysokos¢ odbytowa, w cm;

X¢ = najmniejsza wysokos¢ karpia, w cm;
X7 = najwieksza grubos¢ karpia, w cm;

Xy = dlugos¢ jelita karpia, w cm.

Jako zmienng zalezng przyjeto ciezar karpia w g.
Wspolczynniki regresji czgstkowej, ktére sg podane ponizej, odno-
szg sie do:

a = wspoiczynnik proste] regresji wielorakiej;
A = wspoiczynnik opisujgcy zaleznosé miedzy ciezarem a dlugoscia
catkowity;

B = wspolczynnik opisujacy zaleznos¢ miedzy ciezarem a dlugoscig
glowy;

C = wspoélczynnik opisujgcy zalezno$¢ miedzy ciezarem a najwieksza
wysokoscig;

D = wspoblczynnik opisujacy zalezno$¢ miedzy ciezarem a wysokoscig
odbvtowa;

E = wspoélczynnik opisujacy zaleznos¢ miedzy ciezarem a najmniej-
szg wysokoscia;

F = wspolczynnik opisujacy zaleznos¢ miedzy ciezarem a najwieksza
gruboscia;

G = wspolczynnik opisujacy zalezno$¢ miedzy ciezarem a dlugoscia
jelita.

(e — G z uwzglednieniem wplywu pozostalych zmiennychj.

Wspolezynniki regresji czgstkowej i ich bledy $rednie odnoszg sie do
pomiarow biometrycznych 130 karpi, wykonanych przez Zaklad Gospo-
darki Stawowej PAU w 1952 r. Po zastosowaniu oméwionych metod
dostajemy nastepujgce wyniki (tabela 3):

Gdy rozpatrzymy tablice wspotczynnikéw regresji czgstkowej i ich
bledy Srednie, rzuci sie nam w oczy od razu szereg wniosk6w natury
hodowlanej. Szereg wspoélczynnikow wykazuje malg zmiennosé, nie prze-
noszaca jednej trzeciej jego wartoéci, a szereg wspoélezynnikow wyka-
zuje ogromng zmienno$S¢. Oczywiscie zaleznosci opisywane przez wspOl-
czynniki o ogromnej zmienno$ci w pracach hodowlanych nie powinny
by¢ brane pod uwage jako trwale zaleznosci. I tak najwieksza zmien-
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nos¢ spotykamy we wspolczynnikach D i E, sag to wspélczynniki opisu-
jace wspolzaleznos¢ wielorakg miedzy:

D — waga a wysokoscig odbytows;

E — waga a najmniejszg wysokoscig.

Najmnriejsza zmiennos¢ wykazuje zaleznos$¢ (oprocz wspoélczynnika a,
ktory dla hodowl: nie ma zadnego znaczenia) opisywana przez wspoi-
czynniki A, C, F. Z tych trzech zalezno$ci najbardziej ,trwalg” jest za-
leznos¢ opisywana przez wspolczynnik A.

A — zalezno$¢ miedzy ciezarem a dlugoscig calkowita;
C — zaleznos¢ miedzy ciezarem a najwiekszg wysokoscig
F' — zaleznos¢ miedzy ciezarem a najwiekszg gruboscis.

Wspoiczynnik E oraz G, to jest dlugos¢ glowy i dlugos¢ jelita, jezeli
chodzi o zmiennos¢, zajmujg miejsce posrednie. Jednak wielkos$¢ ich
zmiennosci nie usprawiedliwia brania ich pod uwage.

Stwierdzenie powyzszych faktow mialo duze znaczenie dla naszych
badan nad hodowls karpi. Dlatego tez powinno byé¢ ono jeszcze bardziej
szczegolowo rozpracowane. Wnioski hodowlane bowiem wysnute tutaj
przez mnie zostaly postawione na podstawie studium tylko metody
podejscia do zagadnienia wspoizaleznoSci pomiedzy cechami morfo-
logicznymi a uzytkowymi. Pozwolily one nam takze juz na praktyczne
zastosowanie ich w naukowych pracach terenowych. Moglem bowiem
zwiekszy¢ liczbe badan co do iloSci karpi przez zmniejszenie liczby
pomiarow na poszczeg6lnych sztukach. OsiagneliSmy przez to odrzucenie
cech, ktoére sg nieskorelowane wielorako z gléwng cecha uzytkows, to
jest z wagg, oraz cech, ktérych zmienno$¢ zaleznos$ci wielorakiej jest
tak duza, ze nie usprawiedliwa brania ich pod uwage w hodowli. Do-
tychczas obowigzujacy schemat biometrycznych pomiaréw terenowych
byl skréconym schematem Berga (2) i Starmacha (10) dla karpicwatych.
Obecnie opieram si¢ gléwnie w hodowli na trzech cechach, to jest dtu-
gosci, wysokosci i-grubosci, poza ciezarem.

IV. Obliczenie kompletu wspétczynnikéw regresji wielorakiej

W przykladzie naszym mamy tylko jedrg zmienng zalezng, jest nig
ciezar karpi. Moze jednak zajs¢ potrzeba, a w praktyce statystycznej za-
chodzi ona czesto w zwigzku z badaniami korelacyjnymi, ze bedzie po-
trzeba kompletu wspolezynnikow regresji czastkowej. To znaczy po-
trzeba przyjecia kolejno za zmienne zalezne wszystkich pozostalych
zmiennych i obliczenia z takich ukladow rownan regresji wielorakich.
Mimo stosowania nawet metody pierwiastka krakowianowego jest to
zmudna praca — nalezy w takim wypadku rozwigza¢ m ukladow (dla
m zmiennych jest m ukladéw, czyli komplet).



. _ , . ) Tabela 4
Przyktad. obl.tczema ko.mpletu wspolczynnikéw regresji czgstkowej. Przyklad liczbowy ten sam co poprzednio
I etap: wpisanie krakowianu danych. Wszystkie elementy takie same jak w tabeli 1 z dodatkiem nowego wiersza

krakowi ; ;
wian {P} krak. (W} krakowian jedynkowy {7} (tau) Suma
a A B .
‘ ’ ' C ] D ‘ {W} ‘ Tl , 12 73 ’ T4 } Ts5 l T6 ‘ {S}
1,0 32,0369 11,0192 5,1561 77,8154 645,4615 1,0 773,4891
1032,0990 355,2517 166,0275 2509,1225 21032,2500 0,0 1,0 25127’7876
122,6510 57,3043 863,7803 7278,9960 0,0 0,0 1,0 " 8690,0025
26,8847 403,7443 3397,1890 0,0 0,0 0,0 1,0 4057,3059
6173,2993 51286,0000 0,0 0,0 0,0 0,0 1,0 61314,7618
W tym miejscu wstawiamy nowy element przekatniowy —  442250,8500 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 1,0 325891,7465
II etap: zastosowanie metody pierwiastka krakow. do powyzszej tablicy
krakowian pierwiastkowy{K} krak. {W’} krakowian inwersu {I} Suma
ki l ko ’ k3 ' Ky l ks l {W’} 4 , i ‘ i3 { iy 5 ' g | {5}
I
1,0 - 32,0369 11,0192 5,1561 77,8154 645,4615 1,0 773,4891
2,3950 0,9314 0,3516 6,7467 147,6678 —13,3766 0,4175 145,1335
0,6006 0,2676 0,0549 48,2615 2,3972 —0,6475 1,6650 52,6042
0,3226 0,4138 13,2947 —3,3924 0,0821 —1,3811 3,0998 12,4393
8,5071 6,4339 1,6110 —0,3309 0,0544 —0,1508 0,1175 16,2441
to jest nowy wiersz —» 35,7316 34,9512 —0,8217 —1,7454 —1,1262 —0,0212 0,0280 66,9955

IV etap: obliczenie kompletu wsp. regr. czastk. Dzieli sig {C’} wierszami przez
elementy lezgce na przekatnej ale z przeciwnym znakiem

komplet. wsp. regr. czastkowej {b;;} =

III etap: podnosimy do drugiej potegi krakowian {I}, w ten sposéb dosta-
jemy krakowian mnoznikow Gaussa {C’} dla kompletu m zmiennych

| (<}
¢’y ’ ¢’y [ c’s ) ¢’y ' c’s ' c’s l a A B ’ C D w

1421,3701 —36,6679 —52,2364 —50,1207 —0,5517 0,9781 a 1,0 0,0258 0,0367 0,0353 0,0004 —0,0007 ]
—36,6679 1,3850 0,2240 1,1298 —0,0215 0,0230 A 26,4750 1,0 —0,1617 —0,8880 0,0155 —0,0166 I
—52,2364 0,2240 71,7293 —2,3240 0,0436 0,0488 B 6,7582 —0,0290 1,0 0,3007 —0,0056 —0,0063 }
—50,1207 1,2298 —2,3240 10,8998 0,0061 0,0315 ( c 4,5983 —0,1128 0,2132 1,0 —0,0006 —0,0029 l

—0,5517 —0,0215 0,0436 0,0061 0,0142 0,0006 D 38,7153 1,5060 —3,0617 —0,4320 ;,'(7)561 ;),8421
0,9781 —0,0230 —0,0488 —0,0315 —0,0006 0,0008 ] w —1249,0100 29,3621 62,3691 40,2425 : k |

to jest krakowian mnoznikow Gaussa {C’}
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'Z pomocy przychodza nam mnozniki Gaussa. Mozna bowiem za ich
pomocy obliczyé caly komplet réwnah normalnych, bez uciekania sie
do rozwigzywania nowych krakowianéw. Jest to ogromna zaleta uzycia
mnoznikoéw Gaussa, skraca nam ona czas pracy tym bardziej, im WIQ\.GJ
zmlennych mamy w - analizie.

W przykladzie uzytym w tej pracy mamy szes¢ zmiennych (wlicza-
Jac w to zmienng a, ktoérej wszystkie elementy réwnaja sie jednosei).
Obliczenie krakowianu {C} nastepuje w tego typu zagadnieniu dokladnie
takg samg metods, jak i poprzednio. Inwers pierwiastka, na podstawie
ktérego oblicza sie {C}, oblicza sie z ta tylko réznicg, ze dodajemy
w krakowianie podstawowym w kolumnie {W} wartos¢ P2, Gdzie i
oznacza subskrypt zmiennej zaleznej dla danego ukiadu réwnan nor-
malnych. Jest to ten element, ktéry ,dopemia” do symetrycznosci
krakowian podstawowy. Inwers obliczamy tak samo jak poprzednio.
Skutkiem wprowadzenia wartosci P? mozemy obliczyé ostatni wiersz
inwersu w oparciu o czlon prowadzacy kolumny dla zmiennej zaleznej,
to jest ostatniej zmiennej w ukladzie. Majac tak obliczony inwers mo-
zemy przystgpi¢ do obliczenia {C}. Z kolei majac {C) obliczamy wspot-
czynniki regresji czgstkowej wszystkich mozliwych ukladéw, dzielgc
elementy w krakowianie {C} przez jego elementy przekatniowe, ale
Z przeciwnym znakiem.

Calosc postepowania, pcdobnie jak poprzednio, mozemy podzieli¢ na
etapy:

I etap: przygotowanie i wpisanie elementéw krakowianu podsta-
Wowego;
I etap: obliczenie pierwiastka ukladu podstawowege;

IIT etap: obliczenie mnoznikéw Gaussa;

IV etap: obliczanie kompletu wspélczynnikéw regresji czastkowej.

Calo$¢ tych obliczen przedstawia tabela 4.

Zademonstrowana metoda bardzo utatwia studium tych zaleznosci.
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